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PRÆFATIONE. 


Omni progressu de Mathematica responde ad introductione 
de signos ideographico vel symbolos. 

Symbolos plus antiquo, hodie adoptato, es cifras Indo-Arabico, 
0, 1, 2... 9, facto Europæo in anno 1200 circa. 

Utilitate plus evidente de cifras es brevitate in scriptura. 

In secundo loco, cifras reduce vocabulario. Nam numeratione 
per cifras introduce nullo novo symbolo pro vocabulos « decem, 
viginti... centum, mille... » que es expresso per symbolos præ- 
cedente. 

Systema de cifras Indo-Arabo-Europæo resulta ex systema 
de cifras Græco, per tres operatione : 

a) Variatione de signos a f y ... 8, in 123... 9, quod 

es indifferente; 

b) additione fundamentale de symbolo 0, que nos lege per 
vocabulo Arabo « zero >; - 
c) suppressione de Ut  % À 0 0. 

que resulta expresso per 10 20 30 … 100 200... 
ut combinatione de symbolos precedente. (‘) 

Inter duo systema symbolico, illo que contine minore numero 
de symbolos es, in generale, plus perfecto. 

Sed utilitate fundamentale de cifras es facilitate in calculos. 

Archimede, per cifras Greco, post magno labore, calcula 
duo cifra decimale de x. Usu de cifras nostro duce Aryabhata, 
mathematico Indo de anno 500, ad calculo de 4 cifra, et mathe- 
maticos Europeo, in anno 1600 circa, ad calculo de 15 et 32 
cifra decimale de x. (”) 

Rationes de utilitate nunc exposito pro cifras, subsiste pro 
omni systema symbolico. 


(*: Vide Formul. t. 3, p. 76. 
(**) Vide Formul. t. 5, p. 255; cifras suecessivo es caleulato per evo 


lutione in serie. 


VI PRÆFATIONE 


Signos +, — (a. 1500), x (a. 1600), = (a. 1550), > (a. 1650), 
e, x (a. 1700), Z, I (a. 1800), constitue calculo algebrico, et nos 
non pote concipe Algebra sine signos pracedente. 

In realitate, magno parte de Algebra elementare es scripto 
in libros VII, VIII, IX, X de Euclide. (*) 

Introductione de symbolos moderno redde libros de Euclide 
multo plus breve, elimina enorme vocabulario, mortuo in Al- 
gebra moderno; redde theorias precedente plus facile, et per- 
mitte constructione de numeroso novo theoria. 

Algebra moderno exprime ideas et in symbolos, et in lingua 
commune. Si nos fixa correspondentia univoco inter symbolos 
et vocabulos, per ex., si nos lege singulo symbolo 


2 + 3 == 5 (1) 
per duo plus tres equa quinque (2), 


tunc propositione symbolico (1) pote es lecto per (2). Vocabulos 
(2) es symbolos phonetico equivalente ad symbolos graphico (1). 

Sed, in tractatos commune, systema de vocabulos es multo 
plus numeroso que systema de symbolos. Introducto p. ex., 
signos + (plus), et x (multiplicato per), Algebra habe constructo 
nullo symbolo speciale pro « summa, additione, termine, pro- 
ducto, factore, coefficiente... », et alio vocabulo, que in aliquo 
tractato es multo numeroso et inutile. Suppressione de isto yo- 
cabulos supprime in idem tempore definitione de illos et obscu- 
ritate in definitione. Libro fi plus facile et plus præciso. 

Non solo plure vocabulo adoptato in tractatos responde ad 
nullo symbolo, sed sæpe non pote es repræsentato per symbolo, 
nam vocabulo repræsenta nullo ente reale. Per ex. post defi- 
nitiones conveniente, resulta 2,3 = 4/6. Nunc 2/3 es fractione 
irreductibile, 4/6 es reductibile; ergo expressione « fractione 
irreductibile » habe forma de classe de fractiones, sed non es 
classe de fractiones, nam non satisfac proprietate fundamentale 
de æqualitate (Formul. p. 8, p. 16). 


Libtos VII. VIII, IX de Euélide es tradueto in svmbholos in KdM. 
t. lp. 10, et libro A in €, 2 p. i: et es transcripto in præsente Formul., 


în puuvo linea. Vide, in Bibliographia, citatione de Enclide relativo ad 
pag. 40-12], 











PRÆFATIONE VII 


Nos habe 243 = 5; primo membro es binomio, secundo es 
monomio; ergo isto vocabulos indica pseudorentes. | 

Nos habe 2° = 4’, exponente in primo membro es 4, in se- 
cundo es 2, ergo vocabulo « exponente » non indica ente reale. 
In generale, vocabulos relativo ad proprietates formale non 
pote es transformato in symbolos. i 

Si lingua commune, pro repræsentatione de symbolos, habe 
vocabulos in excessu, sæpe defice vocabulo proprio. 

P. ex., symbolos graphico D (Cauchy), S (Leibniz), ‘et sym- 
bolos phonetico correspondente < derivata, integrale », habe 
forma de literas de alphabeto, et de vocabulos de lingua com- 
mune; sed habe valore ideologico respondente in modo exacto 
ad nullo vocabulo de lingua vulgare; valore de vocabulos ma- 
thematico, « derivata, integrale », non resulta ex etymologia, 
sed ex definitione scripto in libros de Calculo. 


In anno 1800 circa incipe constructione de Calculo geome- 
trico, hodie satis diffuso in libros de theoria et de applicationes, 
et si non omni libro adopta illo. (*) Si nos considera ut sym- 
bolos, vocabulos « recta, plano, sphæra, cylindro... » et innumero 
alio de Geometria antiquo et moderno, nos non construe Cal- 
culo geometrico. Illo resulta per introductione de novo ente, 
hodie vocato « vectore », que responde in modo exacto ad nullo 
vocabulo de Geometria precedente, et que redde non necessario 
et sæpe inutile toto nomenclatura de Geometria. 

Theoria de vectores exige nullo studio anteriore de Geome- 
tria, ut usu de cifras moderno non exige studio anteriore de 
cifras græco. 

Hodie existe aliquo varietate in notationes et in nomenclatura 
de Calculo geometrico, ut jam in calculo algebrico. Ratione 
principale es in differente systema de operationes considerato. 

Per ex. existe plure operatione distributivo super vectores, 
et omni pote es vocato producto, distincto per nomen « interno, 
alterno, quaternione... ». Ratione secundario es que plure Au- 
ctore puta licito introductione de symbolo novo, sine studio de 


(*) Vide Formul. pag. 167. 





VIII PRAFATIONE 


notationes jam vigente. Diffusione de studio comparativo de 
notationes parallelo es facturo uniformitate. (*) 

Ultimo in tempore, et non minus interessante de præcedentes, 
es Calculo logico. Incepto ab LEIBNIZ, (**) et secuto per BOOLE, 
SCHRÔDER, et plure alio, Calculo logico stude proprietates de 
ideas repræsentato in Formulario per signos nu = = _—).. 

Ad theoria precedente me adde distinctione inter svmbolos &, 
pro propositione individuale, et _), pro propositione universale, 
distinctione jam facto ab Logicos scholastico, et non ab Auc- 
tores de Algebra de Logica. Me supprime numeroso symbolo 
de nullo aut pauco utilitate, et da forma commodo ad symbolos 
que remane. 

Combinatione de signos de Logica-Mathematica cum signos 
plus diffuso de Arithmetica, Algebra, Calculo infinitesimale, 
Calculo geometrico, da expressione symbolico completo de omni 
theoria de Mathematica. 

Me habe reducto in syvmbolos aliquo theoria in: 

Arithinetices principia, nova methodo erposita, Torino a. 1889. 

Principii di (reometria, logicamente esposti, Torino a. 1889. 

Plure Auctore, in Revista de Matheinatica, a. 1891 et sequen- 
tes, applica idem methodo ad analysi de vario theoria. 

Tunc me publica Formulario Mathenatico, que es collectione 
de propositiones, expresso per solo symbolos. 

Introductione, Notations de Logique mathématique, a. 1894, 
contine formulas de Logica-Mathematica. 

Formulaire Mathématique, tome I, a. 1895, es composito in 
collaboratione cum professores F. CASTELLANO in Torino (for- 
mulas de Algebra); G. VAILATI in Roma (indicationes historico 
de Logica-Mathematica); C. BURALI-FORTI in Torino (formulas 
de Arithmetica et theoria de magnitudines); G. VIVANTI (theoria 
de classes), R. BETTAZZI (limites), F. GIUDICE (serie), G. FANO 
(numeros algebrico). Tomo II a. 1897-99, III a. 1901, IV a. 1903 
reproduce theorias de Arithmetica, et de Algebra, cum nume- 
roso additione de plure collaboratore, citato in prafatione ad 


1#) Vide C. Burali-Forti e R. Marcolongo, ler unificazione delle 
notazioni rettoriali. Palermo R. a. 1907-05. 
(FF. Vide Formul. t. 5, p. 16, et in modo speciale t. 3. 
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tomo IV, et reduce in symbolos Geometria, et elementos de 
Calculo infinitesimale. Me mentiona in modo speciale labore 
de D.r G. Vacca, in Sina, et de Prof. A. PADOA, in Cagliari. 

Symbolos de logica produce brevitate. Formulario, post plure 
propositione scripto per svmbolos, reproduce forma originale. 
Vide pag. 40, 41, 42, 54, 58, 59, 112, 122, 124, 174, 175, 215, 
224, 220... 

Resulta que scriptura in svmbolos es circa decem vice plus 
breve que scriptura per lingua commune. Publicatione in lingua 
vulgare de Formulario amplo ut presente, es in praxi quasi 
impossibile, ut publicatione de tabula de logarithmos in lingua 
commune, aut in cifras Romano. 

Systema de svmbolos logico es multo minus numeroso que 
systema de vocabulos æquivalente in lingua commune. Sym- 
bolos = _) € { exprime ideas « es, habe, omni, aliquo, nullo, 
si, tunc, existe, coexiste, compatibile, independente, possibile, 
necessario, sufficiente, vero, falso, contrario, contradictorio, dato, 
fixo, determinato, arbitrario, constante, variabile, @quale, di- 
verso, æqualitate, æquatione, identitate, generale, particulare, 
universale, pertine, contine... ». (*) 

Si ad omni symbolo de Logica responde in lingua commune 
plure expressione approximato, viceversa non existe vocabulo 
cum valore exacto de symbolo. 

Ita vocabulo « es » responde ad svmbolos €, =, _), : 

(€ è un numero primo) = (7 € Np\. 

(13 è Za somma di due quadrati) = (13 e N'+N"). 

(Ogni multiplo di 4 è 7 multiplo di 2) = (Tufti i multipli 

di 4 sono multipli di 2) = (4N, ) 2N,). 
(13 è la somma di 4 e 9) = (13 =4 +9, 
(I multipli comuni a 4 e a 6 sono i multipli di 12) = 
(IN, n6N, = 12N,). 

(Sonri quadrati somme di due quadrati) = {4 N/P(Nf+Nj). 

Vocabulo «et » habe valore de n aut de : p 

(I numeri multipli di 4 e multipli di 6 sono multipli di 12) 

= (4N, 0 6N, ) 12N,)). 


(#: Vide RAM. t. 7, pag. 160-172. 
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(I multipli di 4 e i multipli di 6 sono multipli di 2) = 
(AN, w6N, _) 2N)). 
Vocabulo « existe » responde ad X aut ad €. (Vide pag. 341). 


In generale, valore de symbolos de Mathematica non es dato 
per lingua commune; illo resulta ex definitiones nominale, aut 
ex systema de propositiones primitivo. 

Sed utilitate fundamentale de symbolos de Logica es in rigore 
et praecisione. Nam illos reduce ratiocinio ad calculo algebrico 
et multo plus simplice. LEIBNIZ dice : 

< Itaque profertur hic calculus quidam novus et mirificus, 
« qui in omnibus nostris ratiocinationibus locum habet, et qui 
« non minus accurate procedit quam Arithmetica aut Algebra. 
« (Quo adhibito semper terminari possunt controversiæ quantum 
« ex datis eas determinari possibile est, manu tantum ad ca- 
« lamum admoto, ut sufficiat duos disputantes omissis verborum 
« concertationibus sibi invicem dicere: calculemus, ita cnim 
« perinde ac si duo Arithmetici disputarent de quodam calculi 
« errore ». TT 

Juxta opinione universale, Mathematica excelle inter scientias, 
pro exactitudine et veritate absoluto de propositiones. Ita pro- 
positiones : 2+t3—=9, 33H17 > x > 3+10 71, … 
dato valore de singulo svmbolo, es vero in modo absoluto; non 
existe plus vero et minus vero. Propositiones precedente es 
Jam expresso in symbolos. 

In propositiones hodie scripto in parte aut toto, per lingua 
commune, sæpe vocabulos habe valore de symbolos. Tunc re- 
ductione totale in symbolos non es difficile. Ideographia redde 
evidente, in modo mechanico, que definitiones es justo, que 
demonstrationes es rigoroso. 

Per exemplo, es regula fundamentale pro definitiones, que 
symbolo que nos defini, debe es expresso per srmbolos priæ- 
cedente. Tunc, si nos considera per ex. definitione de numero 
primo, pag. 58, nos vide illo expresso per = 1 + X N, 
signos introducto in pag. 10 29 29 52 31, 
ubi plure-inter ce signos es definito per signos privcedente, 
et ita porro, usque ad decompositione in ideas primitivo, de- 
terminato per propositiones primitivo. 





PRÆFATIONE XI 


In punctos obscuro et incerto, introductione de symbolos es 
impossibile, ante quam nos habe eliminato omni obscuritate 
et dubio. 

Punctos obscuro, in libros commune, non es raro. In gene- 
rale, qugestiones tractato in modo differente ab differente Auc- 
tores, non habe stabilitate et claritudine perfecto. 

In Arithmetica et Algebra, ipso introductione de numeros 
naturale, negativo, fracto, irrationale, imaginario, es, in plure 
libro, obscuro. Nos vide definitiones, ubi vocabulo noto es ex- 
plicato per vocabulos minus noto. Es dato ut definitione, pro- 
positione in se contradictorio; etc. (*) = 

In Geometria, objectos primo « puncto, linea, superficie, recta, 
plano » es saepe definito per vocabulos minus claro. Analysi 
de principios de Geometria, enumeratione de ideas non defi- 
nibile, et de propositiones non demonstrabile, es facto, et ne 
pote es facto, que per ideographia. (**) 

Historia de Calculo infinitesimale, scientia mirabile in theoria 
et in applicationes, contine numeroso cxemplo de definitiones 
non preciso, de demostrationes incompleto. 

EULERO, in Znlroductho in analysin infiniloruin, a. 1748, et 
in alio libros, institue Calculo super ideas de infinitesimo et de 
limite. 

Definitiones de Eulero non satisfac LAGRANGE, que publica 
Théorie des fonclions analytiques, a. 1813, ubi principios es 
« dégagés de toute considération d'infiniment petits, d’éva- 
nouissans, de limites », et funda theoria super Algebra de serie. 

Tunc CAUCHY in libro de a. 1821, dice: « Les raisons de 
cette espece s’accordent peu avec l’ exactitude si vantée des 
sciences mathématiques », et affer magno rigore in thcoria de 
series. 

(fi Vide Rd. t. 8, p. 85, ete. Plure theoria exacto jam es dato ab dit- 


ferente Auctores citato in Formulario. Tune ideographia es utile per di- 
stinctione de tractatione exacto ab inexacto. 


(#*: M. Pieri. Della Geometria elementare, come sistema ipotetico dedut- 
tiro, Mem. Ac. Torino, a. 1898-99, t. 49, p. 173, reduce ideas non definito 
in Geometria ad duo: puncto et motu. Omni reductione facto ante et post 
scripto de Prof. Pieri, contine numero excessivo de ideas non definito. 
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Sed ABEL in a. 1826 (Œuvres p. 219) dice: « Si l’on fait subir 
au raisonnement dont on se sert en général quand il s’agit 
des séries infinies, un examen plus exact, on trouvera qu'il 
est, à tout prendre, peu satisfaisant ». 

Et ita porro. 

Sed rigore non pròcede per gradu, usque ad infinito. Libros 
de uno generatione non destrue, sed completa, libros de gene- 
ratione precedente. Solutione de aliquo puncto obscuro non es 
dato per magno libro, sed per aliquo novo combinatione de 
ideas noto. 

Definitione rigoroso de vocabulo /imife (et æquivalentes, 
infinitesimo, eranescente...) id es, suo expressione per solo ideas 
de algebra elementare, es dato in anno 1871 circa (vide pag. 
232). Principios de Calculo infinitesimale accipe forma stabile 
per opere de WEIERSTRASS, G. CANTOR, DINI, DARBOUX, et plure 
alio. Introductione de ideographia non duce ad novitates multo 
importante. Propositiones fi plus facile et plus claro ; conditiones 
non necessario es suppresso; hvpothesi tacito et necessario, 
debe es scripto in modo explicito. 

Tamen me cita aliquo resultatu. 

Idea de linite, secundo libros moderno, indicato in Formulario 
per symbolo « lim », es plus restrictivo que idea de limite, 
secundo Cauchy, indicato per svmbolo « Lm », que occurre in 
plure quæstione (vide p. 211, 214, 215, 224, ...). 

Necessitate de convergentia de omni serie, que occurre in 
calculo, es nimis restrictivo. Serie de Taylor pote es conside- 
rato ut serie asymptotico (p. 298, 303). 

Definitione de integrale non exige consideratione de « limite 
de functione » (srmbolo: lim), sed solo de « limite supero de 
classe » (svmbolo: l’; vide p. 339). 

Idem, pro arcu de curva (p. 370). 

Demonstratione de integrabilitate de i equationes differentiale 
(p. 416), non pote, in praxi, es dato in modo completo per lingua 
commune. Etc. 


In puro campo de logica, ideographia duce ad regulas pro 
definitiones in Mathematica; ad analvsi in formas simplice de 
ratiocinios mathematico, que non es reductibile ad solo syllo- 








PREFATIONE XIII 


gismo; ad studio de indipendentia de aliquo systema de pro- 
positiones primitivo. 


Prasente editione, vel tomo V de Formulario, contine, in 
parte I, Logica-Mathematica, reducto ad symbolos, et ad regulas 
de ratiocinio, que occurre in theorias sequente. 

Ergo tomo V es intelligibile sine auxilio de tomos pr:ecedente. 
Theoria plus amplo de Logica-Mathematica es in tomos II et III 

Arithmetica (parte II), et Algebra (parte III), habe pauco 
explicatione in lingua commune. Expositione plus diffuso es in 
meo libro: 

Arilmetica generale e Algebra elementare. Torino, Paravia, 
a. 1902. 

Calculo differentiale et integrale, in parte elementare, nunc 
es exposito in modo satis completo. 

D.r PAGLIERO adde « Theoria de curvas » (p. 389-407). 

Formulario contine historia de omni symbolo, formas que 
illo habe apud differente auctores, et in diverso tempore, et 
rationes historico et logico pro symbolo adoptato. | 

De omni propositione importante es scripto historia. Biblio- 
graphia, composito per D.r VACCA, tomo IV de Formulario, et 
posito in correspondentia cum tomo V per D.r PAGLIERO, es 
compendio breve, sed preciso, de historia de Mathematica. 

Formulario, satis completo pro mathematica de seculos præ- 
terito, es multo incompleto pro auctores moderno et vivente. 
Nam reductione in symbolos de aliquo theoria exige analysi 
de omni idea, enunciatione de omni hypotesi, quod es longo et 
sæpe difficile. Plure theoria moderno non es satis rigoroso. | 


Formulario non contine omni propositione jam reducto in 
symbolos; existe numeroso alio applicatione de Logica-Mathe- 
matica ad differente quæstiones, per plure Auctore, que adopta 
symbolos, vel methodos de Logica-Mathematica. Nam symbolos 
graphico es utile, quasi necessario in longo theoria; sed pote 
es expresso per symbolos phonetico, putato plus commodo ad 
publico profano. 

Lectore pote stude progressu de Logica - Mathematica, in 
scriptos infra citato : 


XIV PRÆFATIONE 


Bibliographia de Logica-Mathematica post anno 1900. 


RdM. t. 7, p. 3-5, contine bibliographia de 67 scriptos, ante anno 1900. 
* indica que propositiones es scripto in ideographia. 


Max. Bôcher, The fundamental conceptions and methods of mathematics, 
AmericanB. a. 1904, t. 11 p. 115-135. 


C. Burali-Forti, Sur les différentes méthodes logiques pour la définition 
du nombre réel, Congrès intern. de Phil., Paris, a. 1900, p. 289-307. 

— Sur l'égalité, et sur l'introduction des éléments dérivés dans la science, 
Enseign. math., a. 1901, p. 246-261. | 

— *Teoria generale delle grandezze e dei numeri, TorinoA. a. 1904. 


S. Catania, Trattato di aritmetica ed algebra, Catania, 2.a ed., 1908. 
— Aritmetica razionale, Catania, a. 1908. 


M. Cipolla, *Theoria de congruentias intra numeros integro, RAM. a.1905. 
— *Specimen de calculo arithmetico integrale, RAM. a.1908. 


L. Couturat, *Les principes des mathématiques. RMM., a. 1904-05. 

— Sur l’utilité de la logique algorithmique. Comptes rendus II Congrès 
intern. de philos., Genève, a. 1904. 

— L'Algèbre de la logique. Paris, a. 1905. 

— *Les définitions mathématiques. Enseign. math., p. 27, a. 1905. 

— *Définitions et démonstrations mathématiques. Enseign. math., a. 1905. 

— La philosophie des mathématiques de Kant. RMM. 

— Pour la logistique. RMM., a. 1906. 


E. Huntington, À complete set of postulates for the theory of absolute 
continuous magnitude, AmericanT. a. 1902, t.3 p. 264-184. 

— Two definitions of an Abelian group by independent postulates, id. 1903. 

— Complete sets of postulates for the theory of real quantities, id. 1903. 

— Set of independent postulates for the algebra of logic, Americ.T. a.1904. 

— *A set of postulates for the real algebra ..., id. 1905. 

— Note on the definitions of abstract groups ..., id. 1905. 

— A set of postulates for ordinary complex algebra, id. 1905. 

— The continuum as a type of order ..., Ann. of M. a. 1905. 

— The fundamental laws of addition and multiplication in elementary 
algebra, id. a. 1906. 

— et plure alio. 


P.H.Jourdain, *De infinito in mathematica. RAM., t. 8, p. 121, a. 1905. 


E. H. Moore, On the projective axioms of geometry. AmericanT., a. 1902. 
— *On a form of general analysis with application to differential and in- 
tegral equations, IV congr. intern. mat., Roma 1908. 
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A. Padoa, Fssai d'une théorie algébrique des nombres entiers... Congrès 
international de philosophie, Paris, a. 1900, p. 309-365. 
— Un nuevo sistema de definiciones para la geometria Euclidea, a. 1900. 
— *Numeri interi relativi, RAM. t. 7, p. 73, a. 1901. 
— *Théorie des nombres entiers absolus. RAM. t. 8 p. 45 a. 1902. 
— Ze problème N. 2 de M. David Hilbert. Enseign. math., a. 1903. 
— Un nuovo sistema di definizioni per la geometria euclidea. LazzeriP. 1903. 
— *Che cos'è una relazione? TorinoA., a. 1906. 
— *Ideografia logica, Ateneo Veneto, a. 1906. 
G. Pagliero, *Applicationes de calculo infinitesimale, 
Torino, Paravia, 1907. 


G. Peano, Les définitions mathématiques, Congrès de phil., Paris 1900. 

— Definicie w matematyce, Prz. Krvgowski, Warszawa 1902. 

— *La geometria basata sulle idee di punto e di distanza, TorinoA. 1902. 

— *Aritmetica generale e algebra elementare, Torino, Paravia 1902. 

— *Sulle differenze finite, Roma Lincei, 1907. 

— *Super theorema de Cantor-Bernstein, RAM. t.8, a. 1906. 

M. Pieri, Sur la géométrie envisagée comme un système purement logique. 
Congrès intern. de philos., p. 367-404, Paris, a. 1900. 

— La geometria delle rette. TorinoA., a. 1901. 

— Circa il teorema fondamentale di sStaudt. TorinoA., a. 1904. 

— Nuovi principii di geometria projettiva complessa. TorinoM., a. 1905. 

— Breve aggiunta ..., TorinoA., a. 1905. 

— *Sur la compatibilité des axiomes de l’arithmétique. RMM. a. 1906. 

— *Sopra una definizione aritmetica degli irrazionali. Accad. Gioenia di 
Catania, a. 1906. 

— Uno sguardo al nuoro indirizzo logico-matematico delle scienze deduttive. 
Discorso letto inaugurandosi l’anno accademico 1906-07 nella R. Uni- 
versità di Catania. 


B. Russell, “Sur la logique des relations... RAM. t. 7, p. 115, a. 1901. 
— *Théorie générale des séries bien ordonnées. RAM. t. 8, p. 12, a. 1902. 
The principles of mathematics. Cambridge, a. 1903. 


O. Veblen, A system of axioms for geometry. AmericanT., a. 1904. 

— The foundations of geometry. The popular science monthly, a. 1906. 

A. N. Whitehead, Memoir on the Algebra of symbolic Logic, Am.J. t. 
23, pag. 139, 297, a. 1901. 

— *On cardinal numbers, Am.J. t. 24, p. 307, a. 1908. 

— *The logic of relations, logical substitution groups, and cardinal num- 
bers, Am.J. t. 25, p. 157, a. 1903. 

— “On mathematical concepts of the material world. 
LondonT., t. 205, p. 465-525, a. 1906. 

— The axioms of projective geometry. Cambridge, a. 1906. 

— The axioms of descriptice geometry. Cambridge, a. 1907. 

Wilson, The foundations of mathematics. AmericanB., p. 74, a. 1904. 
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e ———_——_—_/7_—_—_—__.;—_—-' _ | ee —…" —"_—_—…__——…—— 


Præsente tomo de Formulario, de principale vocabulos ma- 
thematico, da extensione in linguas moderno, et etymologia, 
id es, suo origine, que in generale es in Latino-Græco, aut in 
Indo-Europæo ; es dato analysi de vocabulos composito. 

Resulta que vocabulos de Mathematica, et in generale, de 
omni scientia, es internationale, vel commune ad linguas de 
Europa, ab Italo ad Anglo, ab Hispano ad Russo. | 

Notas et explicationes, in editiones præcedente scripto in 
Latino scholastico, in Italo, et in Franco, nunc es scripto in 
Latino sine flexione. Omni elemento es Latino. Vocabulos es 
reducto ad thema. Non existe grammatica. Vide RdM. t.8 p.14. 

Omni vocabulo adoptato in Formulario es commune ad Anglo 
Franco Hispano et Italo, excepto circa 10 vocabulo, que es 
minus internationale. Sæpe vocabulo es Germano et Russo. 

Latino sine flerxione, non solo es hodie plus intellecto que 
omni lingua nationale, sed, sine vinculo de grammatica, habe 
majore libertate pro elige forma plus preciso. 

Pro scribe in Latino sine fleæione, et in omni systema intel- 
ligibile sine studio, nos debe cognosce vocabulario internatio- 
nale. Vocabulario plus commodo es : 

HEMME, Das lateinische Sprachmaterial ine Wortschatze der 
deutschen, fransüsischen und englischen Sprache, 1904. 

. Me spera de publica, inter pauco tempore, studio plus amplo 
de isto interessante problema. 


Torino, Junio 1908. 


G. PEANO. 








TABUL: 


Numero indica pagina 


Signos de forma speciale. 
equa >». 3*.... 
tunc ». 3% 4# 
5." O[] 3 … 
53 0% 6* 
: 19 136 143 
74 77* 135 139 
nuet» 3% 4% .…. 
vc aut» 10% 33 36-39 42 515 
136 140 142 ... 
- « non » 10* 27 31 37-43 140 
A < nihil » 12* 46 116 135 143 
| 15* 77* 120... 211... 280... 
012... X 27* 29 
+ « plus » 27* 29* 84* 96* 10 
135* 144* 149* 168* 169* 18 
— « minus » 44* 100* 165* 
+ 112 
X 32% 84% 96* 106* 136* 172* 
[| « diviso » 45% 97% 149* 185 
N « elevato » 34* 108* 136* 
> = 37* 92* 98* 110 128 135* 
! « factoriale » 52* 61 260 358 
() « produeto logico » 82* 211 < 
U <« summa >» » 82% 872, 
+ « intervallo » 38* 46 120 12 
77 7 118* 179* 289 344 
co « infinito » 106* 115 141 214 
| « radice » 108* 153* 257 282 
\# =» generico 153* 257 
-1 « functione inverso » 81* 28 


€ 
« 


Literas Graeco. 


a « producto alterno » 188* 32 
818 381 383 385 

B < mantissa » 103* 219 352 

y 408 

A « differentia » 180* 134 275* 

d p « classe derivata » 141* 2: 
238 831 373 





XVHI 


compionente 180* 451 

const ante. functione: 216% 289 

continuo, functione: 238* 279 347 

cont, conty conty 45% 

cosxinu; 1%3* 250%. V. sin. 

cresicente, functione 216% 259 346 

curvatura 318* 450 451 

Cx « numero complexo : 144* 
235 238 284 312 409 439 

D erivata) 215% 284* 296% 305* 330” 
334# 348 414 416 135 448 

decriescente, functione: 216% 

Dg < derivata generale | 414 

d, distiantia) 176* 179 334 

dt « denominatore + 103* 129 271 

Die t'e)rin'inanter 146% 150 258 293 
305 323 327 442 452 

D(vr) « maximo divisore commune » 
54* 57 93* 100% 104 111* 127 
129 148 

e ‘numero de Neper » 241% 268 
272 282 297 322 3508 394 434 

102* 115 119 127 352 

12* 36 58 11 139 214 

142* 331 

13% 117 120 


E «entier » 
MA ‘existe » 
ex terno, classe) 
f < præfunctione > 
128 130 211 539 
3 - post-functione » 73 
F « functione definito » 
144 146 148 275 442 


195 82 136 


Fe « fractio continuo » 270% 
grad u  5309* 366 
H'omographia) 452% 
Homotihetia) 183% 331 444 


i <unitate imaginario » 152% 

I «indice » 198# 200% 269 314 454 

idem 75* 416 

imag « coefficiente de i» 152* 250 
261 

Imag « parte imaginario » 186* 317 

in(terno, classe) 142* 286 331 441 

infn « transfinito.» 136 

integ:ro, funetio. 308* 366 

Interp'olante, functio) 306* 327 

Intier)viallo; 142% 282 328 339 


SYMBOLOS 


151% 249 453 
152€ 186% 
105% 116 213 


Invar{iante 

K « conjugato > 

l limite supero » 
339 314% 

I, «limite infero » 105% 

Lm «limes» 211% 219 224 
302 331 413* 

limfite» 214% 232% 237* 215 
296 330 436 

lineare, functio: 148% 330 452 

Log arithmo 119% 291 298 

log (naturale) 242% 245 261% 283 
292 353 362 390 394 

log* 261 

Long itudo; 

long 369 

max(imo 46% 286 299 335 

Medtio, classe: 133% 145* 312 347 
415 442 

mintimo, +7% 120* 340 361 

mlt, m « min. multiplo commune » 
53* 100 104 129 148 

modulo), mo 94* 114 145* 119% 
152 176* 277 352 360 370 

Motor 1#2* 270 

mp 63% 127 129 

No «numero» 27% 156% ... 

Ni » naturale » 3T* … 

n » relativo »  83* ... 

Np < numero primo» 958% 93 127 
219 226 249 

nt - numeratore » 103* 127 132 271 

num(ero der 46% 52 127 

Num 139% 141 226 373 376 

O(scillatione de funcetione) 374* 441 

ord(ine de numero: 51* 103 119 123 


230* 237 


294 


142% 339 372* 313 371 


p, put «<puneto» 169% ... 

Pa Pa 180 

pè pî pt 190 

planio: 180% 199* 237 315 332 


314* 323 
315% 323 


plan N'ormale) 
planO seulatore 
positionne 200 
probrabilitate" 
projiectione, 


143 
180* 314 





SYMBOLOS 





Quantitate positivo) 106* ... 

Q= QUv10 

q(uantitate) 112* ... 

q' « numero imaginario » 
250 285 

quot(o) 48* 102 

Rationale positivo) 95* ... 

r(ationale relativo) 100* ... 

Re « radio de curvatura » 316* 390 

rep « funetio reciproco » 75* 82 225 

real(e, parte) 152* 186* 250 

recta 180* 199* 237 313 

rectaT\angente) 313* 321 332 389 

rectaN(ormale principale 316* 322 

rectaB inormale) 316* 

rest(o) 


152* 236 


49* 103 123 
S S’S, « integrale » 341* 348* 354* 


374* 429-138 439* 443* 451 
ss, 339% 
S(u)bistitutione) 150* 152 


XIX 


= -- = —— ———tr rr  — _———+———_ 


sgn «signo » 94* 146* 219 352 361 

simiile, funetio) 75* 82 

sin(u) 183* 199* 250* 265 285 291 
326 398-365 391 396 434 

sin-1 261* 361 

Subst(itutione) 148* 179 249 327 

Sym(metria) 181* 270 

T(angente, vectore) 316*-319 

Tangiente, figura) 331* 335 450 : 

tang(ente, functione) 253* 285 360 

tang-1 261* 285 293 297 353 

Transi(atione) 181* 270 

Uinitate) 179* 183 186* 334 

unit(ate complexo) 145 

v(ectore; 168-208 237 284 312-326 
331-336 370-407 443-447 450-459 

v? v3 188* 189* 193* 

Variabl(ilitate) 80* 186 275 

Volumien) 379*-386 444 


Indice alphabetico, et abbreviationes. 


e indica efymologia de vocabulo. Vide Tabula de signos, et For m. t.4 p.398. 


a. = anno 
absoluto = mod, À 156e 185 


abstractione (definitione per) 15 
acceleratione 3lle 
acuto (angulo) 208e 
acvelico 458 
additione 66e 
æquatione 19e 
» de primo gradu 101 
> >» 2.0 » 112 113 
> >» 3.0 » 114 262 


» characteristico 151 327 

» differentiale 323 416 

» >» lineare 323 326 327 431 432 
algebra 14e 


alterno (producto: 188 208e 
angulo 206e 264 
apparente (litera) 7 216 231 
approximatione 290 


arcu = Arc, arc 3706 


area Site 
argumento 261 
arithmetica 65e 
assoc(iativo) 6 11 21e 30 33 170 193 
asvmptoto 393e 
asteroide 402e 
axi 316e 
barycentro 171 203e 446 
basi 34 68e 
binomio 125 226 
binormale 316 319 
calculo, Vide : differentiale, integrale 
cardioide 400 403 405e 
catenaria 395c 398 
caustica 403 
centro de gravitate 203e 446 
» curvatura 316 
characteristica 159e 196 
chorda 205e 370 
cifra 29 51 66e 





XX 


cissoide 405e 
classe 4 20e 
» clauso, condensato, perfecto 160e 


cochleoide 400€ 
combinatione 52 127 


comm(utativo) 6 10 11 21e 30 32 
98 108 121 140 170 172 193 217 
233 246 364 438 

complexo (numero) = Cx 16le 

componente 20äe 

conchoide 406€ 

condensato 160 287 296 

conjugato = K 162e 

cono 208e 382 447 

continuo 238e 458 

«convergente, serie 22le 228 

convergentia æquabile 234 295 

convexo 145 458 

coordinata 178 184 195 205e 321 
322 332 378 383 359 

correspondentia 73 154e 

curva de luce 397 

curvatura 31660 318 

eycloide 401€ 

cvlindro 207e 382 383 

decrescente, functione 

deductione 19e 

Die fiinitione) 14 23e 

Dfp, detinitione possibile 14 

D(em'onstratione: 15 24e 

denominatore 103 157e 

derivata = è, D 159e 275 

determinante = Dtrm 161e 

differentia = —, 4 70e 

differentiale 278e 343 
» exacto 459 

dihedro 206e 265 

directrice 389 

distantia —= dist 203e 

distrib'utivo) 6 9 11 12 21e 32 34 
38 47 53 54 82 94 108 120 140 
170 172 191 218 222 233 269 279 

divergente, serie 221 

divergentia de functione 456 

divisione 70e 


216e 


INDICE 


——_——— ++ ++ ++ — e  _ _  ee_-_< _- 


divisore, maximo commune 54 
eccentricitate de cllipsi 434 
elim(inatione) 12 211 223 230 
ellipsi 327 336 392e 434 
ellipsoide (Wallis a. 1659) 
energia 3lle 336 
epicveloide 403e 
errore, V. approximatione, interpo- 
latione, quadratura. 
evolvente 402e 
existe 12 23e 341 
exponente 34 68e 
exponentiale, funetione 282 
» linea 326 394 
export(atione) 8 
factore 32 68e 
factoriale =! 52 
ficura 377 384 
» tangente 331 
figurato, numero 52 
fluxu 457 
foco 336 389-302 
formula de binomio 125 
» Newton 226 
» Moivre 251 
» Tavlor 299 366 
» quadratura 366 
» Simpson 368 
fortia 196 198 3lle 315 
fractione = R, r, 7 1lôte 
» continuo = Fe 270 
funetione = f, 3, F, Funct 154e 
Geometria 202e 
geodetica 4ble 
gradiente 334 459 
gradu 265 309e 
gravitate 203e 324 446 
helice 407e 
hodographo 3lle 312 
homographia 452 
homothetia 183 204e 331 
hyperbola 393e 
Hv)plothesi) 3 20e 


445 


imaginario = i, q', imag 
import(atione) 8 





inclinatione 276 
indicatrice 319 
indice 6 198 200 208e 
Induct(ione) 27 65e 
infinito = x, infn 158e 
infinitesimo 299 
integro: = N, n, E. 157e 30% 
integrale = S. 342 

» Euleriano 357 

» elliptico 434 

» multiplo 439 

» de linea et superficie 4 
interno = in 

» , producto 172 
interpolatione 297 306e 
intervallo = 7, Intv. 158e 
invariante 151 162e 
inversione 407 
labore 172 456 
emniscata 400 
limace de Pascal 404e 
limes limite = |’, 1,, 4, 4, Lm, 

158e 216e 
lineare, functione 161c 
logarithmo 15e 
» integrale 359 

logica 3 2le 
longore 142 372e 
mantissa 195%e 
massa 171 196 3lle 
majore 37 69e 
maximo 46 54 70e 
medio 133 134 159e 298 434 
minimo 47 53 70e 
minore 36 69e 
minus 44 69e 
modulo 94 156e 
momento 190 192 198 447 
motu 182 204e 324 325 436 
multiplicatione 32 67e 
multiplo, minimo commune | 
nabla 334 
negatione 10 
negativo, numero 83 156e 
normale 180 204e 314 316 
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INDICE 





reale 106 112 152 162e 
reciproco 75 155e 
recta 150 2036 
relativo 83 155e 
residuo quadratico 93 
resto 48 70e 
resultante 169 
rotatione 268 456 
scalare 153 172 186e 453 
segmento 179 205e 
serie 220e. Vide Z. 
signo 9 157e 
simile 75 154e 
sinu 183 199 204e 250 

» hvperbolico 260 283 
sinusoide 396e 
sinusspirale 400 
solenoide 459e 


sphæra 208e 319 331 382 385 
spira 398e 399 
substitutione = !, Subst. 24e 


subtangente, subnormale 5321 322 
subtractione 69e 


summa = +, Z. 67e 
syli(ogismo) 5 20e 
symmetria 181 204e 
t. = tomo 
tangente 253 313e 316-322 331 397 
tetrahedro 190 267 381 
T(he)sji) 3 20e 
torsione 319e 
tractrice 3966 
transfinito, numero 136 
translatione 181 204e 
transp(orta) 10 11 12 
triangulo plano 265 446 

» sphærico 266 445 
trigonometria 265 
unitate = 1, unit, i, U. 
variabile 5 73 80 155e 
variatione 82 335 371 448 
vectore 167 202e 454 
velocitate 269 284e 
volumen 37% 
zero 27 65e 


161e 


Publicationes periodico citato per abbreriatione in Formulario. 


AErud. = Acta Fruditorum, Lipsiae a.1682-1757 

AJ. = American Journal ot Mathematics, Baltimore a.1878... 

AM. = Acta Mathematica, Stockholm a.1882... 

AmericanB. = Bulletin of the American Math. Society, New-York. 
AmericanT. = Transactions of the American Mathematical Society, New- 


York a.1900... 


Amsterdam Ak. = Versl. d. k. Akad. v. W. te Amsterdam 
AnnN. = Nouvelles annales de Mathématiques, Paris, a.1840... 
Annali di Matem. = Annali di Matematica pura ed applicata (Tortolini, ecc). 


Roma a.1845... 


Ann(als) of M(athematics), Harvard University, Cambridge U. S. A. 
BBone. = Bullettino di bibliografia ete., di B. Boncompagni, Roma 


a.1868-87 


BD. = Bulletin des Sciences mathématiques, par Darboux, Paris a.1870... 
BelgiqueM. = Mémoires publiés par l’Académie R. des sciences de Bel- 


gique a.1818... 


BerlinM. = Mémoires de l’Académie de Berlin, a. 1745 ... 


PUBLICATIO 


Berol'inensia) Misc(ellanea) 
BM = Bibliotheca mathematica, pa 
BsF. = Bulletin de la Societé math 
Cambridge Journ = Cambridge Ma 
CorrM. = Correspondance Mathém: 
Petersbourg a.1843. 
CorrN. = Nouvelle correspondance 
CR. = Comptes rendus de l’Acadé: 
DarbouxB = BD. 
Encyklopädie der Mathematischen ' 
Formul(aire mathématique), vide p: 
(rergonne A. = Annales de Mathém 
IdM. = Intermédiaire des Mathém: 
JdM. = Journal de Mathématique: 
JfM. = Journal fiir die reine und 
JP. = Journal de l'École Polytech 
LazzeriP. = Periodico di Matematii 
LinceiR. = Rendiconti della R. Ac 
LondonT. = Philosophical Transacti 
LondonP. = Proceedings of the R. 
LoriaB. = Bollettino di bibliograf : 
MA. = Mathematische Annâälen, I: 
Mathesis, Recueil Math. publié pa 
Mm. = The Messenger of mathem 
MiinchenA. = Abhandlungen der — 
senschaften zu München a.l' 
Monh. = Monatshette für Mathem ; 
NapoliR. = Rendiconti della Acca: 
ParisM. = Mémoires de l’Acad. d' 
ParisSE. = Memoires presentés par | 
de Paris (Savants Etrangers 
PetrC. = Commentarii Academia : 
PetrNC. = Novi Commentarii Aca' | 
PetrA. = Acta Academia Scient! | 
PetrNA. = Nova Acta Ac. Sc. Pi. 
PetrB. = Bulletin de l’Ac. des 
QJ. = Quarterly Journal of Math 


RAM. = Rivista di Matematica, 
= Revue de Mathématiqui 
RMM. = Revue de Métaphysique . 
Torino A. = Atti della R. Accaden 
TorinoM. = Meinorie » 
WarszawaP. = Prace Matematve: | 
ZeuthenT. = Tidsskrifft for Math 
Zm. = Zeitschrift fiir Mathemat 
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I. LOGIC? 


UN 
Ce 


Signo = vale « equa », 
a, D... €, y, 3 indica ob] 
Nos pote seribe primo propos 


1 XX 
Lege: «x aequarx». Numerc 


Signo _) vale « tunc >», 
Puncto . : .. :: etc. 
formula in partes. 


2 XY .). Y—=—T 
Duo puneto divide proposit. 
hypothesi », abbreviato in H 
parte y=x es «thesi», abbrevi: 


Signo n vale « et ». No: 
‘3 L—=Y . Y=S .).: 


bi «si ey, et si y=3, tune ez 
Tres puncto divide propositic 
parte, que forma hypothesi, sig 
Nos conveni, in P'3 ‘lege: | 
pgDr vale ( PI, et pi)gr val 
Signo de aequalitate habe fori 
de Vieta ad Leibniz. Forma =, 
- es hodie commune in Mathema: 
Chuquet, Leibniz, Newt 
partes per linea horizontale sur 
hodie in plure tractato pro indi. 
cum valore actuale, es introduc 
Usu de punctos, indicato per 





S2 Cls € 


Cis significa « classe ». 


Si a es Cls, æea vale «x es a», vel «x es individuo de 
classe a». 


Si a et des classe, a_) vale « omni a es b » vel « b con- 
tine a » vel «si aliquo objecto es a, tunc illo es b ». 


Si a et b es Cls, ab, vel ab, es classe commune ad a et ad bd; 
id es, ab es classe de objecto, que es a et es b. 


In lingua familiare, nomen commune et adjectivo indica classe; « plu- 
rale » saepe indica relatione D): 
« homines sunt mortales » vale « homo 7) mortale ». 
Omni figura de Geometria es classe ; in figura : 
A B C D 
Be AC vale: «B es puncto de segmento AC ». 
BCDAD » «segmento BC continere in AD >». 
AC n BD = BC » « parte commune ad AC et BD es BC ». 


In Arithmetica, nos indica classe plus importante per signos: 
No = numero (integro, positivo aut nullo). 


N, = numero naturale (integro positivo) = No+1 = summa de aliquo 
numero N, cum 1. 

R = numero rationale = N,/N, = ratione de duo numero naturale. 

12 e N,X4 «12 es multiplo de 4». 

25 e N° «25 es numero quadrato». 

NOR «omni numero naturale es rationale ». 

6xXN,D2XxN, «omni multiplo de 6 es numero pari». 

QXN,Mm3IXN, =6XxN, «omni multiplo commune de 2 et de 3 es 


multiplo de 6, et vice-versa». 


Maximo numero de propositiones de Formulario es seripto ope solo signos 
de Logica = ,e, 7, n, combinato cum signos de Arithmetica. Lege p. ex. 
pag. 30, 32, 34, 35, 48, 49, 595, 85-92,... 
Signo e es litera initiale de vocabulo graeco éoti. 
Nos pote indica relatione «d contine a» sub forma «bC a», ubi signo 
(C es initiale de «contine», pauco deformato. Tune si nos inverte duo 
membro, nos verte signo de relatione (ut in Arithmetica a < bd vale d > a), 
La: et nos indica idem relatione per]«a (Cd», lege «a continere in b». 
Signo D occurre in Gergonne, a.1816, Abel t. 1 p.86, et in aliquo 
raro Auctore, et sub alio forma in Leibniz. 





% 11 a:Cls. ) aa 


«Si a es classe, tune omni a es a». 
Nos saepe indica propositiones de Formulario per numero decimale 1:1, 


2-8, ete. Mutatione de numero integro es indicato per signo 3. 


2 ae CIS. }: a,yea.—. cea. yea Df, 


«Si a es classe, tunc x,yea vale rea . yea ». Definitione de «,». 

Bipuncto «:» divide propositione in duo parte; primo parte consta de 
hypothesi et signo de deductione ; secundo parte es aequalitate de logica. 
Primo membro es signo novo x,yea, que nos defini aequale ad secundo 
membro expresso per symbolos noto. 

In modo simile, nos scribe x,y,zea in loco de æ,yea . zea, vel de xea. 


yea . zea. 
Nos conveni, in P:2, que p .Dq et PD. q vale p_.I. q. 
Exemplo: 5,7 e Np «5 et 7 es numero primo». 


‘3 abeCls.xea.a )b .). xeb 
4 ab,ceCis.a Db. be a Ice 


« Si a, b es classe, et si x es a, et si onmi a es b, tune x es db». 

«Si a, b, c indica tres classe, et si omni a es b, et si omni b es c, tune 
omni « es c». 

Propositione ‘3 et ‘4 exprime forma de ratiocinio dicto « syllogismo ». 

Existe analogia intra signo e et D); in vero si in propositione ‘4 nos 
seribe e in loco de primo )), nos habe P'3. 

Existe differentia intra signo e et _); non lice scribe e in loco de se- 
cundo 7) in P‘4. In vero, ex hvpothesi, in latino scholastico : 

« Petrus et Paulus sunt apostoli ; apostoli sunt duodecim » in symbolo : 

« Petro, Paulo e apostolo; apostolo e classe de 12 individuo », 
seque nullo conclusione. 

Relatione ray, intra duo objecto x et y, es dicto fransitivo (de Morgan, 
CambridgeT. a. 1856 t. 6 p. 104), si de xay. yaz seque ras. 

Relatione x>y de arithmetica es transitivo. 

$1 P:3 dice que relatione æ=y es transitivo. 

Syllogismo, sub forma 24, dice que signo D es transitivo. 

Exemplo precedente proba que signo € non es transitivo. 

Existe alio differentia inter signo D) et e. Signo e es commutabile cum 
signo =; signo —) non habc ce proprietate. Signo e es distributivo ad «, 
quod non es vero pro signo DT). Vide $t P2:1 nota, et $5 P3:1 nota. 


Syll 


Aristotele (a.—3837 —321; enuntia svilosismo, S2P1:4, sub forma : 
« Et td A xard navrrds tod D, xai tò B xard navids tod T, 


Gvayxy tò A xara navtòz 108 T xatyyootio0a.. » 

Nota usu de literas variabile in Aristotele. 

Alio forma de svllogismo, et de ratiocinio, considerato ab Aristotele, et 
ab logicos scholastico, non habe applicatione in Mathematica. 








fo 21 apeCls 7). abe CIS 
2 a,beCls ._). anb Da 
+3 apdeCis . 7). ab Db 


ff 31 aCls 0). aa —u 


2 abeCis ._). anb = bru Comm » 
3 a,b,ce CIS ._). (arbre = anne) Assoc n 
‘4 a,bce Cls ._). afbre = (arbre Df 


Operatione 4 intra duo objecto « et d, es dieto «commutativo », si 
arb= bra; et «associativo », si (arb.re=z arbre. 

In Arithmetica, operationes -+ et < es commutativo et associativo. 

P3:2:3 dice que operatione n ecs commutativo et associativo. 

Valore commune de duo membro de aequalitate ‘3 es indicato per arbre, 
sine parenthesi (P*4: per Df ‘definitione’. 

Aliquo theorema super minimo commune multiplo aut maximo commune 
divisore inter plure numero seque de solo P2:1:2:3 de Logica. Vide pag. 
53 $ mlt P1:2:21, 3-2-10-1:3. 


% +1 «beCis ._): a—b —. «a »b.b ja 
«Si a et des Cls, aequalitate a=b vale affirmatione simultaneo de: omni 
a es b, et omni des a». Exprime signo = per 7. 
2 adbeCls 0): a Db =. a=and 
Exprime D) per = cet n. 
‘8 a,beCIs . } ce and =. red N. ED Distrib(£, n) 
‘4 ade Cs (Yi a be =. IDb.a Je Distrib( ),9) 
Nos dice que operatione x es « distributivo » ad operatione y, si 
ax(byc) = :«rby are) Distrib(r,y . 


In Arithmetica, < se distribue ad + i aX(bH-e) = axb+axe. 
P:34 affirma que e et T) es ambo distributivo ad n. 


% 5. | Indice ad siguo DI 
my Vel (x,y) indica systema composito ex duo objecto .r et y. 
X,}/,3 es systema de tres variabile : 


‘0 ay: = (1): Df 
Notatione (.2.:/) es diffuso in Analvsi. Me seribe 2: quando existe periculo 
de ambiguitate cum conventione P1‘2. 





I. Ss? £g CÎ: 


Sip. etg, es propositione que cont 
de literas x, scriptura: 


Pr D} a 


significa « de p, seque, pro omni valol 

Nos tace indice ad _), quando non 

guitate ; id es in tres casu: 
1°. Quando propositione contine t 
tacito ad _) es systema de variabiles i 

Per ex. in P3:1, signo _) hahe indi 

in P3:3 a;b;c. 

2°. Quando illo es signo de deduc 
nosce per maximo numero de punct 
es systema de variabiles in hypothes: 

3°. In fine, nos tace indice ad secui 
de forma p_)g_)r), id es ad signo de 
thesi. Indice tacito es systema de va: 
et non in 7. 

Si a es formula que contine liter: 
variabile reale in a, si valore de a de] 
casu contrario, nos dice que x es app: 

Subsiste principio generale : 

« Variabile que figura ut indice 
signo _) es apparente in toto deducti 


4 a be Cls De. a D =: œeu 


Si a et b es classe, tunc propositio: 
«omni 4a es b» vale deductione: 

« Si x esa, seque pro omni valore | 

Nos « opera per x£€ » quando nos *: 
membro de «_)b. Nos «opera per x: 
formatione inverso. 


Exemplo : Npn(4N 41 

« (Omni numero primo multiplo de 4 plus 1, : 
Nos opera per xe: ce Npa (AN, pl 

« Si x es numero primo de forma 4N,+1, tur : 
Nos distribue e ad n (P4:3): ce NP. 

«Si æ es numero primo, et si æ habe for | 





8 IL $2 & Cls 


2 x=y.=: aeCls. cea. _),. yea 

«Duo objecto x et y es aequale, vel identico inter se, quando, de xea, 
seque yea, pro omni classe arbitrario a». 

In loco de «classe» nos pote lege « proprietate ». Ergo duo objecto es 
identico, si omni proprietate de primo es semper proprietate de secundo. 


"3 apb,ce Cls. i: 
| rea. de: (ced y. (ciy)ec =: mea. (x;y)Eb . Dig. (2) EC 
Import Export 
Si pz es propositione que contine variabile x, et si qQzy et Try es 
propositione cum duo variabile x et y, tunc propositione: «de pz seque, 
pro omni valore de x, que de g7y seque pro omni valore de y, *zy», in 
symbolo Pr a : Qx;y ui Tz;y 
vale propositione: 
«de pr et qry seque, pro omni valore de x et de y, Try», in symbolo 
Pa N Qry dry y 
n Nos «importa hypothesi pr» vel «collige duo hypothesi pr et Qry», 
| quando nos transforma primo propositione in secundo; et nos «exporta 
hypothesi pz » vel «separa hvpothesi px et Qry» quando nos transforma 
secundo enuntiato in primo. 
Pro scribe, per symbolos, toto interessante regula praecedente, nos reduce 
| propositiones pr, Qry, ray ad forma xea, (x;y)ed, (x;y)ec, ubi a, bet c 
es classe. 
| Exemplo. Regula P2:2, applicato ad propositiones, da : 
aeCls . asa (1). xea 
| Signo 9) habe indice tacito a et x (regula 1). Me exporta «eCls: 
aeCls Di cea 1). ea. 


Primo signo ©) porta indice tacito a (regula 2), et secundo signo 2) 
habe indice tacito xv (regula 3). Me supprime in thesi signo xe, per P5’1, 
et me obtine: 

ae Cls 1). aDa 
que es « principio de identitate » P1'1. 

Alio exemplo. Propositione 51, ubi in loco de signo = me scribe 7}, 
per P41, fi: 

a,be Cls DI LL TY i resa TI. Led 
Me collige tres hvpothesi, et habe : 
| a,be Cls . a DD. cea 1). red 
que es P1:3. 
Exemplo ex Arithmetica : 
aeN, . be N+@. ce NiXxb 7). ce N, Xa 

«Si a es numero naturale, et si b es multiplo de a, et c es multiplo de b, 

tune c es multiplo de «». 











FE s2 e Cis S5 2 9 

4 puncto divide propositione in 5 parte; tres primo es propositione inter 
que es tacito signo n; signo _}) porta ut indice tacito systema a, b, c. 

Ce propositione, pro lege de exportatione, es reductibile ad forma: 

aeN, . be NiXa Di ce NiXb LD). ce NiXa . 

«Si a es numero naturale, et si b.es multiplo de a, tune, si numero c 
es multiplo de b, illo es multiplo de a ». 

Bipuncto (:) divide propositione in 2 parte, primo consta de Hp et de 
signo de deductione. Secundo parte es thesi de toto propositione; ce thesi 
es deductione, que habe suo Hp et suo Ths. Primo signo D) habe indice 
tacito a et b, que figura in Hp de toto propositione. Secundo signo 7) 
porta indice tacito c, que existe in Hp de Ths, et non in Hp de proposi- 
tione. Litera c es reale in Hp de Ths ce N, Xb, et in Ths de Thsce N, xa, 
et apparente in Ths de toto propositione. Nos elimina litera apparente c in 
Ths, si nos «opera per c 3»; propositione fi: 

ae N,.beNiXa 2). Nxb I NXa 

«Si a es numero naturale, et si d es multiplo de a, tune omni multiplo 
de d es multiplo de a». 

Exemplo de signo 9) cum indice explicito, in Arithmetica : pag.27 P1:3, 
pag.63 P2:1:2:3, P3:1. 


$3 2 (que) 


Si propositione p, contine variabile 2, tunc «.3(p,) » vale 
< x que p, », vel « x que satisfac ad conditione p, ». 


4 aeCls ._). «c3(cEa) = 

«Objectos 7 que satisfac ad conditione rea forma classe a». 

Ergo operatione x3 et re destrue se mutuo, et es inter se inverso. 
Ita in Arithmetica, ubi operatione es scripto in ordine contrario, 


ab+r—ax =a. 


2 apeCis.). æs(æea .r. ced) = a Distrib(3,") 

«Classe commune ad duo classe a et des classe de x que satisfac ad 
conditione rea et xeb». Exprime signo # inter classe per idem signo -inter 
propositione; et affirma que signo 3 es distributivo ad n, ut suo inverso € 
($2 P5:1\. 

In scriptura X3px , litera x es apparente. 


4 


Exemplo : 
a, be Ni DD). quote, bi = max[No n 03 1 Xb SA] 
«dato duo numero a et b, quoto de à per d es maximo numero x tale que 
x multiplicato per b non supera ar. (pag. 48). 








10 l. S$} 3 St = 


S4 = (non) 
% 1 abeeCis ._): 
‘0 neu .=. LE) : ab = ind) : DD = (20) : -a=b =. (a =d Df 
‘4 et £ CIS 


2 CIBI 7) tt Transp 


«Si omni « es D. tune omni non b es non da». 


3 ab Ie). det Deb Transp 
«Si de ab seque c, de « et non e seque non d ». 
Nos «transporta », quando nos applica regnla ‘2 aut ‘3. 


‘4 {a(t) = 
« Duo negatione forma aitirmatione -. 


3 Ab =. bd 
6 ab Ie =. le Db 


SR 20 rey .=. Al—)) Df 
4 dECls . 7). ADEU) = DE MM = LE ll | Comm(£,=) 


« Negatione de propositioue v'eu vale + es non «>». 
Nos dice que operatione a es commutabile cum operatione d, si 


abs = bar Comm £,=) 
Ergo, operatione e es commutabile cum «. 
P. ex. si nos pone: ignorantei = = :(locto), seque : 
=(Petro es docto) = lPetro «gs docto = Petro se docto = Petro es ignorante. 


Operatione D non es commutabile cum =. P.ex. de «homo D) docto), 
id es « non es vero que omni homo es docto », non seque (homo De docto:, 
id es (homo D) ignorante), « omni homo es ignorante ». 

Exemplo : 

Np = it-N LE N XX |. 

e Numero primo es numero superiore ad 1, non produeto de duo factore 

superiore ad unitate » 
ce, DE. ted I) +0 > 24b 
«Si « et des quantitate differente, tune ... » 


N) v (aut) 


% 1. apoeCls i: | 
‘0 ab = (abc : ade = avibe} ade =. (ab) : a De =. A ue) : 
ade = (Gb NC : dE AUD =. + Ed) Df 


‘1 apeCcls 2 ad ‘3 D) ab 





+ 2. apeeltls y 


1 AZ 
‘2 ad=ba Comm 4 
3 (abc = AC) = NC - ASSOC U 


% 3. abceCls. ). 

‘1 XEG vu. LED .=. GE Mb Distrib(£w) 

2 a )e.b De =. abc 

3 D ja =. ab = | 

Si nos muta vin n. et “Db in 29, in Pl:1:2:3, 21:23, 3-1:2:3 
de praesente $, nos habe propositiones de $S2: P2:1:2:3, 3*1:2:3, 4342 

P3:1 dice que e se distribue ad w. 

Relatione 1) non es distributivo ad w. Nam ex propositione 

No D 2No vw (2N0+1) « Omni numero es pari aut impari», 

non lice deduce: « Omni numero es pari» aut « omni numero es impari». 


% 41 apbceCis.). ab) =abyac Distrib(fu) 
Exprime proprictate distributivo de n ad +. Plure Auctore, per ce ana- 
logia, voca operatione n et w « multiplicatione et additione de logica ». 


3 % 5. apeCis . ). 

1 xX TER vu. rED) = Ab Distrib(3,v) 

2 ab—=xs(ceCls.a )r.b_)e.). rec) Dfp v 

« Classe ab es svstema de omni objecto x tale que, si nos sume classe 
arbitrario c, que contine «a, et que contine d, seque, pro omni classe c, 
que esc». 

Primo membro contine signo vw, et secundo es composito per signos de 
$1-3. Ergo P5:2 es definitione possibile de signo vw. 


- % 6. a,b,r,deCls .). 

1 (ab) =D 

« Negatione de producto logico es summa de negatione de factores ». Es 
analogo ad proprietate de logarithmo. 


2 dd=elle \{al))] Dfpù 


Es alio definitione possibile de signo w per n et =. 


3° «(Med ‘4 (nb = =(eituab)) 

$ deb De =. a) Transp 
‘ti 146 I dd =. det ) du =b Transp 
7 aeb=r3(0€ Cis. a_) be de. EC) Dfp = 


Exemplo de signo +, pag. 39, pag. 59. 





22 LS A 


86 /\ (classe nullo) "x (existe) 


% L0 À —= xs3(ae Cls._ }),. ea) Df À 


A, lege «classe nullo», indica classe de objecto commune ad omni 
classe a. Responde ad 0 de Arithmetica. 
Ergo anb=A repraesenta propositione universale negativo «nullo a es b». 


a,be Cls .7). ‘1 A Da 2 an = À 


3 a =a 4 ab=/\ =. a=/\.d=/ 

5 a=/\ a. b=/.). b=/ 

‘6 dea =/\ 

7 a)b.=.ab=/\ Transp 
* 2. abeCls. ): ‘0 a =. ae=/\ Df'4 

‘01 ab .=. (ab) Df 

« Existe aliquo a» significa «classe a non es nullo». 

4 ea.) qa 2 a)b.qa._) qb 

3 gqad.). qa. qb 

‘4, Had) =. HA nv. HD Distrib(Y,v) 


% 3. a,b,ce Cls DI 


4 (roy)ea IDaey. yedb =: Aa 'iy)ea] Dy. yed 
Elim a 

Si in uno propositione, hypothesi habe duo variabile æ et y, et thesi 
uno variabile solo y, tunc propositione : 

« de Hp seque, pro omni valore de x et de y, Ths», 
es reductibile ad forma: 

«Si existe rm que satisfac ad hypothesi, seque pro omni valare de y, thesi». 

Nos reduce hypothesi ad forma (r,/)ea, et thesi ad forma yeb; tunc regula 
nunc enuntiato sume forma praecedente. 

Nos « elimina x» si nos transforma primo propositione in secundo; in 
hypothesi de secundo propositione litera 2° es apparente, nam praecede 
signo 3. 


2 gr) a] =. 4 78 A r3|(1y)£0] 

‘3° x) yalrea. (2:y)eb]i = r3)rea .q y3[(1:)£0]| 

‘4 HAS) A beya(my)eci =. qb ya ram) £c]( 
A (ty) (ue. yEb) =. qa. qb 


ed 


M 10 ex = ys(y—2x) Df< 
"O1 ye tr.=. yelix) : aDix .=. 4 Xi) : azia.Z=z. a=(1x) Df 
À YEUX =. Yy—X [ Dfr . Oper ye .D. P] 
‘2 aeCls ._}): ga .=. a ja 
‘3 aeCls . }: x,yea —=.1œ@uty ja 
‘4 aeCls ._). -a = x3(xna = N) Dfp= 


ic, lege «aequale ad x», es classe composito de omni y, que satisfac 
ad conditione y=x. Id es, x indica classe continente solo objecto x. Signo t 
es initiale de vocabulo é00c. 

Si in Df de «, P:0, nos opera per ye, id es, si nos scribe ye ante duo 
membro de aequalitate, et si nos mene que ye et y3 destrue inter se, re- 
sulta (P:1) que e: vale signo =. 

Vide exemplos de signo sin pag. 31. 

qnaes(e°-3r+2=0) = (12 
«radices reale de aequatione scripto es 1 et 2». Nos opera per xe, et 
distribue e ad n et distribue € ad vu: 
xeq . L—Br +20 .=. œeil dv. 202, 
unde, per Df :: 
req . X°—3x+2—=0 =. 2x1 uv. e22. 


% 2 aeCls.qa:xt,yEa. Day. e=Yy :_):: 
0  2=74 =. A= 13 Df? 


4 beCls . )…. a €b =: a=ix._) ced =: 
A ae(a= tx. ced) =: à arb =: a_b Dfp 


‘è 10€E4 ‘3 (1a) =a ‘4 Na)=x 
5 A=22a23[aeCls ._),. dea =] Dfp À 


Si classe a contine uno solo individuo z, id es si a= 14, nos indica per 
a ce individuo 3, z—1a. Nos exprime que classe a contine uno solo indivi- 
duo, per phrasi: «classe a es existente vel non nullo; et si x et y pertine 
ambo ad classe a, tunc x=y». 

Operatione : es inverso de ‘. In defectu de vocabulo aequivalente in 
lingua commune, nos pote lege signo : per «illo», vel «to»; in vero, in 
aliquo casu, illo responde ad articulo de lingua commune. Vide definitione 
de subtractione in $— pag. 44, $' P1°0, pag. 46 $max P1°0,... 
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Da 


$8 Df (definitione) 
Dfp (definitione possibile) 


Omni definitione, in mathematica, habe forma : 
LU Df 


ubi x es signo novo, 4 es serie de signo noto. Df exprime con- 
ventione de scribe signo simplo x, dicto « definito », in loco de 
serie a, dicto « definiente ». 

Dfp, lege « definitione possibile », es æqualitate que in primo 
membro habe signo non occurrente in altero membro. Charac- 
tere de Dfp hære ad propositione, et non depende de ullo 
conventione. 

Si nos pone in ordine omni idea de Mathematica (vel de aliquo 
scientia), nos voca « definitione possibile de signo x, relativo ad 
ordine dato » æqualitate 

x= (expressione composito per signos precedente .r). 

Inter definitiones possibile de signo +, nos elige forma magis 
conveniente; et definitione possibile fi reale per conventione. 

Nos voca « idea primitivo, relativo ad ordine dato », idea que 
non habe definitione possibile, in ordine considerato. 

Existe aliquo idea primitivo; in facto, nos non pote defini primo idea, 
que non habe praecedente; et nos non pote defini signo =, que figura 
intra duo membro de ommi definitione. 

Idea primitivo, relativo ad uno ordine, pote es definito in ordine diffe- 
rente. Quare, si per idea «, b, c nos defini d, et si per idea «, b, d nos 
defini o, lice sume ut idea primitivo, vel «, d, ce, vel a, d, d. 

Nos pote climina omni signo definito, si nos scribe in suo loco, valore 
definiente illo. 

Ergo omni definitione exprime abbreviatione, in theoria non necessario, 
sed utile in practica. Si nos non pote elimina signo definito, suo defini- 
tione habe aliquo defectu. 

Aristotele classifica de Df in reales et nominales : 

‘O boitoueros detxvuow i) ti Eotiw 7) ti omuaiver rodvoua. (Anal. post. II 7). 

In Mathematica, omni Df es nominale. Ce observatione occurre in Mô6bius 
(a.1815 t. 4, p.388) 

« Definitionum divisi in verbales et reales omni caret sensu». 
et in Stuart Mill (a.1838): : 

«All definitions are of names, and names only ». 

Vide Vailati, RAM. t. 8, p.57-63. 





I. 19 


Df mathematico non satisfac ad regula que omni Df procede per genere 
proximo et per differentia specifico Aristotele, Top. I, 8: 

‘O ‘onouds x yevors xai diagovav £otir. 

Nam, supposito noto signo 1 et +, aequalitate : 

2 = 1+1, 3 = 2+1, 4 = 8+1, … 
es definitione ds 2, 3, 4,...:; et non existe genere aut specie. 

Exemplo: Dt de classes: N, , Np,n. R,..., et de individuos x, @,i,... 
Df de operationes: \,>,—,/.max,quot,... habe Hp. 

Definitione per abstractione de funetio 9 habe forma 

gX = 9) .=. iexpressione composito per signos praeccdente) 
Non defini svmbolo simplo gr, sed solo aequalitate pre=qgy. 

Formul. contine Df per abstractione : $Num 1:0 $a 2°2 42... 

Omni Df reale aut possibile debe es «homogeneo » pro literas variabile, 
id es ambo membro de aequalitate debe contine idem variabile reale. In 
vero si nos pone /l r,y) = «expressione que depende de 7,y7,2», nos da 
idem nomen ad differente valores de expressione. 


Dim (demonstratione) 
Pp  (propositio primitivo) 
| (substitutionc). 


Demonstratione de uno propositione es suo deductione ex 
propositiones précedente, Deductione de uno propositione ab 
præcedentes, es aliquo forma de ratiocinio. Collectione completo 
de forma de ratiocinio, que nos inveni in analysi de com- 
mune demonstrationes de Mathematica, constitue systema de 
formula de Logica-Mathematica. 

Si nos suppone que propositiones de aliquo scientia es dispo- 
sito in ordine, nos dice que uno propositione es primitivo, in 
-elatione ad ordine dato, si nos non pote deduce illo ab præ- 
‘2dentes. 

Si in aliquo scientia existe idea primitivo, et existe propo- 
sitione primitivo, que fixa valore de idea non definito. 

Nos proba que uno propositione es primitivo, in ordine dato, 
si nos inveni interpretatione de ideas primitivo, que satisfac ad 
omni propositione præcedente, et non ad propositione consi- 
derato. Nos proba que systema de propositione primitivo es 
mutuo ne-dependente, in modo absoluto, si, pro omni proposi- 
tione, nos adduce interpretatione de svstema de ideas primitivo, 
que satisfac ad omni Pp, excepto propositione considerato. 


ica 


e 


Si p es formula, que contine litera x, 
| (a | x) p 
indica resultatu de substitutione de a ad x in formula #. 
In Arithmetica, signo de substitutione figura solo in aliquo 
demonstratione. Illo es casu particulare de signo que occurre 


in theoria de functione (pag. 77). 
In omni theorema, lice substitue omni litera pro valore 


arbitrario. Si hypothesi fi vero, nos supprime illo, et scribe 
solo thesi. Si hypothesi contine, ut factore logico, propositione 
vero, vel consequentia de alio factore, nos supprime illo. 


Historia. 

In praesente editione de Formulario, Logica-Mathematica es reducto ad 
minimo necessario pro intelligentia de partes sequente. Editione magis 
completo, es in Formularto t. 3 a.1901. 

Ecce aliquo indicatione summario super historia. 

Leibniz (a.1646 1716) es vero creatore de Logica-Mathematica. Vide: 

L. Couturat, Opuscules et fragments inédits de Leibniz. Paris a. 1903 
pag. XVI+682 

Me extrahe citationes sequente, cum indicatione de correspondente P de 
Formulario : 

$2 P43 Omne A est B id est 4B > À. 

$2 P5:2 Eadem sunt quorum unum in alterius locum substitui potest, 
salva veritate ». 

84 PL4 À co non non d ». 

$4 P1:5 4 est Bergo nonB est nonA. 


$5 P12 N estin A (+) N. 
P2:1 Si idem secum ipso sumatur, nihil constituitur novum, seu 


A+A 0A. 
P3:2 Si À est in Cet B est in C etiam A+B erit in C. 
P3:3 Si B est in À, erit 4+B A4...Si 4+B À, tunc B erit in À. 
P6:2 Sive A sive B, hoc est non neque A neque B. 
86 P1:7 Omne Aest B, idest... 4 non B est non Ens. 


Lambert J. H., in a. 1781, exprime proprietate distributivo de n ad +, 
$5P4 1: 

« Will man aber setzen (m+n)A, so ist dieses = mA+4+nA.» 

De Morgan a. 1847, Boole a. 1854, Schréder a. 1890, etc. re-inveni 
theoremas de Leibniz, da ad illo forma symbolico semper magis completo, 
et evolve plure applicatione de Mathematica ad Logica, que non occurre 
in applicatione de Logica ad Mathematica. 

Vide historia recente de Logica-mathematica in: 

Rivista di Matematica, t.1 a.1901 - t.8 a.1905, et Formulario t.1-t.4. 





C. Burali-Forti, Logica Matematica, Milano a. 1894. 


L. Couturat, in Revue de Métaphysique et de Morale a. 1904-1905 (plure 
et interessante articulo super theoria, et applicationes ad Arithmetica et ad 
Geometria). 


L. Couturat, Manuel de Logistique, Paris Alcan a. 1905. 


» Les définitions mathématiques, Enseignement mathéma- 
tique, a.1905 p. 27. 

» Congrès international de Philosophie, tenu à Genève; 
Rapports p.706. 


B. Russell, The principles of mathematics, Cambridge, University 
Press, a. 1903. 

E. B. Wilson, The foundations of Mathematics, AmericanB. a. 1904, p. 74. 

Plure alio articulo de Prof. Whitehead et Huntington in American 
J. of Mathem., et in Bull. of the American Society. 


VOCABULARIOL. 


Me collige aliquo vocabulo, frequente in Mathematica, commune in 
generale ad A (lege; Anglo, English), D (lege: Deutsch, vel Germano in 
sensu stricto), F (lege: Franco), H (lege: Hispano), I (lege: Italo) et R 
(lege: Russo). 

Maximo numero de vocabulo internationale es L (lege: Latino). Omni 
vocabulo, que non habe indicatione contrario, es latino. 

Plure vocabulo habe origine commune in G (lege: Graeco) trans L. 

In aliquo casu, vocabulo L vel G habe vocabulo || (lege: parallelo) in 
ADR; et origine commune in E (lege: Europaeo antiquo), id es, ramo de 
Indo-Europaeo, que resulta ex comparatione de GLADR. Tunc es utile 
comparatione de vocabulo cum S (lege: Sanscrito). 

Me trahe omni elemento linguistico, quando occurre, ex grammatica et 
vocabulario, commune et etymologico, de singulo lingua ADEFGHILRS. 
Resulta que studio linguistico, utile, quasi necessario, ad Mathematico, non 
es multo; sed hodie es sparso in plure et voluminoso libro. 

Pro citatione de Auctores, transcriptione de GRS, ete. vide in fine de 
libro. 

In praesente libro, me adopta vocabulo magis diffuso. Pro grammatica, 
me seque Leibniz «Grammatica rationalis» (Vide RdM. t.8, p.74), que 
duce ad suppressione de omni flexione. Principio de internationalitate 
duce ad idem resultatu; in vero, raro elemento grammaticale es commune 
ad linguas moderno. 

In orthographia, me seque Latino. 


Formul. t. 5 2, 








Abbreviationes. 

> vale « genera ». 

Co,, « deriva ». 

+ es signo de unione de duo elemento de lingua. Valore de signo —, 
et de 0, es consequentia de regulas de Arithmetica. 

amb indica elemento commune ad vocabulo a, b; es idea commune 
expresso per literas commune; exprime quod linguistas voca thema, radice, 
praetixo, suffixo, ete. | 

-, tractu de unione; indica fragmento de vocabulo de lingua considerato. 


S1. 
1. es, H es, F es-t, es, I è, es-sere. 
I] G es-ti, A is, D is-t, R es-tr, Sas. C Fees. 
Lege: es es vocabulo latino (imperativo et thema de sum, esse; in 
generale thema de verbo vale suo imperativo); mane cum pauco varia- 
tione in Hispano, in Franco et in Italo. Illo es parallelo ad vocabulo Graeco, 
Anglo, Deutsch, Russo et Sanserito. 
Nos pone, secundo conventione adoptato per Linguistas, 
EFEe=zLe=Gez=zAe()= Det) =ReZ=Sa 
E s = LADRS s = Gs (A) 
Tune forma de vocabulo Europaco antiquo, ex LGRS, resulta es. 
E e produce in Germanico, id es in A et D, per regula, e, et per ex- | 
ceptione è. Si secundo svllaba de aliquo vocabulo E contine À, tune vocale | | 
e, a, 0, uw in primo syllaba fi î, di, 6, ü. Exemplo : 





D erde, irdisch, gott, géottlich,... À angle, english ;... 
De vocabulo G esti = R esti = S asti nos induce E esti, que genera 


Gotico ist, D ist, A is. 

Linguas moderno habe comune vocabulo Indo-Europaeo «es». Latino 
«es» mane in vocabulo « es-sentia» ADFHIR, et Graeco «es» mane celato 
in «ontologia» ADFHIR. Plure elemento es commune ad linguas moderno 
sub triplice forma E L G. 

2. aequo, I equo, H ecuo. D aequ-atore ADFHIR. || S aica, ceca. 

Lege : aequo es vocabulo latino ‘ablativo et thema de nominativo aequus: 
in generale, thema de nomen es suo ablativo’. Illo mane, pauco alterato, 
in I et H. Es elemento internationale. Parallelo ad vocabulo Sanscrito. 

L ae D AFHIR e, D ae, 
id es diphthongo L ae mane in D, et fi e, in omni alio lingua. 


3. aequa = fac aequo, es aequo. (C aequo (2) — -0 + -a (4) 
Resulta de vocabulo praecedente, in quo nos supprime desinentia -o et 
adde desinentia -a. 


4. -a — -o = libera — libero = sana — sano = firma — firmo ... 
D HI -a — -0, FO, A 0. 
Substitutione de desinentia -a ad desinentia -0, nunc considerato, es 
frequente in L. Illo mane in Hispano et in Italo; in F et A ce differentia 
de forma evanesce, F ferme = A firm = L firmo (adjectivo), firma {verbo), 








5. aequale, acquali, A equal, F égal, H egual, I eguale. = aequo. 
(C aequa (3) + -le 16) = aequo — -0 + -ale (239). 
«aequali» es vocabulo latino, ablativo, et thema de « aequali-s que oc- 
curre in vocabulario), aequali-um ». 
«aequale » es vocabulo latino, nominativo neutro, thema de « aequale-m, 
aequale-s »; generante I «eguale». 
In tardo latino, ablativo in -i es mutato in -e, et mane sub ce forma 
in linguas moderno. Ita me cita vocabulos latino. 
6. -le, -li = (5) n differentia-le n fide-le n simi-le À -i-le (199) n -a-le . 
AF -1, -le, DH -1, I -le, R-l' [| G -lo (224). 


* 
* * 


Scriptura de forma: =: y 
es dicto < acqualitate », «aequatione ». x et y es « membro » de aequatione. 
71. aequalitate, A equality, F égalité, H igualdad. 
C aequale (5) — -e + -itate (8) = aequali + -tate. 
8. -itate = bon-itate n facil-itate n nov-itate n univers-itate ... 
A -ity, D -ität, F -ité, H-idad, I -ità, R -itat’. C- -i- + -tate. 
9. -i- = voc-i-fera n aequ-i-voco n nov-i-tate n .., 
Es litera de unione de duo elemento. Deriva de finale -i de plure vo- 
cabulo: facili-tate, classi-fica, ... i 
10. -tate = (8) n liber-tate n hones-tate À … | G -17x, S -tati. 
11. aequatione, À equation, F équation, H ecuacion, I equazione, 
D aequation (in Astronomia). (C aequa (3) + -tione (12). 
12. -tio, -tione = 11) n lec-tione n defini-tione n no-tione n ... 
ADF -tion, H -cion, I -zione, R -tsija. 
13. membro I, A member, F membre, H miembro. 
14. ergo A. 
15. seque (L de anno + 200, thema de L classico), HI segue, F sui-t. 
D seque-nte A, con-seque-ntia D, secu-ndo (minuto) DR, soc-io, 
I G hep-, S sac'e. 
16. sé FH, I se. 


17. tune, F donc, I dunque. 


Pat 


Scriptura de forma a Db 
ubi 4 et d es propositione, es dicto « deductione ». 


18. deductione, AD deduction, F déduction, H deduccion, I deduzione, 
R deductsija. (C deduce (19) — -e + -tione (12). 
L -ctione _} I -zione. 


19. deduce AHI, F dédui-re. € de (21) + duce (20). 











20 0 I. 


20. duc, duce Y de-duce, pro-duce, intro-duc-tione, ... 
|| A tow, D siehe. 
Ad latino d responde GSR d, A t, D 3. Exemplo: 
L duo = G dyo —= A two = D zwei = R dva = S dva. 
L decem = G deca = A then = D zehn = R desja-t1 = S daca. 
21. de FH, I di, ADFHIR de-. (A to, D zu, R do, E do = L ad, habe 
solo primo litera commune cum L de). 
22. thest 0i0:-5 G, AD thesis, F thèse, H tesis, I tesi, R tesis. 
"D (25), syn-thesi, par-en-thesi,... = L positione. 
C the- (23) + -si (24). 
23. the-, 0e- D) (22), the-ma, homo-the-tia. = L pone, fac (137). 
24. -si D) the-si, analvsi, basi mathesi, genesi, phasi, phrasi, physi, ellipsi. 
|| G.dorico -ti, L -ti, -ti-one (12). 
25. Aypothest ind0e005 GADFHIR. (CC hypo + thesi (22). 
= L sup-posi-tione. | 
26. hypo G D hypo-thesi, hypo-crita, hypo-teinusa. || L sub (95). 
Ad E s initiale et ante Vocale responde G h: 
L sex, septem, serpe, sede, semi-, super 
Il G hex, hepta, herpe, hed-, hemi, hyper. 


27. et, Fet, Ie, ed, Hv. 9) LAF et-cetera. 

|| G eti, S ati, Gotico ith, R i, ot’. 

$2. 

28. classe FHI, A class, classis, D klasse, R class’. 

C G.dorico clasi, G.classico clési (C cla- (= cla-ma) + -si (24). 
29. omni, I ogni. 7) omni-potente AFHI, omni-voro, omni-bus, ... 
30. =8, suffixo de plurale. = matre-s n rosa-s n anno-s n sensu-s n die-s. 

F -s = rose-s — rose, H I(sardo) et Port. -s = rosa-s — rosa. 

Il A -s =rose-s — rose = day-s — day. Gotico: dag-os. 

G -s, -es, méter-es n sphaira-s n ... 

S acva-s — açva, matar-as — matar. (Q E -s, -es. 

Nos scribe suffixo -s de plurale quando es utile; vale «omni, classe ». 
31. syllogismo oviloyiouds GADFHIR. © syl- + logo — -0o + -ismo. 
32. syn G, syl- (ante 1), sym- (ante m, b, p), sv- (ante s) = L cum. 

D syn-chrono, syn-taxi, syl-laba, sym-bolo, sv-stema, ... 

Il Rs’, so, su-, S sam. 
83. logo G. Didia-logo, astro-logo, log-ica, log-arithmo. = ratiocinio. 
34. logico GHI, A logical, D logisch, F logique, R logic’. 

C logo (33) — -0 + -ico. 
35. -ico LGHI, A -ic, -ical, D -isch, F -ique, R -ic’. 

= G log-ico, con-ico, geometr-ico, 

= L am-ico, pud-ico, ... un-ico, med-ico ... 

| D -ig = stein-ig n einz-ig, R in-oc’, S -ica. C -i- (9) + -co (201). 





36. logica loyixn G, A logic, D logik, F logiqt 
C logico (34) — -a + -a (37). 

37. -a (transcriptione L de desinentia G classico 
= logic-a n arithmetic-a n mathematic-a n p 
AD 0, F -6, HIR -a. 
Indica femminile naturale aut artificiale. V 

38. -ismo GHI, F -isme, A -ism, D -ismus, R -is 
D syllog-ismo, barbar-ismo, social-ismo,... 

39. associativo; introducto ab Hamilton, a. 184: 
(CC associa + -tivo. 

40. associa I, A associa-te, F associe, A asocia 
(CC ad- (41) + socio (42) — -0 + -a (4). 

41. ad, ad-, as- (ante s), ac- (ante c). I ad, a, 
ADFHIR ad-. || A at. 

42. socio HI. =) soci-ale R, soci-etate D. C si 
soc- = seque (15). 

Nota. Transformatione de e in o existe in L.ir 
tege, toga; pende, pondo; mene \thema de com-m 
seque, socio; fer, fortuna; vertice, vortice. 

In G: phere, phoro; lege, logo;... 

Responde ad D sehe, sah; gebe, gab; nehm 

Et A see, saw; give, gave; sit, sat; speak, s 
43. -io = soc-io n exim-io n gen-io n patr-io n. 

IG -io = ax-io-ma n patr-io n ... 

IIS pitri-ja, R -yj, -ij = matern-ij n dobr- 
44. -tivo = ac-tivo n posi-tivo n accusa-tivo n a 
45. commutativo ; vocabulo introducto ab $ 

de $ 4 P 2:1. In sensu de $ 2 P 3°2, illo a 

ternione de Hamilton. (C commuta (46) + 
46. commuta I, AF commute, H conmuta. C 


47. cum, con-, co- ante vocale, g, h), col- (ant 
HI con. 2) co-efficiente ADFHIR. 

48. muta I, F mue. H muda. 7) per-muta-tio 

49. distributivo (C distribue (50) — -e + -tiv 
Ce vocabulo es introducto ab Servois, a. 1 

50. distribue FHI. A distribu-te. (C dis- (911 

51. dis- tante c, p, q, s, t, precedente vocale), 
= dis-jungen dis-puta n dis-tribue n di-vi 
[D zwi- = zwi-schen n zwie-fach n_..., € 

52. tribue Y) dis-tribue n at-tribue n con-tribu 


53. operae, À opera-te, D operire, F opère, EF 
_) opera-tione (191), opera-tore. (C opere 





| 
| 
| 
| 
| 
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54. opere, opus, opera, I opera, F oeuvre, H obra. ||S apasi. 

_D oper-ario, oper-oso, opus-culo. opere € op- (55) + -ere (96). 

55. op- = opera, fac. || S ap-, D übe, L ape, ap-to, op-ta. 

56. -ere, -es, -us, -ore T) gen-us, gen-ere ; temp-us, temp-or-ale, 
temp-es-tate, temp-us-culo; hon-ore, hon-es-to; am-ore, dol-ore; ama-re 
dole-re, es-se. || G gen-os = S g'an-as = L genus. C E -es. 

Nota. In L, litera s inter duo vocale, muta se in r: plus, plure ; 
masculo, marito; gestu, gerente; osculo, orale. ... 


r 


57. per I, F par, H por. ADFHR per-. {|| L prae, por-, pro ‘134), 
A for, far, D für, ver-, vor, G peri, parà, pro, R pere-, pri, pro, 
S pari, pra, pura. Es differente casu de idem vocabulo. 

Nota. Alio exemplo de correspondentia : 

Lp || A/hDfv,Gp,R p, S p. | 
L pater || A father, D vater, G pater, S pitar. 
L pleno || A full, D voll, G pleio, R polno, S prana. 

58. systema, systemate GADFHIR. (CC sy- (32) + ste- (59) + -ma (60). 

59. ste-, sta- 7) sta-tica ADFHIR, ec-sta-si, sta-dio, ... {| L sta (17). 

60. -ma, -mate, -ua = syste-ma n theore-ma n axio-ma n lem-mat-ico... 
|| L -men, -mento (251). 


$3. 
61. que (thema L de que-m), qui, quo, quod, quam. 
F que, qui, H que, quien, I che, chi. 
Il Sca; G po-; Gotico hvas, hvo, hva; A who, what; D wer, was : 
R co, c-to, c’-to. 


$4. 
62. ne, non, in-, F ne, non; H no, ni; I nè, non. 
7) ne-sci, ne-utro ADFHIR, in-variante D, in-ertia R. 
|| Gne-, an-, a- D an-hydro, an-archia, a-symmetrico ... 
|| À no, none, un- = un-cven n un-just, ... 
D nein, nicht, un- = un-sicher n un-ähnlich À ... R ne, S na. 


63. transporta, A transport, D transport-ire, F transporte, HI trasporta. 
CC trans (64) + porta (67). 

64. trans H tras, I tra, ADFHIR trans-. C tra- + -ns. 

65. tra- D in-tra, pene-tra, tra-mite. 

66. -ns = (64) n stude-ns n .... = -ente (142). 


Id es, trans es participio praesente neutro de verbo hvpothetico fra, 
existente in plure composito. 
67. porta (verbo) HI, F porte. 7 porta (nomen) FHI, D pforte, 
im-porta, ex-porta,... (C por- (68) + -ta (69). 
68. por- = porta, fer, i. 9) L por-ta, por-tu ADFHR || A ford, D furt. 
|| G peir-e, por-0; A fare, ferry, D fahre, fiihre ; R por-vti, S par. 





fs 


69. -ta, suffixo L, saepe cum valore = 0. iL... 
canta LHI = cane L; consulta LHI = 
A abbreviate = L abbrevia, A create = 
(CC -t0 (135) — -0 + -a (4). 

10. aut, F ou, Ho, u, Io, 0d. (Cau-(|| Gay 

T1. vel = aut; non indica oppositione. (C vo 

S6. 

12. nullo, AD null, F nul, nulle, H nulo, I n 
(C ne (62) — -e + ullo (73). 

13. ullo = aliquo. (C un-(114) + :-lo (224). 

14. existe FH, A exist, D existire, I esiste. 


19. ex = ne in. 7) ex-ponente ADHIR, ex- 
Il G ex, ec D ec-centrico ADFHIR, ec- 


76. siste 1) as-siste-nte AD, con-siste, per-sist 
(C sta (77), per «reduplicatione », frequé 
ADR, in S, et in Gotico. 


77. sta I, Hesta. || A stand, D stehe, Gsi 
—) con-sta, di-sta, re-sta, sta-bile AFHI, 
$7. 
78. éllo, ille, illa (demonstrativo in L). DI 
c-elle ; H él, el, ello, la; Port. o, a; Ii 
C ollo (L antiquo) € on- (J| R ono, S 
Vanic'ek et Fick. 
79. to (thema L) 7) is-to, t-ale, t-anto, to-t, 
F ce-t, ce-tte, H es-to, I ques-to. 
II G to (demonstrativo in Homero, artic 
A the, D der, das, S ta, R to (demonstr 
Leibniz, et suo contemporaneos, adopta 
latino, quando es utile. 
Alio exemplo de correspondentia : ELGRS i 
L te, tu, A the, D du, de-in, G (dorico) 


$8. 
80. definitione, AD definition, F définition, 
R definitsija. (C defini + -tione (12). 
81. defini, A define, F défini-r, H defini-r, I 
C de (21) + fini. 
82. fini, A fini-sh, FH fini-r, I fini-sce. C fi 
83. fine I, FH fin, AL finis. ) fin-ale D. 
84. -i = fin-i n un-i n im-ped-i n vest-i ... 











85. demonstratione, A demonstration, F démonstration, H demonstra- 
cion, I dimostrazione, R (in politica) demonstratsija. 
C demonstra + -tione (12). 


86. demonstra, A demonstra-te, F démontre, H demostra, I dimostra. 
(CC de (21) + monstra. 


87. monstra, F montre, HI mostra. (€ monstro — -0 + -a (92). 


88. monstro, A monster, F monstre, I mostro (in sensu malo). 
= que mone, re notabile. (O mone + -es (57) + -tro. 


#9. mone, A mon-ish. 7) inon-itore AFHI. 
= fac mene, causativo de mene (90). Vide (42). 


90. mene (thema L) = memora, recorda, cogita. 
D men-te, com-men-to, men-tione... 
|| A mean, D meine, G men-, R mni-t1, S man-je. 
(C E mene D A mind = G menos = S manas = L mente. 


91. -tro D) ara-tro n mons-tro n ras-tro n... 
IL G -tro = me-tro n cen-tro n... || S -tra, A -der, D -ter. 


92. -a — -0 = dona — dono = loca — loco = numera — numero 
= da, fac; numera = da numero. Vide (4). 


93. substitutione ADFHI. C substitue (94) — -e + -tione (12). 


94. substitue F, A substitute, D substituire, H substitu-ir, I sostitu-ire. 
(CC sub (95) + -stitue (96). 


95. sub, subto. F sous; Hso, soto; I sotto; Port. sob; ADFHIR sub-. 
IL G hypo (26). Vide (124: et (257). 


96. -stitue 9 sub-stitue, con-stitue, in-stitue. = statue (97). 
Transformatione de a in î, mane in L.intn. : cade, ac-cide-nte ; 

fac, coef-fic-iente; habe, ex-hibe ;.... 
Illo es constante in latino classico, si litera a es ultimo litera de svllaba. 


97. statue = fac sta, D statu-ire. D statu-to ADFHIR. 
(C statu (99) + -e (98). 


98. -e = acu-e n statu-e n tribu-e. 


99. statu, A state, D staat, F état, H estado, I stato. || Rstati, G stasi, 
D stadt. (C sta (717) + -tu. 


100. -tu = fruc-tu n can-tu n sta-tu À gus-tu À adven-tu n por-tu. 
|| G bro-ty, as-tv; S vas-tu, gan-tu; D fur-t, lus-t. 
> HI -to, AF -t, -te, et se confunde cum L -to: 
L cantu = AHI canto, AF chant; L canto = HI cantato. 


Continua post Arithmetica, pag. 65. 
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II. ARITHMETICA. 


Ss + 


N, vale « numero », et es nomen commune de 0,1,2, etc. 


0 » 
+ > 


sequente a >. 


« Zero >». 
« plus ». Si a es numero, a+ indica « numero 


Queestione, si nos pote defini N,, significa si nos pote scribe 

æqualitate de forma 
N= expressione composito per signos noto y " = ... 7, 

quod non es facile. 

Ergo nos sume tres idea N,, 0, + ut idea primitivo, per que 
nos defini omni symbolo de Arithmetica. 

Nos determina valore de symbolo non definito N,, 0, + per 
systema de propositio primitivo sequente. 


+ 1 Pp 
‘0 N, € Cs 
‘1 O£gN 
2 aeN,. )at EN, 
‘3 se Cls. 0es: aes. Da. a+ es IN Is Induct 
4 abeN,.a+ —=b+.. a=b 
3 deN. )a+e=0 
Lege : 
‘0 N, es classe, vel « numero » es nomen commune. 
‘1 Zero es numero. 
‘2 Sia es numero, tunc suo successivo es numero. 
‘3 N,es classe minimo, que satisfac ad conditione ‘0‘1‘2; 


id'es, si s es classe, que contine 0; e si a pertine ad classe s, 
seque pro omni valore de a, que et a+ pertine ad s; tunc omni 
numero es s. 

Ce propositione es dicto « principio de inductione », et nos 
indica illo per abbreviatione « Induct ». 

Omni conditione determina uno classe; ergo nos pote lege 
principio de inductione sub forma : 

Si s es conditione, satisfacto ab numero 0, et si omni vice 
que illo es vero pro numero a, et es vero pro suo successivo, 
tunc conditione s es vero pro omni numero. 

‘4 Duo numero, que habe successivo æquale, es æquale 
inter se. 
‘8 O non seque ullo numero. 

Systema praecedente de Pp suffice pro deduce omni propositione de 
Arithmetica, de Algebra et de Calculo intinitesimale. 

Illo es necessario, vel singulo Pp non depende, in modo explicito aut 
implicito, de svstema de cetero propositione. Quod nos proba ut seque : 

1. Nos considera serie periodico, per exemplo , serie de hora astrono- 
mico de die, 0,1,2,... 23,0, 1,... ubi hora que seque 23 es de novo 0. 

Ce serie es classe (‘0), que contine 0(*1), que contine successivo de omni 
suo elemento (‘2)4 illo satisfac ad principio de inductione (‘3); et ad con- 
ditione ‘4. Sed, in serie considerato, 0 seque numero 23; exemplo consi- 
derato satisfac ad omni Pp, excepto ‘5. Ergo Pp ‘5 exprime que serie de 
numero non es periodico, proprietate non implicito in conditione ‘0 ‘1 ‘2 ‘3 ‘4. 

2. Serie periodico, sequente antiperiodo, ut serie 

0,1; Lbasa 
satisfac ad conditione ‘0 ‘1 ‘2 ‘3 ‘5, et non ad conditione ‘4; nam 0+ =, 
et 14 =1, sed 0 non = 1. 

3. Si in loco de N, nos lege « numero rationale positivo aut nullo », 
et si conserva ad 0 et N, valore commune, tune conditione ‘0 ‘1 ‘2 ‘4 ‘5 es 
saticfacto, sed non principio de inductione ‘3. Nam non suffice de nosce 
que si uno pròprietate es vero pro aliquo numero x es quoque vero pro r+1, 
ut nos deduce que omni nwnero rationale habe ce proprietate. 

4. Serie finito, ut 0, 1, 2, ubi 0+=1, 1+=2, 24+=3 (que non pertine 
ad serie), satisfac ad conditione ‘0 ‘1 ‘3 ‘4 ‘5, et non ad ‘2; nam ultimo 
numero non habe successivo in serie dato. 

5. Si nos considera serie 1, 2, 3,... composito ex N,, post suppressione 
de 0, nos habe exemplo que satisfac ad omni Hp, excepto ‘1. 


6. In fine, ut nos satisfac ad omni Pp, excepto ‘0, nos muta valore de 
signo Cls; nos tribue ad Cls valore de « omni classe, excepto N, », et ad 
xeN, valore « es numero », ut si N, es classe. 








® 2. Definitione de cifras. 


1=0+.2—=1+.3—=2+.4—3+.5—4+. 
60-5+.71—=-6+.8-7+.9=8+.X—=9+ Df 


Nos voca 1 successivo de 0; 2 es successivo de 1,.... 

Signo Romano X es necessario usque ad numeratione in $h. 

De P1:1:2 resulta que 

0+ 044 041+ 04144 etc. 
es numero. Si nos subintellige 0, et in loco de + nos scribe tractu, nos. 
habe signo de numero 
È |] [i etc. 
expresso ut reunione de unitate. Illo es svstema primitivo de numeratione 
et hodie adoptato in joco de chartas, sub forma 
. - ste etc. 

In hieroglyphos de antiquo Ægvpto, numero 1, 2,... 9 es indicato per 
1,2,... 9 tractu. Signo (1) vale decem; existe alin signo cum valore 100, 1000. 
In transformatione de scriptura hyerogliphico super saxo, in scriptura hie- 
ratico et demotico super papyro, in anno —2000 circa, scribas de Ægypto 
collega ce tractu, et forma signo simplice, vel cifra ; illos transforma 

= in 2, =in3, = : in 23, et post in 5, etc. 

Tale es origine de nostro cifras (Lindemann, Zur Geschichte der ... 
Zahlzeichen, MünchenA. a. 1896 t. 26 p. 625). 

Usu de cifra ab Ægypto transi in India, post in Arabia, et in fine in 
Europa verso anno + 1200. 

Indos in anno + 400 circa, introduce signo 0 sub formas .,0,0, pro 
indica loco vacuo in numeratione decimale. 0 es considerato ut numero per 
mathematicos de a. 1600. 

Signo + habe forma actuale post anno 1500 ; es deformatione de ante- 
riore signo p. 


% 3. Definitione de additione. 
4 agN, ._) a+0=a Df 
2 abeN, DD at(b+)=(a+b)+ Li 


Si a es numero, tune a+0 vale a. 
Et si a et b indica numero, tunc summa de a cum succes- 
sivo de b es successivo de summa de a cum b. 


3 aeN, -D. a+1=a+ [(0|6)P2.Pp1.P2.P31.. P] 
» a+2 = (a+)+ [ (1|b)P-2.D.P ] 
Si in P*2, in loco de b nos seribe 0, nos babe 


a EN, DI. at-(0+) = (a+0)+. 





30 II. ST + 
Hp vale aeN, . 0eNo. Secundo propositione es vero, per Pp'1, ergo nos 

supprime illo. Signo 0+, per definitione, (P2) vale 1; a+-0 vale a, per 

P3:1; ergo: aeN, DI a+1 = a, 

id es, numero successivo de a, jam indicato per a+, vale a+1; notatione 

commune, de que nos vol fac usu constante. 


d 4. 
‘0 a,b,ceN. a=b . >). a4+c—b+c 
[ I$S1 P-1 .): a,ceNo .D). ae raa+c=r+c: 
IS2 P5-2 .7): a,b,ceN, . a=b .7). be xsia-tc = xt) (1) 
DIP] 
‘4 abeN ._). a+db EN, 
[ aeNo . Df+ .D. a+-0 «N, (1) 
a,beNo . a+b EN, . Df+ . P1722 .D. a+(64+1) = (a+5)4+1 
(a+-b)+1 No (ID. a+(b-Lle,s (2) 
(1). (2). Induct .Y). P ] 
‘2 a,b,ceN, . 7). (a+b}+c = a+(b+0) Assoc+ 
| adeNo DI. (a+b)+0 = a+b . a4(b+0) = a+5 9. 
(a+b) +0 = a+(b+0) (1) 
a,b,ceNo . (a-Hb) e=a+b+e). Oper+1 D. [(a+b)}+-e]+1 = la+HO+e HI 
» » » Df+ «_). (a+- Pre) = 
» ID = a+{(6+0+1] 
» » » » NE » = a+[b4-(c+1 ] 
(2 
(1.12). Induct .D. P ] i 
‘3 ab,ceN DI. a+b+c = (a+b}+c Df 
‘4 abeN, ._) a+b =b+a Comm+ 
[ Df+ .D. 04+0=0 (1) 
aeN, .0+a =a . Df+ YI. 0- EYE = (0+a:+1 = a+1 (2) 
(1). (2). Induet .D: aeN, ._). 0+a =a (3) 
Df+ DI 140 =0+1=1 (4) 


aeNo . 1--a = a+1 9. 1+(a+1) = (14+a) +1 = (a+1)+1 (©) 
(4) . (5). Induet .D: aeN, ._). 1+a = a+1 (6) 
a,beN, . a+b =b+a . Df+ .D. a+ b+i)= = (a+b)+1 = (b+a)+1 
Df+ 9. » = b+ 141) 
(60). » = b+(14-a) 
Assoc+ 27). » = (b+1)+a (© 
(31.(7). Induct .2. P |] 


I. tb + 31 


‘3 ab,.ceN.atc=b+c ._). a—b 


[ a,dbeNo . a+0 = b+0 .D. a=b (1) 
a,b,ceNo : a+e=b+c D.a=d : P1°4 M: 
a+(c+1) = b+(c+1) D. ate =d+c ID. a=b (2) 


(1) . (2). Induet .D. P ] 


‘6 a,b,ceN, . ji a=b.=.atc=b+c 
[ P40 . Export .D.. a, b,ceNo Yi a=b DI. ate=b+e (1) 


P4:5 . Export .7).:. » D: a+c=b+ec I. a=b (2) 
(1). (2). IS2P4:1 7. P | 


‘7 apeN,. an0._). a+b =—0 


[ aeN,. ae—0 . Df+ .D. a+4-0 =—0 (1) 
a beN, . PL'5.5. aH{b+1)=(a+b)+1 . ‘a+b)+1e—0 .. 
atidb+1) =—0 (2) 


(1) . (2). Induct 7. P | 


‘8 abEN,. }: a+b —0 .—. a—0 . b—0 


[ P:T. Transp .): a,beN, . a+b=—0 .7. a—0 (1) 
(1. Comm .): » » . Di b=0 (2) 
(DD. Di » » D). a=0 . b=—0 (3) 
Df+ .2). 0+0—0 14) 


(3) .(£4) .D. P | 


Super analysi de idea de numero, et suo historia, vide Formulario an- 
teriore, et novo publicationes : 


Huntington, À complete set of postulates for the theorie of absolute 
continuous magnitude. AmericanT, a,1902 p.264. 

Dickson, Definitions of a field by independent postulates, AmericanJ. 
a.1903 p.13. 

Dickson, Definitions of a linear associative algebva by independent 
postulates, Id. p.21. 

Huntington, Two definitions of an Abelian group by sets of inde- 
perulent postulates, Id. p.27. 

Huntington, Definitions of a field by sets of independent postulates, 
Id. p.31. | 

Huntington, On a new edition of Stolz's Allgemeine Arithmetik, with 
an account of Peano's definition of number. AmericanB, a.1902, t.9 p.40. 


C. Burali-Forti. Sulla teoria generale delle grandezze e dei numeri, 
Atti Acc. Se. Torino, 1904, 


Encyclopédie des sciences mathématiques, t. 1, a. 1904. 








32 IL. 





82 X 


Yw 1 apbceN . ). ‘0 ax0 —0 
*d1 aX(b+1) = (axb)+a 
Definitione de signo Xx per inductione. 
Lege axb «a multiplicato per b >», vel «a per d », vel « producto de a 
per db». a et des dicto « factore ». 
Signo X se inveni in Oughtred, Clavis mathematica, a. 1631. 
Illo es signo hieroglyphico N. 87 de antiquo Ægyptios. 


Dfx 


‘02 axl=a [ (0|b5)P-01D9P ] 
ax2= a+a [AID » >» 
‘03 ab= axb ‘ axbxez(axb)xc 
axb+e=(axb)+c | abbxeza+(bXc) Df 
‘1 axbeN 
[ aeN,.DfX .D. ax0e No (1) 


a,be No. aXxbe No. DfX . SH 41.3. aX(b+1) e No (2) 
(1). (2). Induct Y. P ] 


‘2 alb+c) = ab+ac Distrib(X,+) 
[ a,beN, DD. ax(b+0)=axb+ax0 (1) 
a,b,ceN, . a(b+c) = abtac . Assoc+. Dfx .D. a[bKc+1)] = 
a[(b+c)+1] = a(b+c)ta = abtacta = ab+aic+1) (2) 
(1). (2). Induct .Y. P | 
‘3 (a+b}c = ac +bc Distrib(x,+) 
[ a,beNo DI. (a+b)x0 = ax0+bx0 (1) 
a,b,ceN, . (a+bic = ac+bo. Df X .D. (a+b\c+1) = (a+b}cH{a+d) = 
ac+bc+a+b = (acta)Hbc+b) = a(c+1)+b1c+1) 2) 
(1) . (2). Induct D. P | 
‘4 ab—=ba CommXx 
[ Dfx .2. OK0 =0 (1) 
dæN,.0Xa=0.DfX .2. 0x(a+1) = 0Xa+0 = 0 (2) 
(1). (2). Induct .D. Oxa —0 (3) 
DfX .2. 1X0 = 0 (4) 
dN,.1Xa=a.. 1X(a+1) = 1Xa+1 = a+1l (5) 


(4) . (5). Induct D. lxa=a (6) 


‘6 
°7 
‘8 
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deNo + P°0.13) DI. axX0 =0Xa (7) 
a beNo . ab = ba. DfX .D. a(b+1) = ab+a = ba+a 
(6). P:3 7). » =batla=(b+1)a (8) 


(1). (8). Induet DM. P ] 
(ax b)jxc = AX(bXC) ASSOCX 
[ (axbix0 =axibxo0) (1) 

a,b,ceNo . (abic = &be) . DfX . Distrib x,+: D. 
abie+l)= (abietab = abci+ab = abc+b; = afbe+1] (2 
di. (21. Induct DI. P | 

aXb —0 . 1e—0 | b_0 . 

axXb =0-.=. a—0 uv. b—0 


axe= bxe.ce=0 1). a=l 


Yo 2. abe.deN, ._). 


"1 


2 


(4+b\c+d) = ac+bc+ad+bd 
(aHb\b+cXc+a)+abc =(ab+bctcala+b+c) | 
ab(a+b)+bc(b+ce)+cuct+a)+2abe = (+b(b+0)(c+a) 


Formul. 1, D 
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S3 | 


® 1. ab,ceN .). ‘0 aN —1 Df\ 
‘01 aMb+1) = (aN)xa 

Lege a, « a ad potentia b» <a ad potestate db», <a add». Es definito 
per inductione. a es « basi », b es « exponente ». 

Notatione de P‘5 es de Descartes a. 1637. De Morgan a. 1845 propone 
signo |\ (sub forma pauco differente), que es signo de radice verso. Illo es 
commodo quando exponente es PERSSSIONe complexo, et necessario in 
citatione de P1:0, 1:3, etc. 


‘02 all =a [ DN. b=0 D. P] 
al2 =axa [ » .b=1. » ] 
‘03 IN=1 | 
[ IN =1 (1) 
beNo . IN 1.9. INb+1)=(IN)X1=1X1 =1 (2) 
(1) . (2) . Induct D. P | | 
‘04 ONa+1) —0 
06 dMte=(dite .  ate= at 
doxe= (a Xe ; axbie =ax(bNe) Df 
‘4  aM EN, 
[ aeN, . DfN ae | aio eNo (1) 


a,beN, . ANEN, -D. (AN)xa eNo . DfN LD. aNb+1) EN, (2) 
(1) . (2). Induct Y. P | | 


2 aNb+e = aN x av 
[ abeNs -D. AND+0) = N = (db)x1 = db X 0 1) 
a,b,ceN, . ANb+c) = db x ale DI. 
aNb+(c+1)] = aN(b+0)+1] = \b+o)xa = 


dbxaexa = ADX(Aexa) = xaNc+1) (2) 
(1) . (2). Induct (1). P |] 


‘3 (axb)ic = (ab) Distrib(\,X) 
[a,beN, .D. (axb)N0 = a x M (1) 
a,b,ceN, . (axb)ice = a XD". (axb)Xct1) = (axb)\ex(axb) = 


(ahe) X (e) Xaxb= [(ahe) x a] XIe) Xb] = Nc+1)XBNc+1) (2) 
(1) . (2) . Induct .D. P | 
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‘4 (Abc = aNbxc) 
[ (AO = aNBX0) = 1 (1) 
(ANY = NX) D. (A Ne+1) = Nera) = | 
Nb Xe)X ab = aNb Xc+b) = aMb(e+1)] (2) 
(1) . (2) . Induct YI. P | 
5 a =aM | Df 


Yo 2 a,dbeN, . >. 


‘4 


(a+b) = d°+2ab+b* 
[ » = (a+b\a+b) = aa+ab+ba+bb = » | 
(a+b) = a*+3a*b+3ab'+0* 
| » =(4+40)"a+b) = (a+2ab+b"\(a+b) = a+2a®b+ab"+ 
abt+2ab?+D = » | 

(a+b) = a'4+40*b+60°0°+4ab*'+b* 

(a+D) — a'4+0"+3ab(a+0) 

(a+b) +a+b = 2(a'-+ab+b%) 

(a+b)'+a'4+0° — 2(a*-+ab+0%) +3[ab(a+b)}" 

a(a+b) +04 (a+b)°08 — (a*+ab+b) 

(a+b) = a'+b'+5ab(a+b)(a*+ab+b*) 

(a+b) — a'4-D'+7ab(a+b)(a*+ab+0) 

(a+b)+a" + = 2a'+ab+b*[(a*+ab+0)°+4a*b8(a+b)"] 


% 3. ab,ceN, I. 


(a+b+c) = a +b"++2ab+2ar+2bc 
(a+ b+c)=a+b"+c+3(a"b+ab+ac+tac+b'c+bc)+46abc 
» = ad'+05°+c°+3(a+b)(a+c)(b+c) 
» +3abc=@a°+0°+c"+3(a+b+c)(ab+ac+bc) 
>» Ha He = (0+c)+(c+a) Ha+b)+6adc 
(a+b+e) + +04 = Date) (ab ++ 
8abr(a+b+c)+2(a"b"+ ac +b"c?) 


(a+b+c) +40 +c— 
(a+b) +(a+c)'+(b+c)'+3x4abca+b+c) 
(a+b+cY = ab + ci Hi(a+b}a+c)\b+cXa +8" +c+ab 
+ac+bc) 
(4+0+c)Y +(a'+0'+c')+4abc(a+b+c) = 
2i(a+b)(b+c)}+(0+0)"(ct+af*+(cta)a+5) 
a(b+c)+b(c+a)+c(a+b} = (a+b)(b+c)(c+a)+4abc 








$4 Cls 


Y 10 ke Cis.). Cls’k = Cls n role _)A) Df 


Si À es classe, CIs’k, lege « classe de >» indica classe que 
continere in k, vel omni classe +», que satisfac ad conditione 
xd. | 

Si x es classe de numero, et a es numero, tunc «+ indica 
classe de numero que nos obtine, si nos adde ad singulo nu- 
mero v, numero «; vel es classe composito de omni objecto 
x, reductibile ad forma = y+a, ubi y es aliquo individuo 
de classe «; in symbolo : 


u,r,0e CISN, . dEN, Di 








41 uta=aauy3e — y+0)] Dt 
Toni + eo Df 
3 ute — way; (YEU . SET. à = y+S)] Df 
6 ‘4 atu=zuta ‘5 +e =v4a | Comm +}! 
| 6 +40) = (+e) 4060 = +4+w%0 i Assoc + | 
7 at(auv) = (a+ ua +) : Distrib (+) { 
| + (uv) = (+ ru + 0) » 

4 


do 2 «we ClsN .a,beN, . }: 


4-3 (X | +) P11-3 Df 
| 4 auzua SO srzriie 6 mo) = (un)ND = umo 
| 7 a+) =autar 
| ‘8 u(a+b) Duatub 9 ira) D) arto 
| 
Yo 3. ee CISN,. GbeN, 7). 
4-3 (| +) P1°1-38 . Df 
‘4 Nutro) (a) xa) 50 (Xe) = 
‘6 (MN = «Nadb) 
‘7 (XD Da x Mr 8 un” 








so N > 
% 10 N=N+l Df 
N,, lege «numero naturale », indica successivo de numero. 
4 NON 
[ aeN, . b=a+1. $4+12 DD. beN, (1) 
(1) . Elima DI: A Nfaxb= a+1) .D. beN, 
(2) . DfN, .D: beN, .D). dbeNo (3) 
(3) . Oper da .D. P ] 
2 No= = 40 (9) N, 
[ $+1: 1. &1°2 . P-1 D. 0DN6. NiDN I $P3:2 .). AN, D No (1) 
1. 010 (2) 
Df N, .D: agN, DD. a+1 EN, (3) 
(2%. (3). Induct .D. ND04N, (4) (1). (4) D.P ] 
‘3 Ong N, 
[ $+1:5 Di aeNo, . b= a+1 I. de0 
Elim a . DfN, .D: bEN, LI). bmet0 
Comm(=,e) .7}: beN, 21). bemtO 
Oper da .7). N, D =0 
Transp .). 059 N, 
$12 .7). P | 
‘4 N, = N00 Dfp 
[ P:3. Operet0 .D. No=t0 . = Nye. NjeOÜ=N, (I. P | 
‘5 NN, = (0 ‘60—=2N,eN, 
% 2. ab,,deN, y o 
0 dba. be a+N, Df> 
‘01 a<b.—=. b>Aa Df< 


Nos dice que d es majore de «, et que a es minore de b, ef nos scribe 
b>a, a<b, quando d es summa de a cum aliquo numero naturale. 


02 a>b>C. =. a>b.b>c . ' Df 


4  C>b.b>a.). > 
[ æ,yeNi . c=b+y. b= a+e DID. c= 1+x+y =a+(r+y) (I. c>a (1) 
(1) . Elim(æ:y) .D. P ] 
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— 


‘2 b>a.—.b4e>aUu+c 


| ceN, , d= a+ D.bte = abete = a+. dre > ate (1) 
MEN, . bic = atete. 84 P45 D). b= a+ DD. 0>a (2) 


(1).(2) . Elim e DD. P | 


‘3 b>a.d>cC A b4+d>a+cC 
[ Hp. P:2 DD. b4d > a4d. a4d > ate. P:1,D. Ths | 


‘4 AD) da, 4x0 [ P1:2 D. ae OuN, 2. P | 
5 ADAAZD y, Ab 
[| aeNg.db=0. P'4 I). P (1) 
a,beN, . a=bD D), a b+1 (2) 
i . ab II. » (3) 
. CeNy . a=bH-(c+1). P4 9), a= DIL Lu, «> Db] (4) 
. 4>b . (4). Elime .D. “ (5) 
: a=b 4. ab sv. a>b : (2)(3)(5) Da 
a b+I y. a= 41 ww. a> b+I (6) 
(1) . (6). Induet .7. P ] 
"6 4>û) | Om N, DD). a+ me 14-N, | 


% 3 abeNn, i 0 ba =. ab =, bea+N, DfS 
to) NI fr" ITA) Dfp 
’ «=. b>A y. da Dfp 


L 1 L] 
19 —» 


tu) 


M 40 aeN,.bhea4N, I a“b—(a4N){bEN) © Df.. 
‘1 n = N,rra(a<r<b) Dfp 
tb indica classe de numero inter a et b. 
"2 CAEN, . DEA +N, ia c4(1°"D) =_= (Ha) (c++) 
Distrib(+,'") 
‘3 ae, a aa =ia 
a,beN, ._). 


‘4  (0**a)+ (00) = 0: (+50) Distrib(0**,+) 
+ MM Lie RETI EE o 
6 asb=0"a D)Ob=. te 0 Dfp 


7 N= NX(a+1) +0" 


Y 9. abeeNn. } 
‘4 beNxa.ceN,Xb ._). ce N,Xa [{(xj+)P2:1D P | 
2 beNXa ._). NXb _)NXa 
[ P:1, Export .D.. aeNy . be NoXa .Di ce NoXb .D. ce N,xa 
Oper ca ,2), P | 
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3 b,ceNxa._) b+ce Nxa 

[ æ,yeNo . b= xa. c= ya D.dbte=(x+ya ID. b+ce Nxa (1) 
(1) . Elim(æ;y) .-D. P | 

N,Xa+N,xa=N,xa [=P3] 
b,b+ceNxa ._). ceNXa 

be N,Xa ._). bc e N,Xac 

m,ne N,Xc ._). amtbn e N,Xc 

aa+1) e 2N, . at+1)a+2) e 6N, . a(a+1X2a+1) € 6N, 
a+b e 2N, =. a,be 2N, nv. a,be 2N,+1 


x + 


Ò 00 > 


% 6. ab,cdeN,. ): 
‘0 a>b .) ac>be 
| TN, . a=b|+x DID. ac=bc+xc YI. ac > bc (1) 
(1) . Elima .D. P] | 
4 ac>be ._). a>b 
[ PO. ad I. ac S bc . Transp D.P | 
2% a>b .=.ac > bc =P:0:1 ] 
8 a>b.c>d _) ac>bd 
[ Hp . P'0 DD. ac>bde . be>bd I. Ths | 
‘4 a>b.c>d ._) ac+bd > ad+bc 


[ Hp. x,yeN, . a=bt+x. c=d+y ID. ac+bd = 2bd+by+dx+xy . 
ad+-be = 2bd+-by+-dx I. Ths | 


k 7 «bm,neN, y 


4 a>b..). a" > db 
[m=1.. P (1) 
mEN,.a>b. am>bm TY. am+1>bm+i (2) 

(1) . (2). Induct .D). P ] 


2 al. m>n_ ID) a > a” 
[ Hp.peN,.m=n+p.2. dNn+p}=aMmXaNp . afp>1 DI. P ] 


de 81 N'DAN VAN, +1) 
[ No =2Now(2No-+1) . @No) DAN. (2No+1} D 4No+1 DI. P ]. 
No D 3N, v (3N+1) | N >) 4N, vu (8N,+1) 
NS I ENV (5N+1) v(0N+4) N° D NU (IN +1)u (IN,+6) 
NS DN UV (ON +1) U(9N,+8) N°7) 5N,U (EN, +1) 
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® 9 
0 N DNPENENENS i BACHET a.1621 p.241: 
« Omnem autem numerum vel quadratum esse vel ex duobus aut tribus 
aut etiam quatuor quadratis componi, satis experiendo deprehendis. » | 


2 N'+N) _) NeN/ i ALCHODSCHANDÎ 4.992 | 

3 N/+N/DNeN | FERMAT t.1 p.327 | 

4 neN+3.DNS4NSDNeN® | FERMAT t.1 p.291 : 

«Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadrato- 
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem 


in duas ciusdem nominis fas est dividere: cuius rei demonstrationem mi-. 


rabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet ». : 


dg 11. apbeN, ue =D ._). 


4 d+4D>2ab | P6:4DP ] 
‘2 2405) > (040)? [P1DP] 
‘3 (a+b} > dab + EUCLIDE VI P27 | [| PHP] 
4 d'+b > ab(a+b) i HARRIOT p.79 | 


| P:1.D. (&’-Hb'Va+b)>2abla+b) D. P | 


Ad+-0%) > (a+bX a+") 
[ P4 9. 2A LP abia db jai DI. D] 


6 4045) > (a+bŸ 

| P:5.D. 4849-400240). P:2 DI. P ] 
7 Ha +a +0) > (a +ab+P"Y | BERTRAND a.1855 p.142 | 
8 Xe 4+-aD 4-1) > Zaha +b%) 
9 4(a*+ab+bÈ) > 3" (ab+tab) i HakRrIOT a.1631 p.88 | 
‘91 3C+4abtab'+D8) > Leb +ab+0) 


x 


e 12 ab,ceN, ma=b==c) .). 
44 04+bD+>abbac+be |P1L1DP] 
‘12 KA+0+c®) > (a+b+c) > Kab+ac+be) [P-115P] 
‘13 aber. a+b>C.). 2ab+ac+bo) > ++ 
[ Hp .D. (b+claa*. (c+a)b>bd?. (a-1-b)e>ce® DI. P] 
45 24H 4e) >a(b+0)+0c+a)+cXa+4+b) [ PILA] 
. 146 8(0°+24+0) > (a+b+cXa"+b+c) [ P-15 DP] 
‘17 ++) >(a+b+cXabtac+be) [ P-11. P-16 .D P] 


IL & N, il 


‘18 Ja +b + > (a+b+c) [L‘16.P.12.DP] 
19 ab+r)+4b"(c+a)+{a+b) > babe [P111.2DP] 
‘20 a +b + > 3abc [P-15 . P-19 .DP | 
} ‘4101201920 HARRIOT a.1631 p.84 | 
‘21 8(a"+b'+c) > 3(a+b\a+c\b+r) [P-15 . P-20 .DP] 
‘22 (a+b+cXa*+b°+c") > Jabc [ P-19. P-20 OP] 
‘23 2a+b+cXa ++ a (b+c)+b c+a)+c\a+b)] [P-159P) 
‘24 (a+b+c) > 3abc [ P-19. P-20 D.P] 


:HARRIOT a.1631 p.85 : « Si quantitas secetur in tres partes ina- 
quales Cubus è tertia parte totius major est solido è tribus partibus inæqua- 
libus. Si sint quantitatis tres partes inæquales p, 9g, r, est... 


p+q+r 
p+q+r > 27pqr 
p+q+r » | 
‘25 (a+byb+cXc+a) > Sabc [ P-19D P] 


26 ++ able > b+OH c++ Na+) 

27 a>b>C.I. b+be+tera > ad'etb'a+c’b 

‘30 (ab+ac+br} > 3abe(a+b+c)  [ (be,ca,ab) | (a,b,c) P-12 D P] 
31 a +b + > bea +b+c) 


| (a?,b?.c8: | (a,b,©)P:11 (9. af+86+c > ab°+atci+b'e ‘1: 
(ab ac bei] (a,b,c)P'11 D. abat > abela+b4+e 2 
Se 5 PI 


‘32 ((+4-b+cX 44-02) > (++ cc 


% 13. a«b.c,deN,  da=b=c=d) .). 
1 AL+P44+d)>(a+b+c+d) 


2 HA HP +) > Xab+ac+ad+bc+bd+cd) [P-1DP] 

‘3 Yak+b+c4d} > » » ) (P:2DP] 

{ «23 MACLAURIN a.1726 LondonT. t.34 p.109, 104, 112 

‘4 abe,deN, (ad = bo). I. (40) (+) > (ac+bd) 

5 ab,e,deN, . (ad = be)... (d'd4+0) (c+d) > (a+b)'c'd' 

6 ab,cde.feN,. «(aef= bdf= cede) .). 
(A+8+)x(d'+e+f*)>(ad+betcf) 
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R 14 ab,meN,. ab . ). 
‘4 a*hppets > aba*+b") 
[ Hp. a>b I. am1>5bnt 1, P64 D. P ] 
‘9 Man! +1) > (a +b)®+! 


Yo 15. ab,ceN, i: 
‘4 d'eNnd —. ae Nd ‘2 a'eNd .—. ae Nb 
i EUCLIDE VII P14-17: 
°Eay teroaywros tetodywvoy uetor, xai 7) nlevod tir nlevoûr ueronoe 
xai êar 1) rlevoà tv nlevoar netoij, xai È Tetodywvos TÒv tetodywvoy 
HETONOEL. | 
"Eay xübos doduòds xvfovr dovduòr uerorj, —— 


__ __ ______— _  — , pal 6 xifoc tv xifov 
— ì 
$ 














ae N,Xb =. a” € N,Xb" i EucLIDE Vu P6 | 
‘4 a+b£3N, . 7). abe3N, : a'+b'e7N, ._). ae TN, 
50 a=b4+ I). be 3N,vceE3N, . be AN, ce AN, 
ae 5N, 4 bE DN, U CE DN, . abc EZX4X5XN, 
‘ { FRÉNICLE a.1676 p.76-79 ! 
‘6 me2NH+L ._). a"+b" e N,X(a+D) 
ne N,s3N, ._). 0*+a"+1eE N, X (a"+a+1) 
| i EULER Op. post. t.1 p.186 | 
‘8 EN.) «N° i EUCLIDE IX P6 : 
°Eav doruds £avrdr nollanlaodoas x6fov nou, xai adros xÜBoc Ectau. | 
[ a,beN,. «= LD. a'=bXb" DD. ale Nixb?. P15:1 .. ae Ni, Xb 
a,b,ceN,  azbe Ai D. be D. c'=b D. a D. aeN ] 
‘9 (NXaN. = NX { P15:1 .2. P ] 
Y 16. «en, ._). 
4 a+1,0+18E2N}. = al un cio) FERMAT t.2 p.434 { 
2 a42eEN).=. a =) 8 -LeN =. a =2 sv a=1I1l 
i FERMAT à.1697 t.2 p.345: 
«... il n'v a qu'un seul nombre quarré en entiers qui, joint au binaire, 
fasse un cube, et le dit carré est 25... » 


«... si on cherche un quarré qui, ajouté à 4 fasse un cube, on n'en 
trouvera jamais que deux en nombres entiers, savoir 4 et 121. »! 
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‘4 ad+ae£2N ._). a=1 i FERMAT t.1 p.341 } 
‘5 a(a+1l)(a+2)a+3)+1 € N° [ = (a843at+1? ] 
6 a(a+1), da+1)(a+2) «e N° UN? 


"7 2X(NSHNI INNO. (N'+N0)XN+N3 INN. 
(2N,+1)e(8N0+7) ) N04+N+N/ } LEGENDRE a.1797 p.398 | 
2N,+1 _) N'+N'+2N » » 
neN, DI (NN +N0)* D NU4N'+N 
8 N4AIDPDN'+N'+N + N° 
i P. TANNERY IdM. a.1898 t.5 p.281 | 


‘9 (8N,+T)XN D N'+N4N/+N/ | 
i FERMAT a.1636 t.2 p.66: 

« Octuplum cuiuslibet numeri unitate deminutum componitur ex quatuor 
quadratis tantum, non solum in integris sed etiam in fractis ».| | 


do 17. 
‘4 GEN,.d'EN'H2N) . ). ae N'42N) 
i FERMAT t.1 p.340 ; Dm. EULER Algébre t.2 c.13 | 
8 N/+NS D) NN, i FERMAT t.1 p.340 | 
6 N'XUAN,+3) DN«N'+N) !FERMAT a.1640 t.2 p.203: 


« Un nombre moindre de l’unité qu’un multiple du quaternaire n’est ni 
quarré, ni composé de deux quarrés, ni en entiers, ni en fractions ».| 


7 N*x(8N,+7) DNe(N+N+N3) | FERMAT voir 9:22 | 


do _ II. 
so — 
Îe 10 an. be a+N,.). b—a = :1[N," x3(&+a —b)] Df — 
4 » » hb-a EN, . ((-a+a = 
{ Hp .D. 4 Non r3(0= r+a) (1) 
Hp . æ,yeN, . b= rta. b= ya. $+45 D. ay (2) 


(1). (2). &#P"1.D. b—a e Nn rata =D) |] 

Si a es numero, et b es numero superiore aut æquale ad a, tune ba, 
lege « d minus «>» indica illo numero .r tale que .c |-« vale d. Definitione 
de signo —. 

Si nos opera per signo .r— super ambo membro de definitione, id es, si 
nos scribe e= ante ambo membro, nos obtine 

r=b-a.=. c2I[Nnr3(x-:-a =D) 
Si, in loco de x=, in secundo membro, nos seribe res (per $t1, et si nos 
mene que : et ? se destrue, nos habe 
e=b_—a =. re [Nona + =D 

Nos distribue signo re ad duo factore logico de secundo membro, et 
supprime merz, que mutuo se destrue, et habe 

ez b_a =. EN Lpd =b. 

Viceversa, de ultimo propositione, si nos extrahe signo b—a in primo 
membro, nos deduce definitione de —. 


‘2 abeNn,._). (b+a)—a —=b 
[ (ba) | P1.5. [(b-!-a a] +a = b+a. $4+45 D. P ] 
‘3 aeN, ) a 0=4 . aa =0 
[ a+0 =. Oper-0. Opera .D. P ] 
‘40 a,b,ceN, .2. 
a+b—ce = (ab ie. a—b+ 6e = (abc. a-b-e = ia—b;-c Df 
‘8 b,ceN, «€ D+c+N,._) a—(b+e) = a —b—c 
[ a—-b—c+(b-+c) = a—b—c+ic-+d) = a—b—c j-c-+b = 
a—b-t+-b = a. Oper —(b ;-c1.7. P | 
‘6 a,ceN,. be c4+N, .). a+(b—c) = a+b—c 
[ a4(b—c)- Le = a-+[(b—c)+c] = 446. Oper—c .D. P ] 
‘7 ceN,.bec+N,. ae b+N, ._) a—(b—c)—a—b+c 
[ a—-dH4-e+(b—c) = a—b+ci-b—c = a—-0b--b-c—e = a—b+b=a . 
Oper—(b—c) .D. P ] 
‘8 Db.eeN, de b+N, . ) a—b+c = a4+c—b 
[u-bt+e=cet(a-b=cepa—-b=a|-c—d ] ; 
‘9 b.ceN. ae b+c+N, abc = a-c—l [ P52P ] 





OS — ST / 45 





% 24 GbEN,.a>b.). a—b EN, 
‘2 4abEN,.a>b.ce a4N,. 7). c—a << c—b 
[ Hp.D. a—beN, .(c—a)+ (ab) = e—b DI. Ths ] 
‘3 ab,ceN,.a>b.be CHN,.) 4—c > bee 
[ Hp.D. a-beN,. de = b-0)+ ab I. P ] 
‘4 a,b,,deN,  a>b. cd. b=d DD. a-c > b—d 
| Hp.D. ae > b—c.b—c> b-d I. Ths |] 
Æ 31 VEN, ue b+N DÌ. (ab) = ac—be 
[ Df— . Distrib(X<,-51 .D. ae = [(a-d}+d]e = (a—b)c+be DID. P ] 
2 DEN, . aebt+N,. re d4N, ._) (a—bc—d)= ac+bd—bc—ad 


ST / 
Y 10 den, .LEN,Xu I. b/u—aN,nzs(æXa—b)  Df/ 
» » b/uEN, . (b/axa=b 


abeN, . 7). (bXa)/a = D 
EN, D). a/1=a . a/a=1 
a,b,ceN, >). axXb/c = (axb)/c . 
a/bxe := (a/b)Xec . 
a/b/c = (a/b)/c Dt 
3 DbreN,. de bXCXN,.). U/(bXc) = a/b/c 
‘6 «,cEN,. DE CXN, ._). AX(b/c) = axb/c 
7 
8 


È dd — 


ceN,. be CXN, . ae DXN, ._). a/(b/c) = a/bxc 
D,cEN, . E DXN, . _). a/bxe = uxb/c 
‘9 Db,ceN,. ae bXCXN, DI) afb/e = 1/c/b 
Î 241 ceN. abe NXxe._) (4+b)/c = 4/c+b/c 
[ «le+b;c)xXe = afexe+bfexe = «a +b . Oper je .D. P ] 


2 ceN,. a,beN xe. a>b._). (a-b)/c = a/c—b/c 
| (a—-b)/ct+b/ce = afe . Oper—b;e .D. P ] 


N X; /) 1) | (No +, —, 0) $_ P1-0-"9 D. $/ P1°0-"9 
Lége bla «b diviso per a », vel « d ind ». Ab plure P de $— nos deduce 
P de $—, si nos lege N,, X, /, 1 in loco de No, +, —, 0. 








$8 num 
‘0 ueCls Y: numu —0 .=. u=/ Df 
‘4 ueCIls. meN, . ).. | 
numu=m+1.=:Yw:x8u._),. num(wmr) =m Df 


2 ueCls. _).. numu=1 =: Yu: 2,yEu. )x,y. A —Y 
[ Df-1.)  numu =] .=: qu: re Doe . num(u=1x) —0 


Df 0 » > » . unt ZA 
Transp » » » . UD) x 
Oper ye » » » . (yeu Dy y=ar) 
Import _DP ] 
‘3 num 4x —=1 ‘4 in€eN,.). num lm =m 


‘3 ureCls.u )e.numeeN,._). numu € N, . numu < nume 
‘6 u,reCls. numu, num EN, . un =/ ._). num(wo) = 
num + num® 


Si es classe, nos defini « numw », lege « nuinero de «>», per induc- 
tione, ut seque: 

‘0 Numero de « vale zero, quando « es classe nullo. 

‘1 Et numero de « vale m+1, quando numero de « differente ab uno 
suo elemento arbitrario x, vale m. 


$9 max (maximo) 


Î 1. ue CISN,.a,beN, . }: 


0 MAX — 7 4 LIYE Una. y. YZ) Df max 
‘4 » » (YEU «dy YI) Dfp 


[ PO. Transp .D. P | 


Si uw es classe de numero, per « maximo de « » nos intellige illo & et x 
tale que, si y es numero arbitrario de classe «, et differente de x, seque 


y LT 


‘2 x= MAXU .—: LEU : YEU. )y. SY 
[ P'1. Oper ee D. P ] 


‘8 max cda =a ‘4 a>b.). maxia yid) = 
5 max —=1unm3(n 02) Dfp 





II. $9 ma: 
‘6 ba ._). max(a-b) —b 
"7 (0a) (0°) = 0" max(a a 
+8 au. MEN ed UNInt+N,) 
{ Hp. m=0 2. 0= maxu .D. Ths 
me; : ue Cls' No. qu. equeelim+tì, 
A Un (Mm+14+No) D: meu du. n: 
Hp{2) . meu .7). m= maxu .D). ms 
Hp(2) . m=eu DI. -4 uNm+N,).n 
Hp(2) . (3) . (4) .D. maxu e No 
(1). (5). Induet D. P |] 


M 2. «veCiIsn,. max, max, 


‘4 max(/uT) = max Mmaxuy'! 





‘2 max(u+7) = (maxu)+(ma! 

[ Hp .-D. maxu eu . maxv ev .T 

xeu.yev.s2LXt+y ._). XSMAXU 

ze utv . (2). Elim(x;y) (D. z:: 
(1) . (3) . Df max DD. P ] 


3 max(uxr) = (maxu)x(ma: 
4 ECls’N,._). max (uv) = 
‘8 agN, . ). max N, nes(ae N 
6 


maxu Eu .=, num EN, 


$10 min (1 


gt l'os (min, << | (max, >)£ 
‘5 «eCls’N, ._). mins — ww. 
7 Q,bEN, ._). (0a)}40:b) =: 
‘8 ueClsN, . A ._). minu er” 
‘9 minN=0 . minN,=1 


Y 2. min | max $max 21-44 


8 ve CIS'N,._). maxu = mir 


6 > : minu == Ma; 





Il. 


$11 quot (quoto) rest (resto) 


Îe 1. a«beN,.cleN,._). 
‘0 quote, c). = max[N" v32Xe Su] Df quot 
‘4 quot(a,c) EN, 

[ 0e None cea). Nora re Sea N). $max LH. P ] 
2 quot(0,c) =0 [ quotid.e) = max[Nyr re cs) = max =0 ] 
‘3 quotia, 1) =a |quot(a,1) = max! NonrstrSn); = max 0a =a ] 
‘4 quotiad, cd) = quotic,e) | 

[ quotiad, cdì= max Nfnxs.cdx S ad) = max Nynr3(ex a) = quot(a,c) ] 
+ cxquotia,c) St < cX[quotia,c}+1] 


‘6° quot(a,c) = Ne ralxXC St. (+ DXr >a] Dfp 
‘7 quotiuc+d, c) = «+quotd, e) 
[ P53_D. co quotid.c) S b < c|quota,e +1] 


Opertace (ID. ela-4+-quot(b,c)] £ act < c[a--quot(a,e) 1-1] 
P:6 I. l | 
+8 quoti«, cd) = quot quot(a.c),d] 


| dXxquot|quot:a,e).d] < quota,e) (1) 
quot: a,c) € dX'quot{quot(a.c;.d]--1: | (2) 
(2) (DI quot(a.c)-+1< d'X;quotquotd,e) d|-L1: (3) 

eXquot(a,c) Sa (4) 
a e <{quotta,c):; 1] (5) 
(1). Oper Xe. (41.7. edx<quot{quot(e,c).d] Sa (6) 
3). OperXe. (91.7. a< cdi quotfquot(a.c),d]} +1 17) 


(6). (DD. P | 


% 2. Hp Pl.): 

0 ar. quote) =0 1: «Sc .=. quota) EN, 
1 > I. quote) = quotib,r) 

2 e>d .Y). quotu,r) < quota d) 

3 be <d YI). quot(a,c) = quot(b,d) 

4 quota +b, c) = quot(a,r) + quot(b,r) 

3  quot(t+b, c) < quot(a,c)+quot(b,r)+1 

6 > quot(b,c) =. e >D 


II. $11 quot rest 49 


‘7. quot(a,c) > quot(b,d) =. ad > be 

‘8 CX quot(4,d) < quot(uc, d) < [quot(a,d)+1]c 

‘9 quot(4,c) X quot(b,d) < quot(ac, bd) < 
[quot(a,e) +1]X{[quot(b,d) +1) 


XY 30 an, . beN xa. >). quot(b,a) = b/a 


M 4 abeN,.c,deN,. ): 

‘0 rest(a,c) = a— cXquot(a,c) Df rest 
‘a a=cXquot(a,c) + rest(a,c) | =P0 |] 
2 rest(a,c) <C 

| $quotl:5 .D. a<cX[quot(a,c) +1] .D. 4—cXquot(a,c)<c. Df rest .Y. P] 
‘3 gqreN-a=cq+r.r<e ._). q= quot(a,c) . r=rest(a,c) 

[ quot(a.c) = quot(erg+r,c) = c+quot(r.c) . quotir.c = 0 I. P ] 
‘4 rest(a+bc, c) = rest(u,c) 

[ rest(a+bc,c) = a+be—cXquot(a--bc,c) = « j-bc—cX[b+quot(a,c)] 


= a—cXquot(a.c) = rest(a,c)] 


5 restiad, cd) = dxrest(a,c) 
[ rest(ad ed) = ad—cdxquot(ad,cdi = ad—cd;<quot(a,c) 
= dX[a—quot(a,c:] = dXrestra,e |] 


‘6 rest(a+b, c)= rest[rest(a,c) + rest(b,c) , c| 
| a= cXquot(a,c)+rest{a,c) . b= cXquot(b,c) +rest dc) .D. a+b = 
cx[quot(a,c)-+quot(d,c)]+rest(1,e) Lresth,c) .D. rest(«+b,c) = 
rest{rest(a,c;+rest(b,c),c] | 


+7 rest(th,e) = restfrest(a.r)xrest(be) e 
8 REN, ._). rost(e,c) = resti[rest(d,0)]", € 


% 5. HpPl._) 
‘o rest(0,r) =0. rest.) 0 1 rest[restia,e), c] = restia,e) 
‘2 rest(e,e) = rest(b, c).=. rest(4+d, r)=rest(b+d, e) 
8 ar ._). rest{a,ri = 4 >.) 4 > 2 resta,e) 
de NX =. restid.e)--0 
‘6 rest(e,r) = rest(b,c) . _). rest{ad,e) = rest(bd,c) 
7 restl(a+b, cf = rest(b,e) DD. de NXe 
‘8 rest(a,r)+rest(b,e) e NXe DD. «tbe NXe 
9 rest(e8,6) = rest(e,6) . rest(e8,4) £ (0 461 


Foumul. t. 5 +. 
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% 6. HpPl.). 
| ‘4 quot[rest(a,c), c] —0 . quot[rest(a, cd), c] = rest[quot(a,c),d] 
| 2 rest(a,c}+cXrest{quot(a,c), d] = rest(a, cd) 


| ‘8 aSc.quota,c) se dXN,._). 
| rest(a, cd) > rest(a,c) . rest(a, cd)—rest(a,c) e CXN, | 
| 


quot(a+b, c) = quot(a,c) + quot [b+resta,c), c] | 
quot(a,c) = quot(a, c+d) .=. rest(a,c}= [quot(a,c)]xd 


c>d .): quot(a,c) =quot(a, c—d) =. 
c— rest(a,c) > [quot(a,c)+1]xd 


quot(a,c) = quot(a+bd, c+b) .=. rest(a,c) = [quot(a,c)—1]xb 
max Nw3}quot(a+æ,c) = quot(a,c)} = c—rest(a,c)—1 


i ac= .). quot[a,quot(a,c)] = c+quot[rest(a,c), quot(ac,)] 
sE ———— rest{a, quot(a,c)] = rest [rest(a,c), quot(a,c)] 


è è 


| 
i 
| 








Il. DI 


" $12 €fr 
aeN, . neN, ._). 
‘o Cfr,a = rest{a,X) , Cfr,a = Cfr, quot(a,X") Df 
‘4 rest(a,2) = rest(Cfr,a, 2) . rest(a,5) = rest(Cfr,4, 5) 
[ a = Xquot(a,X)+Cfrga . X=2x5 .D. P | 
‘2 rest(«,4) = rest(Cfia+20Cfr,«, 4) 
[ rest(a,4) = rest[X®Xquot(«,X®)-+-XxCfrja--Cfraa . 4 ]. 
rest(X?,4) =0 . rest(X,t)=2 DD. P] 
‘3° rest(a,8) = rest(Cfr,a+2C0fr,a+4Cfr,a, 8) 
‘4 GE2N, =. Cfra € 2N, : de dbN, =. Cfrae 5N, 


di») Cfr, ad E Wurluttutbut6 419 
Cfr, a =6 .=. Cfr, a' e 2N,+1 
GE (2N,)}(5N,) ._). Cfr a —6 
ae NA2N ON.) . D). Cfr, a' =1 
ameN, ‘D): Cfr = Cfr,a . Cfrja""* = Cfr, a" 
ME (ANMAN +1) .2). Cfr, 7 =0 
me (AN+2M4AN, +3) . 2. » 4 
Si a es numero, Cfroa indica « cifra de unitate ». et Cfr, a indica « cifra 
de loco », ante unitate ». 


$13 ord 
a,beN, ._). ‘0 orde = max Nu3(X"<a) Df 
‘1 XMrda S a < XNorda + 1) 
2 ord(a+b) = max(corda + tordb) 
< » +1 
a>b ._). orda < ordb 
‘4 ord(axb) < ordu + ordb 
» = orda + ordb + 1 
5 bxorda Z ord(al) << bxorda+b 
a>b .). ord(u—b) Z orda 
‘7 a>b .Y). ord quot(a,b) < orda — ordh — 1 
» = orda — ordh 


orda, lege : ordine de «. Numero de cifras de « vale orda + 1. 


cò 


ì 





EE ES 


52 IL 


Sid ! C 
lo o=1 : «eN,.) (a+1)}—a!x(a+l) Df 
O1 abeN, DI. a4b=at(0!) . ada) 
aXb! = aXx(b!) À ajb! = aj(b!) : Df 
‘1 abeN,. _)(at+ble N,xX(a!Xb!) i B. PASCAL t.3 p.274: 


«Omnis productus a quotlibet numeris continuis est multiplex producti a 
totidem numeris continuis quorum primus est unitas.» | 


Notatione a! « factoriale de « », introducto per Kramp a. 1808, es plus 
diffuso que notatione I/a, |". | 


Îe 2. nneEN, . ). 
0 C(m0)=1 . Ca, n+l)= CG, xX(m—n)/(n4+1) Df 


Numeros C(m<+1,2), C(m+2,3) es vocato ab Pythagoricos (Jamblicho, 
Diophanto, Boetio ...) « numeros triangulare, pyramidale, figurato ». 


Functione C(m2,7), aut Cu,n, se inveni et sub formas 
A (Euler, mu (Cauchy), 2 (Raabe), mn, etc. 
et es vocato « numero de combinationes de m objecto ad # » (Pascal: 
4 Cn,l)= in. Cm) =1 
‘2 Cim+n,m)—=C(m+n, n) i PASCAL t.3 p.284: 


« Duo quilibet numeri æque combinantur in eo quod amborum aggrega- 
tum est. »| 


‘3 COn+1, 241) = Cine, n+1) +C(m,n) 
4 men+N, D) Cin+1, n) = C(n,n)xX(m+1)/(ne—n+1) 


8 COn+1, 2+1) = Con, 2)X(n+D)/(n+ 1) 
i PASCAL t.3 p.289 | 


‘6 peEN,. neptN, . ne n+N, DD) C(n,n)xC(n,p)= 
C(12,p)XCGrt—p, 1—p) 


7 MEN.) CC) = numiCIS' Eu 5.3 nume =70)]) Dip 
80 EN, une DEN). Con = ne / fut Gin] Dfp 








IL. 53 


$15 mit Dvr 


% 1. a,b,ceN,. ): 
‘o mlt(a,b) = m(a,b) = min [(aXN)"(bXN,)] Df m 


= minimo commune multiplo de a et b. 
In praesente $ nos scribe m(a,b) et D(a,5); in $ successivos nos ute no- 
tatione plus longo mlt{a,b) et Dvr(a,b). 
Notationes m(a,b), D(a,b), introducto per Lebesgue a. 1859, adoptato 
per Lucas. es hodie de usu commune. 


‘04 » = =@X min[N,ny3(ay e N,Xb)| 
‘4  m(a,b) EN, . m(a,b) £ NxanN,xb . m(a,b) S axb 
['axb e (Ni XaNN XD) D. (Ni XaY{N:XD) . $min 1:8 .D P ] 
2 m(a,a)=a . m(1,a) a 
| m(a,a) = min(axN, naXxN,)= min(axN,;)=axminN, =ax1=a | 
| m(1,a)= min(NinaxN,) = min(axN,) =a | 
‘24 m(a,b) — m(b,a) [ Commn D P ] 
‘8 az N,xXb. ). m(a,b) a 
[ Hp .D. NiXa D NiXb .D. (NiXa) NN; Xb) = Nixa .D. m(a,b) = 
min(N,Xa)=(minN,)xa=1Xa=a ] | 
4 ae N,Xb =. m(a,b) —=a [P32DP | 
‘5  m(ac, bc) = cXm(a,b) Distrib(x,m) 
[ m(ac, bc) = aXxexmin[N, n ysaxexy e NXbxce)] 
= a X min[(N,nys(ay e N,Xb)] x ce = m(a,b) xe | 
‘6 NxanN,xb _) N,xm(a,b) i EUCLIDE vii P35 } 
[ e=m(a,d) . ce (NXa)MN,Xb) -D. rest(c,æ) e 0°--(xe—1) ANoXaA)\{NoXb). 
ql (e—1) NNoXam(NoXbd) .D. rest(c,x) 0 ID. ce NXm(a,d) | 
‘7, NXxanNxb=N,X m(a,b) [P16DP] 


‘80 m(a,b) =2N nx3[ Nxae = (N,Xa)n(N,xb) | Dfp 


% 2. ab,ceN, . ): 
‘4 axbeN,xm(a,bd) [ aXbeNXanN,xb.P1:6 .D P | 


2  abeN,XC .). axb/m(a,b) e N,Xc 
[ Hp .D. abfce NiXanN,Xb I. able e NXm(a,d) .D P | 





IL $15 _Dvr _ 


‘30 axbe N,XC .). axb/m(a,b) e Nxce 
[ a= [ab/m(a,d)]Xma,b)jb ] 


4 Nrhrz(a,be No) = NX nra(axb/m(ab) e Nr) [| = P'23 | 


% 3. ab,ceN, . } 


‘0° Dvr(a,b) = D(a,b) = max N, n wa(a,be N,Xr) DfD 
= maximo commune divisore 
‘04 » == max(N,na/N, n b/N,| Dfp 


02 D(ab — ab/m(a,b) 
| DfD .2. D(a,b) = max N, nirsa,be N x) 
PIT. » =maxNnxs|ab/m(a,b) e N x] = ab/m(a,b) | 

‘4 D(a,b) EN, . abeN,xD(a,b) 

[ le Njma/Nj mn b/N, . ag Ni NAN BIN, (N). $maxl:8 .D. P | 
2 Daga =a … DO =L .: DM = IXba) 
3 aeNyxb .). D(a,b) —b 

[ Hp .D. a,be N, xd. eg (0 NOM biN D). P | 
‘4  D(a,b) —b =. ae N,Xb 


5 D(ac. be) — cxD(a.b) Distrib(x,D) 
[ P:02. P1:5.. Dace,be) = acxbe | mac be) = [ab/m a,b] xe= Da, b)xc | 
6 a,be N,Xe.). Da,b)eNxe | P5DP ] 


{EucLIDE vi P2: «ddr dprduds dio dortuods nero, xaì T6 
uéyotov GÜTOIV x0IVÒV ILÉTOOY uETONOEI » | 
7  N,rnua/N,;rb/N, = N° D(a,b)/N, 
‘8 D(ab)=1N,0r3(N,80/N = N 0 1/N,0 b/N,) 


% 4 abenN,. ): 
4 a=eNb 7) D(a,b) = Db, rest(4,b) 
[ Hp .ceN, . a,be Nor .D. a—-bxquot(a,b) e Nix .D. rest(a,06) e Nixæ (1) 
Hp. b, rest(a,b) e Note .D. bquot(a,b)+rest(a,b) e Nxe .D. ae N,xæ (2) 
Hp .(1).(2).D. Ninzraa,be Nor) = N n rad, rest(a,b) e Nor]. 
Oper max .D. P | | 





42 D(a,b) = Db, b—rest(a,b)] 
3 a>b._). D(ab)= D(a—b,b) i EFucLIDE VII PI | 
‘4 Da+1,a)=1 ‘5 D204+1,20-1) — I 
6 a€2N,.bE2N,+1.4>b. 7) Da+b, a—b) = Da,b) 
7 a,bE2NH+L1.—-._). ———— = 2D(a,b) 
8 a>b.Dab=1 .). Da+b,a—-D) € 01 402 








II. $15 _Dvr 


Îe 5. abeN, ._): 
‘4 D(a,b)=1 2). m(a,b)=axb 


‘2 m(a,b) = axb/I(a,d) 


Y 6. ab.c,deN, . } 
‘4 abeN,xc.Da,c)=1.0). be N,xc 
[ Hp .D. aba N,xe . che N,xe .I. D(ab, cb) 
bxD(a,c) =b I. P | 
[ Hp -D. abeN,XxanN,Xe .D). abe N,xm(ay 


2 Da,b)=1.ce NxanNXxb._). ceNò 
‘8 Da, bxc) = Dia, bxDa,c)] 

‘4 D(a,c)=1._). D(ab,c) = D(b,c) 

‘8 Dab,=1.aeNyxe._) D(b,c) —1 

‘6 D(a,c) =1.Db,c) =1.=. D(ab,e) =1 
‘1 D(a,c) = Db) = Da,d)= D(b,d) =; 
‘8 Db,e)=1 .). D(a, bxc) = Da,b)x! 


‘9 Dla/D(a,b), b/D(a,b)} =1 
[ Distrib(x,D) .D. D(a,5}x D[a/D(a,dì, b/Dia. 


% 7. ab,cdeN, ._ } 
4 a/b=c/d.D(ab)=1._).c/a=d/ 
[ Hp .D. ad = be .2. bee N,Xa . D(a,b) =1 


2 D(ab)—=D(cd)=1.a/b=c/d..« 
} EUCLIDE VII P20, 21 | 


% 8. ab,mneN, . ). 
‘4  D(a.b) =1 > D(a”,b) =1 
[ m=1 D. P 
meN, . D(a db) =1. D(am ,b) =1. P6:6 9. I 
(1). (2). Induct DM P |] | 
‘2 Dab=1 Ii Da* b") —1 
[ Hp. P1 9. Dam dp) =1. PID P] 


‘8 a,b,meN,. D(a,b)=1 . abEeN"® I. 
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% 91 abeNn+1l. Da b)=1 . ). 
rest(ar,b) | 2° 1°*(b—1) = 1‘*(b—1) 
[ æe 1° (0—1) .D. rest(ax,d) e 1'°(b—1) 
x,yEN, . ty. rest(ax,b)= rest(ay,b) .D). restliy—x)a, db] 0.9. 
(y—x)a e Nixb Di. y—xe N,XD 
x,ye 1°'(b—1). r<yY .D. y—-x se N,Xb LD). rest(ax,b) == rest(ay,b) 
num rest(ax,d) | æ‘1:°‘(b—1)=b—1 .D. P | 


‘2 abeN+1.Dab=1.). aNnn3(a" e Nb+1) 


- -—- ——_ — —_ - — a Te 


% 10. apb,ceN, .). . 
‘0 m(a,b,c) = min(Nxan N,xbn N, xe) Df 
‘4 m(a,b,c) = mim(a,b), c] i EUCLIDE VII P36} 
[ m(a,b,c) = minj(Ni Xa)\XN,Xb)MN,Xc)] 
= minj[N, Xm(a,d)}XN, xe): = m[m(a,bd), c] | 
‘2 D(a,b,c) = max N, n es(a,b,ce N,X:r) Df 
‘3 D(a,b,c) = DIDa,b), c] i EUCLIDE VII P3 | 
| P:3. Oper æ3 .D. Nines(a,be N,Xx) = Njnx3|D(a,db) e N,Xx|]. 
Oper [n x3(ce N, Xx)]. Distrib(3,m) . Oper max . DfD .9. P | 


‘4 ab,ce2N+1 .). D(a,b,c) = D{(a+-b)/2, (a+c)/2, (b+c)/2] 
‘8. D(a,b,c)Xm(ab,ac,bc) : = abc 
m 
6 m(a,b,c) Da,b) D(a,c) D(b,c) = abc D(a,b,c) 
i ‘5-6 LEBESGUE a.1859 p.31,34 | | 
‘7 [N, beN,xa, D(a,b), m(a,b), 1] | [Cls, a_b, av, ab, A] 
I $e1'1°4 2123 3423 41204 
Sy 11213 215253 323 41 S$/ 1412734 


Y 11. abainn,€N, .). 

‘0 D(a,b)—1.uabeN . }). a,be N° 

i LEIBNIZ a.1678 Math. Schr. t.7 p.122! 

4 D(ab=1.). NN = N Sa 

‘2 Dab=1._).(N+1" (a'+08%/N, >) NN 

3° Dab)=1 I. Na(0+09)/N,+1) D (AN+1)v02 

sl N (a'+55)/(N,+1) D (8N+1) 02 

| i N [aN2")+0N2")]/N,t1) D (NxX2"*!+1)2 
} EULER PetrNC. t.1 a.1747-48 p.32 {_ 
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$16 Np (numero primo) 


#% 10 Np=(1+N)=[(1+N)X(1+N,)] Dt Np 
4 DEN,.ae Npe(N,Xb)._). be i luia 

| b,ceN, . ae Np.a=bce. Df Np.D. -{b,ce N, +1) .D. b=1 a. c=1 .. de cura ] 
41 aeNp ._). N na/N, = t1luta [| =P1] 


2 ae Np.be N,-(N,Xa) ._). D(a,b) —1 
| Nina/N,=itluta . asedbjN; DI. Nima/Ninb/N,=41 | 
} EUCLIDE VII P29: 
Ò “Arras nodtos doi udss mods drravia doidudr, dv ui) uetoeï, 1tourôs êonv.| 
‘3 adeNp.b,eceN,.bcEN,Xa ._). bEN,Xau. ce N, Xa 
i EUCLIDE. vit P30: 


- *Eay duo äpiÿuoi nodiazàAacdoartes adlifiovs moddoi tiva, Toy dè yevd- 
uevov ÈÈ aùtibv ueto) ts iodtos dgidiioc, xal Eva tabv BÈ doyîjc uetonozi.i 
[ Hp. P'1.D. D(b,a)e clua (1) 
, Hp. D(6,a) =1 . $D6°1 .). ce N,Xa (2) 
| Hp . D(b,4) 2a I. be N,Xa | (3) 


(21. (3). Operu. (1.2. P ] 
4 GEN+1 2). min[(N+1)Xc/N,)} € Np 


[ ae (NI Ma iN DD. min: Que al Ni) e Ni+1 (1) 
LE (NH IN AIN). ye Ni . ire (Ni LXy D. ye Nit a] Ni) . 
Y<r D). x e= min NEA aNS (21 
ee (Ni +Da;N;) . dE N+ID)X Ni+-1). (2). Elimy DI. 
re= min (N41) afNi) | | (3) 


a= min (NHDANAN,). (30. Trausp D. re (NH EN HLIX Ni t+1)] . 
D. se Np | 

5 N,+1 _DN,XNp » EUCLIDE vit P31: 
“Aus ovrÿeros dorduids bad xowûtov turos dodiod uetoeitai. | 

| ce Njp1. e = min N +1 maiNi) D. re Npa(e/Ny) (D. ae Ni <NPp | 
‘6 nEN, ._) A Np'(n+N) 

i EUCLIDE IX P20: Où rotor noiuni zlâelovs eiolv ravids 

toù nootedértos rÂAmÜovs TowTor Aodiuor. | 





[ Hp _.D. m!+ie NL. P3 2. m!-i1le N,X<Np (1) 
reNp.xrsm I. me Na. Lee NXe 2) m'4i-EN,xXx (2) 


xe Np. m!4+1e NXur . (2). Transp D. Dm .D. 4 Nprnim+N,) (3) 
:1) (3). Elinr D P | 
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e 20 ae (N+1)X(N+1) 2). 4 Npraa(x sa. ae N,X%) 
| = min (HN ONaN,) . y= ale -D. ace Np . ye N,+1. 
min Npwy/N;) Se D. y=e D. a= xy & LÀ I. 
re Npr(aN,) . ca | 


24 aeN,+1.=X Np'æx DA, ae NX) ._). ae Np 
ui Transp .D). P | 


i LEONARDO PISANO a. 1202 p. 38: 

«Qui i numerum... cognoscere voluerit... semper eat dividendo ipsum 
per primos numeros ordinate, donec aliquem primum numerum invenerit, 
per quem propositum numerum absque alia superatione possit dividere, vel 
donec ad eiusdem pervenerit radicem: si per nullum ipsorum dividi potuerit, 
tane primum ipsum esse indicabit. » | 


‘2 ae Np.b,neN,.b'EeN,Xa ._). bEN,Xa {EUCLIDE IX P12; 
[ bee N, Xa .D. D(a,b)=i DI. D(bn ,a) =1 .D. diese NiXa (1) 
(1). Transp .D). P | 


AMEN XD). DEN, | » è» P13 





Y 3. aeNnp.dbe(N+1)e(NXa) ._). ‘1 b"'—-1EeN,xa 


[ Hp. c=a-1 .D. D(é,b6)=1 .D. rest(bx,a) | ele=tc DI. 
IT|rest(&xe,a)jxe, 1: ce] = c! .D. I(be]e, l'''chec! + NiXa LD. 
elbe e ct + N,Xxa LD. (be —1jele N;xa . D(a,e!) 1.9. de nie N Xe | 


2 min[Nnæ3(b"—1e aXN,)] € Ne (a—1)/N, 


‘3 Nex3(b°—1 € axN)= N,xmin[N, neb'Ale aXN,)] 
) FERMAT a.1640 t.2 p.209 : 

‘ Tout nombre premier mesure infalliblement une des puissances —1 de 
quelque progression que ce soit, et l’exposant de la dite puissance est 
sous multiple du nombre premier donné —1; et après qu’on a trouvé la 
première puissance qui satisfait à la question, toutes celles dont les: expo- 
sants sont multiples de l’exposant de la premiére satisfont tout de inême A 
la question. »! 


% +1 Npax,+2) D 2N,+I 
‘2 Npa(N,+3) DGN,+L)v(6N—1) 
[ (Na 43) 2N0e(3N,) DI (NH IGN, --1) | 
i BUNGUS a.1599 p.399 : «...semper... numeri primi post bina- 
rium et nec. in senariorum multiplicium vicinia collocati comperien- 
tur, aut uno minores, aut uno majores. » | 


‘3° Npe(N,+5) D 3ON,t(1 ve? 110113) 
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Yo 51x20" 9 . ). C'+r+1l1e Np 
2 re0715._).2+2+17Np ; EULER Op. post. t.1 p.185 | 
‘3 e£0°39._).2°+20+41 € Np | EULER BerlinM. a.1772 p.36 | 
‘4 me 028. 7). 203429 e Np i LEGENDRE a.1797 p.10 { 
5 pedi lt ut4l. re 0(p—2) 7). 1°4+r+p e Np 


Po G1 Npr4N, +1) D N'+N, } GIRARD a.1634 p.156: 


« Tout nombre premier qui excede un nombre quaternaire de l'unité se 
peut diviser en deux quarrez entiers. » ! 


2 abeden,.d'4b=c+d.a'+bde£ Np._).cayib= icyid 


i FERMAT t.1 p.294: « Numerus primus qui superat unitate qua- 
ternarii multiplicem, seinel tantum est hypotenusa trianguli rectanguli » | 


‘3 ae Npr(4N,43) . bceN, .b'4c'eN Xa ._>). b,ce N,Xa 
+ FERMAT a.1640 t.2 p.204: 

« Si un nombre est composé de deux quarrés premiers entre eux, je dis 
qu'il ne peut être divisé pas aucun nombre premier moindre de l'unité 
qu'un multiple du quaternaire ». : 

‘4 Np"(3N,+1) }) N'+H3N ‘FERMAT a.16:%4 t.2 p.313] 

NP n [(8N,+1) v(8N,+3)] D N'/+2N ) » 

5 2'Æ1, 251, 241, 241, 2*4+1 e Np |FERMAT a.1640 p.162} 


‘6 MEN,.2"+1E Np ._). me NN, |FERMAT a.1640 t.2 p.205! 
[ pe 2Ni+1.meN,. SE 42 (DI. Omp L1 e (N,+H1)X(2m HA) D. P ] 


‘7 a,b,neN .a"+b"eNp ._). me 2, 
‘8 Tx2"+1 € Np i SEELHOFF Zm. a.1886 t.31 p.380 | 
o 71 €“ 2°-1, 2°-1, 2-1, 2"—1 eNp J/EGCLIDE IX P36 scolia! 
281,271 291 eNp 
2°—1 e Np |MERSENNE a.1644; EULER BerlinM. a.1772 p.36! 
2®—1EeNp  }PERVOUCHINE, Acad. S. Petersbourg, a.1883 | 
‘2 mMEN,.2"—1 ENp . ). meNp }FERMAT a.1640 t.2 p.198! 
‘3 meNp.abEeNeNxm.a>b 7). A "PT EN Xm 
NY 81 ab,neN.Da,b)=1._). x Np'(a+ N,xb)n(m+N,) 


} LEGENDRE a.1808 p.398: Dm. DIRICHLET a.1837 t.1 p.313, 
MERTENS WienA. a.1899; WarszawaP. t.11 p.194 | 


I. $16 Np . _ bl 
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‘2 aeN,+3.). 4 Np'(a+N,)n(2a—N—2) 
} BERTRAND JP. a.1845 Cahier 30 p.129. 
Dm. TCHEBYCHEF a.1852 Œuvres t.1 p.52 | 
+3 2(N+1) DNp+Np | GOLDBACH a.1742 CorrM. t.1 p.135! 
Demonstratione defice. 
G. Cantor (Congrès de Caen de l'A.F. n.1894) verifica que 
2X(2--‘500) D Np+-Np 
V. Aubrv (IdM. t.3 a.1896 p.19) que 2Xx(2-:1000) D Np+-Np 
R. Haussner (Jahresversammlung der 
Dentschen Math. Verein. a.1900 p.7) que 2X12::-5000 D Np+Np. 


‘4 MEN, Di 2"+1e Np.=. NA —1))+1 e N, X[(2N0)+1] 
i PROTH CorrN. a.1878 t.4 p.210 { 
5 qgeN,-44+3,89+7eNp. DI. 241 e8(89+7)N, 
i Lucas TorinoA. a.1878 t.13 p.283 { 


Î 91 peNp I. NN2'—L/N, DDN,Xp +1 
‘2 mabeN a"—b" e Np ._). me Np.u—=b+1 | 
‘3 a,bEN, . pe Npet2. >). NiNa"—b")/N, IN (a—b)/N,RN,X2 +1) 
‘4 >» -a”'4b"”' e NXp ._). a,be N,Xp 
} ‘4-4 EULER PetrNC. a.1747-48 I p.20 | 
5 MEN, ._)i m+4eNp —. m=1 
} GOLDBACH a.1742 CorrM. t.1 p.139 ; S. GERMAIN a.1772 p.296 | 
‘6 ae Np.b,eeN, ._).(b+c) — b' — c* e N,xa 
i EULER PetrNC. a.1747 t.1 p.20 ! 


M 101 meN,  4m+1 e Np._). nm"—1e NX(4in+1) 
i BIKMORE a.1896 Fd. Times, t.65 p.78 | 
im,nype Np ._). 
2 a"+b"ENpa2. ). DvrGn,n)e MN, | Lucas a.1891 p.42! 
3 a“—b" EN Xp.) a\Dvron, p—1) — bDvr(m, p—1) € N,Xp 
} EULER PetrNC. a.1747-48 t.1 p.20 | 


% 1141 «eNp. ) (a—2)! -1e NXu 
2 aeNp._) (a-1))+1£g N,xa 
i LEIBNIZ Mss. Math. t.3 B11 fol.10: 


e Productus continuorum usque ad numerum qui antepraccedit datum di- 
visus per datum relinquit 1, ... si datus sit primitivus. Si datus sit deri- 
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vativus relinquet numerus qui cum dato habeat communem mensuram 
unitate majorem. » | 


i WILSON, (WARING a.1770 p.218). 
Dm. LAGRANGE a.l 71 t.3 p.429 | 


‘3 aeNp.c. ae N+1.(a—1)+1 e NXa 
‘4 aEN, 40418 Np._).:(20)] +1 € NX(4a+1) 


5 » A1 » » — » — » 


i WaARING a.1770; a.1782 p.380 : « Sit n numerus primus ... 
2232425..." LI 
4 


\ ubi erit --1, quando 15 1 fit par 
n 


numerus, sin aliter —1) integri erunt numeri. »| 


i Dm. LAGRANGE a.1771 t.3 p.431 | 


% 121 «eNp.bel-(a—1) Pi C{a,b) e NXa 
i LEIBNIZ Math. Schr. t.7T p.102: 


« Si numerus rerum sit A combinatio ejus quaelibet per pa 
dividi potest, dempta prima et ultima. »| 


2 aëeNp.beOia—1) (D. Clat1,b) e N,xXa +1) 


3 ae Npee2, be 201) .7). C(a+1,b) e N,Xa 
) ‘263 Lucas AJ. a.1878 t.1 p.229 | 


‘4 Hp.) C(a—2, b—1) € N,Xa —(—1)'Xb 


Existe plure tabula de Np, et de divisoros: 

J. Ch. Burekhardt, Table des Diviseurxs pour tous les nombres du 
deuxième million. Paris a.1814; froisième million... Paris a.1816; premier 
million. Paris a. 1817. 

J. Glaisher, Factor table for the fourth million. London 18579; fifth 
million, a.1880: sirctii million a.1883. 

4. Dase, Factorentafeln für alle Zallen der siebente million, Ham- 
burg a.1862: aelife million a.1863: veunte million a.1865. (Nono millione es 
completato per Rosenberg); zelnte million inedito, conservato in Archi- 
vios de Academia de Berlin. 

J, Kulik linque manuscripto non terminato de tabula de divisores de 
numeros 1-*108 conservato in Academia de Wien. (Vide Encyclopädie 
a.1901 t.1 p.992). 


Davis, Les nombres premiers de 100000 001 à 100000 699, JAM. a,1806 
8,2 t.11 p.188. 








$17 mp 


% 1. abeN .peNp .). 
‘0° mp(p,a)= max [N"æs(ue N, Xp") 


Si a es numero naturale, et p es numero prin 
ximo exponente de potestate de p que divide «. 


‘4 mp(p,a)eN, . ae N,Xp\mp(p,a) 
[ meN, . pMn Da. ce m+N, DI. a< pz DD. a 
Xp ) . sg Noa xrsae NXpr ) n (MN) 


> mp(r,a) = aNnxr3(ae N Xp" . a/p': 
8 mp(p, ab) = mp(p,c)+mp(p,b) 
[= mpi p,a) . y= mp(p.b) DI. ae NXpe . bi 


b]/py se Ni Xp -D. axbeN,Xpr+ty . aipi 
mpip, aXb)= +7 ] 


‘4 aeN,xb ._). mp(p,4) = mp(p,b) 

[ ceN, . a= bc .Y). mp(p,a) = mp{p.b)+mpip 
‘8 mp(p, a) —bXmp(p,0) 
+6 mp{p, D(a,b)) = min{e mp{p,a) ut mp( 


7 mp[p, m(a,b)}| = max{emp(pt)vtmr 


% 2 GLEN, .). 
4 æœEeNp .). mp(r,a) —0 :_}). a=1 


[aeN +1 .7). g Npnaæs(a NiXT) 
ae N,+1. xeNp . de Ni Xe .D. mp{x,a)>0 


2 aeNXb.=: ce Np. )x. mp(2,4) 5 
3 aeN, =: eeNp. Dr. mp(2,a)£ N, 


M 31 adeN}4N) —: re Npa(4N,+3) 
i GIRARD 


2 neN,+1.). a Npra3[ mp(x, n) =] 
i LIOUVILLE JAM. s.2 t.2 a.1857 p.278 





$18 ® 


% aber, . ). 
‘0 Pa— Num; 1-43 Dvr(æ,a) —1 ]} Df 
‘01 DI =1. DI —1. PS —2 … ‘02 dae N, 


Euler (a.1760; voca Pa « numerus partium ad a primarum », et PetrA. 
t.4 II a.1780 p.18, indica per za. 


Gauss, a. 1801, Werke t.1 p.30 introduce svmbolo + 


Lucas a.1891, voca illo « indicatore », nomen introducto per Cauchy 
s.1 t.6 p.124 in sensu pauco differente. 





‘4 Dvr(ad)=1 ._). &ab) =(PaX Db) 

‘2 Dvrab)=1._). (APb)-1£0N, 

3 ae Np .) Pa = a—1 

4 ——.meN,._). Pa" =a* 1-1) 
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VOCABULARIO II. 


101. Aréthmetica G agidunuxi, A arithmetie, D arithmetik, F arithmé- 
tique, HI aritmetica, R arifmetica. = scientia de numeros. 
C arithmetico (102) — -o + -a (37). 

102. arithmetico G, A arithmetical, D arithmetisch, F arithmétique, 
HI aritmetica, R arifmetic’. = numerico. 

C arithmo — -0 + -etico (104). 
103. arithmo G, = numero. 7) (101), log-arithmo. 
(Ultimo elemento de arithmo es -mo || L -mo (125). 

In primo elemento arith-, Vanic'ek vide radice ar-||L ar- = ar-te n 

ar-mo n .... Fick vide radice ra- || L ra- = ra-tione — -tione, || D reihe, 

rede. Ergo G arithmo || D reim DI rima). 

104. -etico G -puxd-5 = (102) n po-etico À phon-etico. 
arithmo — -0 + -e- D arithme- G = numera, 
arithme- + -to (135) D arithmeto G = numerato, 
arithmeto — -0 + -ico (35) D arithmetico. 

105. numero HI, F nombre, numéro, A number, numero, D nummer, 
numerus, R numer’. D numer-abile AFHI, numer-ico ADFHI, nu- 
mer-a aDfHIR, numera-tione ADFHIR, ... 

C nume- (106) + -ro (107). 
106. nume-, numera, eme. 7) nume-ro, num-mo. 
[| G neme, nomo; D nehme. 

107. -ro = nume-ro n ag-ro n mace-ro n integ-ro n libe-ro n rub-ro. 
I G -ro = ag-ro a ervth-ro n ‘cylind-ro; S -ra. 

108. zero AFHI inon L). C Arabo: sihron. 

109. plus, plure ; ADF plus, R pljus’ (in Mathematica, cum valore +); 
I più. 2) plur-ale (vide nota ad N. 56), F plus-ieurs. 
|| G poly, G.antiquo plos; S puru, D viel. 

C ple — -e + -us. 
110. -us, -ure, -ore, -iore D) (109), maj-us, min-us,...; 
D maj-ore, min-ore, infer-iore, poster-iore,... 
Il A -er ; D -er, gròss-er — gross, jüng-er — jung ...; R -jejs', S -jas. 
S nav-jas = L nov-iore = D neu-er = R nov-jes'-ij 
Transformatione de E s in r, ut in N. 56, es commune ad LAD. 
Vecabulo D gross + suftixo E -ios = grôsser, ubi litera à es expresso 

per transformatione de -o- in -G-. 

111. pie (L.antiquo). D ple-no, F plein, H lleno, I pieno, com-ple-to 
AFHIr., sup-ple-mento ADFhI, ... 

Il G ple-, A full, D viel, voll, R pol-no, S par. 
112. .énductione ADFHIR. C in (113) + duc (20) + -tione (12) 
113. én, I in, FH en, || A in, D in, G en, R v'. D'in-stituto ADEHIR. 


Formul. t. à. 


N) 
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114. NUMEROS. 


1 uno, un-, F un, HI uno. 
> un-iforme ADFHI, un-ione ADFHI, un-iversitate ADFHIR... 
|| a, an, one, D ein, G oino, Slavo ino. C E oino. 
2 duo, du-, F deux, H dos, I due. 7) du-alismo ADFHIR. 
|| A two, D zwei, G dyo, di-, R dva, dv’, S dva. (CE dvo. 
3 tres, tri-, F trois, H tres, I tre. 9) tri-angulatione ADFHIiR. 
|| G treis, tri-. D tri-gonometria ADFHIR. 
|| A three, D drei, R tri, S trajas. CE tri. 
4 quatuor, quar-, quadr-, quater, F quatre, H cuatro, I quattro. 
D quar-to ADFHIR, quadr-atura ADFHIR, quater-nione. 
|| G tettares, tetra-. D tetra-hedro ADFHI, 
|{ A four, D vier, R c'etvre, S c'atvar-, c'atur-. (C E quetur. 
5 quinque, quin-, F cinq, H cinco, I cinque. D quin-ario ADFHI, 
quin-to ADFHIR. || G pente. D penta-metro ADFHIR. 
|| A five, D fünf, R pjati, S panc'a. C E penque. 
6 sex, F six, H seis, I sei, 
|| A six, D sechs, G hex. R s'es-tr, S s'‘as'. CE sex. 
7 septem, F sept, H siete, I sette, 
|| A seven, D sieben, G hepta, R semi, sedrm-, S sapta. (C E septem 
8 octo, F huit, H ocho, I otto. D) octo-bre ADFHIR. 
| A eight, D acht, G octo, R vos-emt, osim-, S as'ta. C È octo. 
9 novem, F neuf, H nueve, I nove, 
Il A nine, D neun, G.ennea, ena, S nava. (C E neun 
10 decem, dec-, F dix, H diez, I dieci, D) dec-i-metro ADFHIR., 
|| G deca, D deca-litro ADFHIR. 
|| A then, D zehn, R desja-tt, S daca. 
100 centum, cent-, F cent, H ciento, I cento, AD cent (moneta). 
|| G he-caton. D hecto-gramma ADFHIR, 
|| A hund-red, D hund-ert, R sto, S cata. 
C E cento ÇC cen- (= decem, L -gin- de tri-gin-ta, G -con-) 
+ +to (159, = M). 
1000 mille, mil-, F mil, mille, H mil, I mille, 
DL mil-ia, mill-ia, A mile, D meile, R milja. 
C (secundo Brugmann) smi (L sim-, G mia, =1) 
+ hili (|| G chili-oi, S sa-hasra-m, E gheslo). 
1000000 milione (non L) I, ADF million, H millon, R million’, 
C mil- + -ione (accrescitivo I). 


115. céfra (Stifel a. 1544), cyphra (Euler) (C Arabo cifr. 
A cipher, cypher, F chiftre, HI citra, D ziffer, R tsifra, s'ifr'. 
116. additione A)FHI. C addito (117) — -0 + -ione (118). 





117. 
118. 


119. 
120. 


121. 


122. 


123. 


124. 


125. 


126. 


127. 


128. 


129. 


130. 


131. 
132. 


133. 
154. 
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addito C adde (118) — -e + -i- (9) + -to (135). 


-ione = (116) n un-ione n leg-ione n opin-ione n ... 

-tione (12) = -to (135) — -o + -ione. 

adde, A add, D addire. (C ad (41) + -de. 

-de = ad-de n con-de n e-de n per-de ... = pone, fac (137). 

|| S dha-, Gthe-, A do, D thu-e. 

summa (nomen), A sum, D summe, F somme, H suma, I somma, 
R summa. (CC summo — -o0 + -a (126). 


summa (verbo), A sum, D summire, F somme, H suma, Isomma. 
= adde. (C summo — -0 + -a (4). 

summo, I sommo, H sumo. 2 summ-ario, summ-itate. 

I{ S upama. C sup- + -mo. 


sup-, _) sup-er, sum-mo, sus- sus-cita, sus-pende. 
|| G hvp- = hyp-er n hyp-s n hyp-s0. 
A up, over; D ob-, über, ober, oben, auf,... 
(S upa = L ad), S upari = L super (257). 
Es ligato cum suo contrario: sub (95). 
-mo = sum-mo n pri-mo n infi-mo A supre-mo n extre-mo n ... 
septi-mo n deci-mo ... na ani-mo n fir-mo n gru-mo ... 
Il G -mo = thy-mo {= L fumo) n ther-mo n hebdo-mo. 
S sapta-ma n das'a-ma. D war-m n rau-m. R dym'. 
-a, indica feminile naturale aut artificiale. 
= (121) n fili-a n ordinat-a n recta. || G -a (37). 
$2. 
multiplicato C multiplica + -to (135). 
multiplica H, A multiply, D multiplicire, F multiplie, I moltiplica. 
CC multo — -0 + -i- + plica. 
multo, I molto, H mucho. 7) mult-iforme AFHI, mult-itudo,... 
|| secundo Vanic’ek, A manv, D manche, menge; R mnogo. 
Secundo Fick, L meliore, mille. Secundo Corsen, L mole. 
plica, F plie, H plega, I piega. 
_D ex-plica n com-plica = du-plica ... 
I] G plece ziéxe, S prac-na, D flech-te, L plecte (295). 
multiplicatione, ADFHI. (C multiplica 128) + -tione (12). 
producto H, A product, F produit, D produkt, I prodotto 
R product”. (C produce — -e -+ -to. 


produce AHI, F produi-re. (C pro + duce (20). 


pro, A pro, F pour, H por, pro, I per, prò. 
D pro-cessu ADFHIR, pro-fessore. || G pro, pro-blema ADFHIR. 
I| A for, far, D für, ver-, vor; R pro; S pra; L per. 
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135. -to, ADF -t, H -do, I -to, R -t". 
= ama-to n dele-to n uni-to n no-to n produc-to n fac-to ... 
. = acu-to n denta-to n onus-to. 
|| G -to, cathe-to, epithe-to. 
Il A -ed, -d = unit-ed n add-ed n subtract-ed ... 
D +, -et, R -tyf, -toe, S -ta, -ita. (CC E -to. 
136. factore, AH factor, D faktor, F facteur, I fattore, R (non math.) 
factor’. (CC fac + -tore 
137. fac, F fai-re, fai-t; H hace; I fa. 
7) fac-tura DFHiR, fac-ultate ADFHIR. 
|| A do, D thue, G the- (23), ti-the-mi, S da-dha-mi, R dje-tr, dje-lo. 
= L -de (120). C E dhé. 
Linguistas pone : 
Edh =“ Sdh =Gth=zAd=Dth=Rd=L, si initiale, 
L d si medio, et L b si cum r, aut ante 2, aut post u. 
L fac C L feci = G thé-ce. 
138. -tore À -tor, D -tor, F -teur, H -dor, -tor, I -tore, R -tor’. 
D ora-tore ADFHIR, doc-tore ADFHIR. 
|| G -tor, -twe, -roo- = rhe-tore, his-tor-ico. S -tar. 
$3. 
139. potentia, potestate, A potency, power, D potenz, F puissauce, 
H potencia, I potenza. 7) potentia-le ADFHIR. 
potentia (C potente (140) — -e + -ia (143) = pote (141) + -ntia (144). 
potestate (C potes (141) + -tate (10). 
140. potente HI, A potent. (C pote (141. + -nte (142). 
141. pote., potes. posse, F peut. puisse, H puede, poder, I può, pote-re. 
|| G posi-s, des-pot-a =|| S pati =|| L potis. pote. 
142. -nte, -ente, -iente, AD -ent, F -ant, -ent, HI -ente, R -ent’. 
© stud-ente ADfhIR, differ-ent-iale ADFHIR, expon-ente,... 
|| A -ing, D -end, G -onti, S -anta. 
Exemplo: S bhar-anta, G pher-onti, L fer-ente, ACL (dif)fer-ent, 
A ||L bear-ing, D|[L (ge)bitr-end, HI (con)fer-ente, DR (dif)fer-ent(ial). 
143. -ia HI, A -v, -e, D -ie, -ien, F -e, -ie, R -ija. 
= ‘189), concord-ia, scient-ia, famil-ia ADfHiR, patr-ia, Ital-ia. 
{| G -ia = analog-ia n geometr-ia n ... 
144.- -entia, -ntia, A -ence, -encv, D -enz, F -ance, H -encia, I-enza, R 
-entsija. D corresponde-ntia ADFHIR, differ-entia ADFHI. 
(C -ente (142) — -e + -ia (143) 
145. basi. G faos, ADFHIR. (CC ba- (146) + -si (24), 
146. ba- G, || L va- D FI va; S ga, À go, D gehe. C E ceva. 
D hba-si = pede, ba-sileus = dux, rex. 
147. exponente H, ADR exponent, I esponente, F exposant. 
(C expone (148) + -nte (142). 
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148. expone H, I espone. (C ex (75) + pone (149). 
149. pone HI 2) (148), com-pone, dis-pone; = F pose. 
$5. 
150. naturale I, AH natural, F naturel, D natiirlich, R naturalmyj. 
(C natura (151) + -le (6). 
151. natura HIR, AF nature, D natur. (CC nato (151) — -o + -ura (153) 


152. nato I, F né. 77) (151), nat-ale, nat-ione ADFHIR, nat-ivo. 
C -gnato = co-gnato n a-gnato n... Vide 249. 


= genito C gene (154) — -e + -i (9) + -to. 
153. -ura = (151) n flex-ura n fig-ura n ... 


154. gene L.antiquo. = genera. 
DD (152), gene-re, gene-rale ADFHIR, gen-ito, gen-itore, gen-te. 
|| G gene- = gene-si n oxy-gen-0 n homo-gene-o... 
[| AD kin-d. S g'an-, g'anita, g'anitri. 


155. majore, A major, D major, meier, F majeur ((C majòre), maire 
(CC màjor), H mayor, I maggiore; || S mahijas. 
CC mag- (196) + -iore (110). 

156. mag- = pote, cresce. ©) (155) n mag-istro aDfhiR n mag-no. 
II A may, make; D mége, mache; R mogy. C E magh-, mag-. 
(Es ligato ad G mega, mega-lo, mech-anica, man-gano. À more 
much; D mehr; S maha;..). 

157. minore I, A minor, F mineur, H menor, D minor (Determinante) 
R (non math.) minor’. CC min- (158) + -iore (110). 

158. mino (L. raro). D) (157), min-imo, min-istro ADFHIR. 
[| G min-ythe, D min-dern, R men-is'fj. C mi- (159) + -no Ce 


159. mi- = minue. D (158). || S mi. 
160. -no = mag-no n ple-no n Roma-no n pater-no ... 
. [| G -no = co-no n hyp-no n chro-no. 
A -ne = do-ne n go-ne, D -n, geworde-n, gebisse-n, R -nyj, S -na. 
R pol-nyj = S pra-na = L ple-no. 
$6. 
161. minus AD, F moins, I meno, R minus’. CC min- (158) + -us (110). 
Operatione — es dicto «subtractione ». a—b es « differentia » intera et b. 
162. subtractione ADFHI. C sub (95) + tracto — -o + -ione (118). 


163. subtrahe, A subtract. D subtrahire, F soustraire, H substrahe 
I sottrae. (C sub + trahe (165). 


164. tracto H, A tract, trait, F trait, I tratto. (CC trahe — -e + -to. 
—) (162), con-tracto, abs-tracto, tract-ato, tract-ione, tract-rice. 
-h- + -to D -eto: trah- + -to D tracto, veh- + -to D vecto. 
165. trahe, F trai-re, HI trae. 
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166. 
167. 


168. 


II. 


differentia, A difference, D differenz, F différence, H diferencia, 
I differenza. I) differentia-le ADFHIR. C differ + -entia (144). 
differ A, DI differ-ire, F différ-er, H difer-ir. 
(C dis- (51) + fer (168). 
fer 2) (166), con-fer-ente, fer-tile. 
I{ G phere =) phere-tro, phos-phor-0, reo-phor-0, peri-pher-ia. 
A bear, D (ge)bäre, R bra-tr, bert, S bhar. C E bher. 
Ebb=Sbh=Gph=zAb=Db=Rb=L f.,-b-(L f- initiale, -b- 
medio). 

87. 
diviso HI, F divisé. (C di- (51) + viso (174). 
divisione I, ADFH division. (C diviso (169) — -o + -ione (118). 
divide AHI, D dividire, F divise. (C di- (51) + vide (175). 
dividendo I, AD dividend, F dividende. = que debe es diviso. 
= divide (171) + -ndo (176). 
divisore I, ADH divisor, F diviseur. (C diviso (169) + -re (177). 
viso HI, = vide (175) — -e + -to (135). 


-d- + -t- D -s-: claud- + -to D clauso, plaud- + -to D) plauso, ... 


vide, F voi-r, H ve-r, I vede. 7) (171), e-vide-nte, in-vid-ia, pro- 
vide-ntia. [|| Geid-, ide 7) id-ea, parabol-o-ide. A wot, (wisse = sci) 
R vid-jetr, vid’, S vid, vidh. 
-endo, -ndo 7) (172), minu-endo, multiplica-ndo, secu-ndo. 
«re parte de suftixo -tore (138°, -sore (173). 
$9,10. 
#maximo H. ADFRL masimum, I massimo. 
C mag- (156) + -si- + -mo (125). Elemento -si- non es simplice. 
sminimo HI, ADFRL minimum. 
C mino 158) — -0 + -i- (9 + -mo (125). 
#multiplo HI, AF multiple. (C multo — -o0 + -i- (9° + -plo (181°. 


-plo = (190 a sim-plo À du-plo À _... || G -plo D) di-plo-ma, D -fal, | 


-fel, swei-tel. (C ple (111) — -e + -o. 


-0 = (ISIN n profug-o n luci-fer-o n prod-ig-0 n bene-vol-0. = -ente. 
super-o # infer-o. || G -o. strat-eg-o, anthropo-phago. tele-graph-o. 
$11. 


quoto I, quot, quoties, quotiens, ADF quotient: H cociente, 
I quoziente. 7) quot-a, quot-idiano. || S cati, catitha. 


resta HI, A rest, F reste, D restire. (CC re- 186. — sta Ta. 


resto non L\ HI, AD rest. F reste. 

(CC resta IM) — -a + 0 152. 

re-, red- = red-de n re-trahe n re-clama n re-pugna n ... 
Continua post Algebra. 
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III. ALGEBRA. 


$1 f 3 (functione) 


($1-4 contine omni complemento ad Logica mathematica, < occurrente in 
continuatione de Formulario). 


+ 1 

« Functio, operatio, correspondentia » es vocabulo identico, 
ant simile inter se. In lingua commune, omni vocabulo relativo, 
ut <patre, filio,.... indica functio. 

Functio es expresso in plure casu per signo que praecede 
variabile, que me voca signo de « prae-functio » Ita, in «log, 
sin », «log, sin» es signo de prae-functio. 

In alios casu, signo de functio seque variabile; me voca illo 
signo de « post-functio >. Ita in a! (pag. 52), «!» es signo de 
post-functio. 

Nos considera duo classe a et b; et nos scribe «we ajb, et le- 
ge « u es signo de post-functione, que transforma omni a in 
b» vel « x es transformatore de a in db» vel «u es a efb», 
si signo uw scripto post omni individuo arbitrario x de classe 
a, produce novo elemento x, que pertine ad classe b. 

In symbolos: 


‘0 a,beCls ._).. ue ajb .—: cea. _),. cu ED Df } 


Et nos scribe we bfa, et lege <« es signo de prae-functio- 
ne, que ad omni a fac corresponde aliquo b » vel « x es D 
functione. des «a», si signo « scripto prae omni a produce ele- 
mento de classe b: 


‘01 à,be Cls ).. ue bfa..=: xea . 7). ur eb Df f 


Pro brevitate, nos enuntia propositiones super uno solo de 
duo signo f et J. 


74 III. Si f]j | 


‘1 abeCis. ue ab.x,yea.a=YyY ._) mu = yu Oper w 
[ $= P*1,9. oe sa(ru = su). $e 62.7). ye sa(au = su) I). Ths ] 
Si duo objecto x et y es aequale inter se, et si super illo 
nos fac identico operatione «, et duo resultatu fi aequale. 
Nos « opera per # » quando nos transforma aequalitate x = y 
in UE = Uy. 


2 ab, ce Cls. vue agb.e Da.) ve cb 
[ Hp. ce 0). mea 27). œu sb D) P ] 


| 
| 
‘3 a,b, ceCls. ue agb.b_)e._). ue age | 
[ Hp.D: esa 1). mu eb .. e 80 D. Ths ] 
Si wu transforma to-s a in è, et si c es subelasse de a, tune « trans- 
forma to-s c in b. Si w es semper a ef b, et classe b continere in €, tune w 
es a ef €. 


ss 3 “ T — Æ 
% 21 +EeNJN, (=$+12] 
+ « successivo » es operatione que transforma numero in numero. Es 
propositione primitivo ‘2 de $+, scripto per signo J. 


‘2° se Cls.08s. + £ ss.) NS [= Induet ] | 


3 aeN, I) +aeN,jN, . xa ENJN, . ME NN, | 
—1£(1+N)}N, : @aeN, ._) /aE(AXN)JN, 
[=$+ #1. SX 11. $\11. S— 1:1. $/1°1] 
Si a es numero, tune operationes : 
+a, « plus a », + additione de & », « to adde a», 
Xda, « per 4 », « to multiplica per a », 
Na, « nd a », « to eleva ad potestate a », 
transforma numero in numero, 
Operatione : 
—d, « minus a », « to subtrahe a » 
es possibile supra numeros superiore ad a, et 
la, « in as, « to divide per a » 
es possibile supra multiplos de a. 

Plure Auctore moderno clande variabile inter (). Sed parenthesi jam 
habe in Arithmetica usu determinato, de collega plure elemento, et nos 
non pote ute illo in novo sensu. In vero, in seriptura (x), litera x non 
es ligato ad aliquo elemento. Omni Auctore scribe logæ, sine, et non 
log(æ), sin(æ); fr+h) et non f((x+A)). Lagrange, Abel,... non seribe pa- 
renthesi in hoc novo sensu, introdueto verso a.1823, 

Nota differentia inter f et /; f es symbolo constante, que nos lege 
« functione »; f es litera variabile (I $1), que pote repraesenta omni objecto, 
p. ex. aliquo functione. 
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% 3. abc deCls . ): 
‘0 ue ajb. ve bje . cca. ). uv) = (œu)v = uv Df 
‘01 webfa.vecfb.æxea ._). (vux = wux) = vux Df 
4 ue ajb.ve bjC._). uve ajc 


‘2 ue ajb.ve bje.we cjd . œeu ._). (œu)(vw) = (xuv)w 
Signo vu, de P ‘01, indica operatione composito per operationes « et v. 


sim rcp idem 
Y 4 ab,ceCis. ).. 


0 we(bfalsim .=: ue bfa : a ya. ur =uy. Jey. a=y Df 

41 ue(bfalsim.c_)a .). ue (bfc)sim 

2 » .b Ye). ve (cfa)sim 

‘3 > .c,yea. _): L=Y =. UX = UY 

4 » . ve (cfb)sim ._). vu € (cfa)sim 

5 +e (N3Nysim [=$+ 14] 
aeN, ._). +a € (N,jN sim [=8+ 45] 


aEN, .). Xa E (NN sim . a € (N,yJN)sim 

‘6 ue (bfa)rep .—: ue (bfa)sim : yeb .)y. Han xs(ur =y) Df 

“1 ue (bfa)rcp.ve (cfb)rep 2). vue (cfa)rcp 

‘8 idema = x Df 

Nos dice que « es operatione simile (sim) inter classes a et b, si u es 
operatione tale que, si duo resultatu es aequale, et objecto primitivo es 
aequale inter se. 

Operatione w es « reciproco » (rep), si es simile, et si ad omni b corre- 
sponde aliquo a. 

«idem » indica identitate. 


M 5. seCis.uesis. ass. b,ceN, . ). 


‘4 au0=a Df ‘2 au(b+) = (aublu Df 
‘3 aubes 
[ Hp. d=0. P-1.D. Ths : Hp. aubes . P:2.D. au(b+) ex : Induct :D. P] 
‘4 (UD) E sJs [= P:3] 
‘8° ue (sys)sim ._). (ud) € (sys)sim 
[ Hp .b=0 .). Ths (1) 
Hp . ube(s5s)sim . æ,yes . «= y DI. œub-= yub. 
D. (œubu -= (yubju ID. œu(b+) -= yu(b+) (2) 
Hp . ub e (85s)sim . (2) .D. u(b+) e (szs)sim (3) 


(1).(8). Induct .>. P ] 
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‘6 DE SJS : LES de. cuo = ecu :). (aubyo = (av)ub 


[ Hp.d=0.P-1.D. Ths (1) 
Hp . (aub)v = (av)ub . P:2.D. [au(b+)]v = [(audb)u]o = 
[(av)ub]u = (av)u(b+) (2) 


(1). (2). Induct I. P ] 


‘64 Hp P'6.). (aub}rc = (avc)ub 
[ Hp. (ud,v,c)[(v,u,b) P-6 .D. Ths] 


‘6? HpP:6.). a[(uv)b] = a{ubXvb) 


[ Hp.b=0.). Ths (1) 
Hp. a[(uv)b] = aub\vb) .. a[(uv(b+)] = a[(uv)b]uv = 
a(ubYob)uv = al(ub)uvb)v = a[ub+)][(b+)] (2) 
(1). (2). Induct DI. P ] 
"7  a(ubKuc) = auc\ub) [P-61. v=u .D. P] 
‘8 (aubluc = awb+0) 
[ Hp.c=0. P‘1.. Ths (1) 
Hp. (aud)uc = auib+c) .. [(aub)uc]u = [au(b+c)]}u (2) 
» D. (aubu(c+) = auib+<c+) (3) 


Hp.(1).(3).Induct .D. Ths | 


Definitione de operatione repetito. Si s es classe, et u es tranformatio- 
ne des 8 in s, si a es individuo de classe s, et b es numero, tunc aub 
indica resultatu de operatione «, repetito b vice, super a. 

Additione, multiplicatione, et potestate, in Arithmetica, es operatione 
repetito, et principale theoremas seque de theoria de operatione repetito. 


dx 6. (No, +)|(6,) P51 ‘2 38 7 8 .). 
S+ P34 ‘244 3 °2 


% 70 apeNn, .) axb=0(+ab] Dfp [= Sx P1-0-01] 
(No, +4, 0) |(8, v, a) P5:3.D. SXP1:1 


(No, +4, 0)[(s, u, a) P6:8.D. SXP1°2 
‘3 (No, +0, +5,0, c\|(s, «, v, a, b) P9:62.D. SXP1:3 


Mo Hi 


‘4 seCls.ue sys. xes ._). af(ua)b] — a{u(axb)] 


[ Hp. b=0 .7. Ths (1) 
Hp. a{(ua)b] = x[u(axd)].D. x[(uaXb+1)] = x[(ua)blua = 
[u(axb)]ua = œu(aXb+a) = œu[ax(b+1)] (2) 


(1). (2). Induct .D. P ] 


‘5 (N, +a, Oj(s,u,x) P:4 .D. SXP1:5 














HI. Si f]J 





fd 8u a,meNn .) Mm—=a" —I[(Xa)n 
(No Xa, 1)(8,,)P5:1:2 .D. SNP1-0-01 
(No;X@a,1)|(8,,a) P5:3 .D. $NP1'1 
‘2 
(No, Xa,Xb,1){(s,%,v,a) P3:62 .D. &NP1:3 
(No, Xa,m,n,1)(s,u,a,b,æ) P84.5. SNP1'4 


>» » » 


% 9. seCls. cesfs. ass. beN, ._). 
8 ea =a è a 


Si signo de functione praecede variabile, plure 
indica functione repetito. Nos scribe exponente ac 


PIS 


Si 4 es expressione que contine lite 
indica signo de praefunctione, que calculs. 
resultatu A. Ce notatione es frequente in : 

(|x) À indica signo de postfunctione, qi 
sponde A. Nos lege signo A4|x « A inversi 
varia x »; et nos defini illo ut seque: 


Y 11 abeCIs.uebfa . I). (ur)lx = 
‘2 » ue agb . I. (Mu) = è 





Y 2. ab,cdeCls. uebdfa.). 
0 va=3[ FOX =Y)| 
‘O1 ye ua =. Fx3(cea. UX =) [ 
4 xa. _ ) ua eu‘a 


‘2° Ce ja.) ucIua 
[ Hp _.D. mæœaux=y) D anx3(ur=y). Oper 
‘3° ua De .=: CEL.) x EC 


‘4 cia .dTYa I. ueld=u'cyud 


ii DEE: ul) = 43 Alu) nas uaez:i 
Distribia#w) D. >» yalnrsuaezy) v 
Distribéqu; (DI. >» y3; [a onxsux=y |: 
Distrib:3,v) DI. >» “Aa nreuae=Y)] 4, 


Df‘< .2. » ucuu‘d | 





i 
| 
4 





RE i 
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‘3 a(u'a)nc.=. 10NX3(UL EC) 


[DEE q(uanc =. A œmysl qanxes(ux=y) 
SA 34 Di » A an xs[ qenys(y=ux)] 
Dfe .D: » » (I Miur ) 

>» » (ua EC) ] 


‘6 rec.) ua) =(cula 
[ Hp D. e‘(u‘a) = 234 u‘a n y3vy =2)] 
P:5 2) » = 234 an maux € y3(vy —=35)|: 
= Z23l/4 an 3 vue =2)] | 


1 WA = A 
‘8 rea. ). UT IUT 


Si a, b es classe, et si & es signo de praefunctione de a ad 
b, tunc «‘a, lege « « de aliquo «a », vel « « de omni a», vel 
« u des a », repraesenta classe de differente valore de expres- 
sione «x, ubi 2° sume omni valore in classe a; vel es classe 
de omni y reductibile ad forma y= «x, ubi x es aliquo indi- 
viduo de classe a; id es, omni y tale que existe aliquo a et 
x tale que y= va. 

u‘a es « imagine de classe a, in correspondentia & ». 

Per definitiones opportuno, nos tace signo ‘ quando non exi- 
ste periculo de ambiguitate. (Ex. P3:2). 


30 abeCls.ue ajb . 7). au = y3 4 an xa(xu —y) Df 
‘1 keCls._). Cls’k = y3  Cls Axa (xk =y) = Clsr y3(y_)k) Dfp 


Si « es signo de post-functione, nos inverte signo ‘; formula a'u, in 
lingua commune vale circa «des a to uw ». Seque valore de Cls’k, valores 
de xk, vel ænk, ubi x es classe arbitrario, conforme ad Df II $4 P 1:0. 


‘2 veCilsNn,. agN, .) uta=v+a = (x+a)x'u Dfp 
» atu= (a4x)|\x'u Dfp. 
| = II$4P1:1?2 ] 
Si u es classe de numero, et a es numero, v+a indica valores de 
x+a ubi varia x in classe «. Es definitione praecedente scripto sub forma 
plus breve, per symbolos de praesente $. 


% 41 aboede Cls.ue (bfa)sim.c_)a.d_ Ja ._). 
und) = u‘cn ud 


‘2 ue (bfa)rep .—=. ue (bfa)sim . dD_) ua Dfp 














III. 19 


83 
% a,b,cdeCls y} ‘0° ab —=(x;y}(xea . yeb) Df 
01 (x;y) € (ad) .—=. rea. yeb Dfp 
‘02 abc = (aib}ic = (x;y;3)3(r£a . yEb . 3EC) Df 


Si a, b es classe, ab indica omni systema x;y (considerato 
in I $2 P6), ubi x es elemento de classe a, et y es elemento de 
classe d. Illo es differente de a;b, systema formato per classe 
a et classe d. In defectu, in nostro linguas commune, de voca- 
bulo cum valore proximo ad signo ‘, nos lege illo « virgula 
et puncto ». 

Si Dry es propositione cum duo variabile x et y, vel relatione 
inter duo variabile, et si x varia in classe a, et y in classe 
db, tunc (c:y)8Pry es Cls(a°0). 


(atb) >) (c‘d) ade .b Xl 
(aib) = (cd) . a=c . b=d 
(ab) = (c‘d) . (ad) = (cd) 
(arc): (bed) = (a:b) n (cd) 
(ac)b = (ab (cb) . a:(bd)=(ab)(a:d) Distrib(,v) 
(ac) (bd) = (ab) (cb) (aid), (cd) 
(ab) =. qa. qd 
(ce ty) = (2) . ay = x À ty) 
x ty = il =. xy = Gil 
i ‘4-9 PADOA RdM. a.1900 t.6 p.120 | 


© d 1 © CE à da 


% 21 u,vCISN, . 7). u+o = (y+2)|(y;2)(uir) Dfp 
[ =1I84 P1:3 ] 


$4 F (functione definito) 
Vocabulo « functione » in Mathematica habe saepe valore 


de symbolo « f ». Resulta de suo definitione, que si x es trans- 
formatore des a in b, et si ces classe parte de a, w es etiam 
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transformatore des c in b ($1 P1‘3). Per exemplo, si nos sup- 
pone operatione « mod » (valore absoluto) definito pro numero 
imaginario , illo resulta definito pro numero reale. Et post 
definitione de « mod » super numero imaginario, nos pote de- 
fini modulo de numeros complexo de ordine superiore ad 2, 
et modulo de substitutiones, et modulo de vectores, etc. 


In Mathematica non existe uno definitione p. ex. de « mul-. 


tiplicatione », neque in Formulario existe aequalitate de forma : 
X = (expressione composito per alios signo). 

Sed existe definitione de multiplicatione inter duo N,, post 
inter duo n (numero relativo), inter duo R (numero rationale), 
etc. In Formulario non es difficile de inveni plus que 30 defi- 
nitiones de xrXy, cum hypothesi-s differente. 

Ergo ad signo de functione non es ligato campo in quo func- 
tione es determinato, dicto campo de variabilitate, nam nos 
pote semper restringe et dilata illo. 

In consequentia, nos non pote loque de aequalitate de duo 
functione; nam duo functione pote produce identicos resultatu 
in uno campo, et differentes in altero; duo functione arbitra- 
rio :. et = habe semper campo de coincidentia, expresso per: 
x3(ux =) Nos non pote loque de numero de functione que 
satisfac ad aliquo conditione. Nullo functione es invertibile; etc. 

Quando mathematicos loque de aequalitate, numero, inver- 
sione de functione, vocabulo « functione » responde ad syste- 
ma («;a), ubi « es functione, considerato in $ 1, et a es campo 
de variabilitate. Nos voca illo « functione definito », et indica 
per F, aut Funct, et nos pone per Df: 


Yo 11 «apdECis. uebfa. cea I. (ur = ux Df 
Si a et b es classe, et x es d functione des a, et x es a, tune per (u;a)x 
nos indica valore ue. 


2 a,be Cls. ue bfa .). Variab(u;a) =a 


Variabilitate de (u;a) es classe a de valores de variabile. 


‘3 abe Cls .). bFa = rcajqpfa n us(e=(14)]{ Df 

Si a et b es classe, nos voca « functione definito des a » omni ente v 
reducibile ad forma v=(4;4: ubi &« es aliquo b functione des a, ut con- 
siderato in $ 1. 


ee 
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‘4 Funct = ra H(4;b)3 (a,be Cls . re bFc 
‘8 ue Funct ._). Variabu = 7 Clsn cal 


‘6 «,re Funct .D). u=0 =: 
Variabu = Variabo : re Variabu ._ 
Duo functione definito w et » es dicto aequale 
de variabilitate de u coicide cum campo de varia 
omni x que pertine ad campo commune de variabil 


‘7 abeCls ._) bFa )bfa 


De definitione ‘1 et de definitione de f resulta 
nito es functione. 


Y 2. abeCls. ):: 
‘0 dbFa= Cis(bia) e usjrea 7). a y3l 
TEA . (Yi) EU. (3:Y)EU ey. YZ } 
‘01 bFa = Cls(bia) n ug[xea I). num y 


‘4 uebFa.nega .). un =173((Y;x)eu 

Si a,b es classe, bFa indica omni relatione inte 
ni a responde uno solo d. Definitione possibile di 
sine usu de signo f, que occurre in P1. 


% 30 ue Functsim . }). u!= 
3 (Variabu)F{(uVariabu) n ca[me Variaby . 


4 ue Functsim . 7). (4 "= 

Si w es funetione definito simile, tune per w-1, 
dica illo funetione definito, que ad valore que ass 
ria in campo de variabilitate de «, fac correspont 
te de w, et tale que successione de operatione w e 
ce identitate. 


9 ab, Cis. ue (bfa)sim. ce e Fh)sim ._ 


3 ae CIS. ure(aFosim . ur = eu _). 


uir=Pput ur = ru 


o ® ” — 1 Cz i i v 

4 aeN, .). (+a, N ' = (—u, d4N,) 

Inverso de operatione --«, in campo de numer 
campo de numero superiore aut aequale ad «. 


5 «EN, i (XA,N) = (/4. aXN,) 


Formul. t. 5 
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| num % 40 m,neN, . ). num(l‘mn F ln) = m" 

| 4 MEN, 2). num(l“mF 1-mrcp =m! 

| i Luca PACIUOLO a.1494 fol.43 v. | 
| ‘2 neN,.men+N,.)num(l'mF1l-n)sim = ml/(m—n)! 


l'm F 1‘°‘n = « variationes cum repetitione de objectos 1'‘°m ad n». 
i (1°°°m F 1°-*n)sim = « variationes simplo ». 
Si m=n, illos es vocato « permutationes ». 


85 MU 


o 1 uve Cls’Cls .). 
‘0 (Mu=y3}xeu ._). yer} .\Uu= x3qH}uny3(xcey} Df 


Si u es classe de classe, tunc fu, lege « parte commune des wu» vel 
« producto logico des wu» indica omni objecto pertinente ad omni classe 
de systema u. 

UU, lege « universo des u» vel «summa des w» indica objectos per- 
tinente ad aliquo classe u. 

P'1 es analogo ad syllogismo. 


xea.aEU ._). xe (Vu 

Urano = Qu ue Distrib (U, y 
MA = [un (Ne | 

UDO DUI RI 

Uro d Ur Ur 


76 Mes LN 
i i *2-:6 C. BURALI-FORTI, MA. t.48 | 


‘7 ue Cls .). UÜitmyla‘u]|y"o = (uo) 


Î 
| 
| 
Nos considera systema x;y. Nos varia x in classe uw; (x;y) | x‘u reprae- 








è dd & & à 


senta classe de systema. Nos varia y in classe v; [(x;y) | æ‘u] | y‘v reprae- 
senta classe de classe de systema. Suo universo vale (u‘v). 





SO n 


dg 10 n=4Nu-N Df 

Expressiones, ut +5 et —3, jam ad nos occurre in II Sl 
P2-3-6. Illo es dicto: 

+N, = numero positivo 

—N, = numero negativo. 

Vocabulo « positivo » et < negativo » habe valore de « addi- 
tivo » et « subtractivo ». 

Phrasi < numero negativo » habe forma grammaticale de 
«numero pari » sed valore differente. « Numero pari » es classe 
de numero, et inter vocabulo « numero » et « pari » es tacito 
signo logico n. « Numeros negativo » non es numero, sed sy- 
stema composito per numero et signo —. 

n, lege «numero relativo » indica « numeros positivo et 
negativo ». Vocabulo «et» ‘vale u. 








‘a abeN, .) a+(+b) = a+b Df 
2 beN,.aeb+N, .). a+(—b) = a—b Df 
Prop. ‘1°2:7 exprime conventiones commune. 

‘3 æœyen . }).. 


ao=y.=: ueN, u+a,utyeN,. du. uta = u+y Df 
« Duo numero relativo ‘x et y es aequale inter se, si pro omni numero «, 
super que nos pote fac operationes +x et y, semper fi u+x = u+-y». 


‘4 abeN, Di+a=+b.=. a—b 


[| a,b,ueN, . $+-46 Diutazutdb.=. a=b (1) 
a,beNo . (1). Export .).'. ueNo Du. utazutb :=. a=b (2) 
(2) . Df'3 .D. P |] 


‘8 a,beN, i -a=—b.=. a—b 
[ ab,ueN, u—a,u—beN, Diu-azu—b.=z.utata+b= 
u—bpat+b.=.utb=zuta =. a=b*] 
‘6 a,beN, ._} +ta=—b.=.a=0.b=0 
| ab,ueNo . u—b EN, .D: uta=u—b =. u+a+b =u., 
=. a+-b —0 .=, a=0. b—0 | 


‘7 an, _) a= +a Df 
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R 20 yen). x+y — 
ann 23{uEN, . u+ x, u+æ+y EN, . ju. u+a+y=u+3] Df 

a Si x et y es numero relativo, x-|-;y indica illo numero relativo z tale 
que, si nos sume numero (absoluto) arbitrario u, super que nos pote fac 
operatione +, et super resultatu operatione +y, semper fi: 

utarty=u+z>. 

‘1 abeN, -) +a+b = +(a+b) | 8+42DP ] 

"2 » —a1-b= —(a+b) | $—15DP ] 

‘3 DbEN,. ae bD4N, . ). +a—b— —b+a = +(a—b) 

| $S—1:67DP ] 


ab,cen .) ‘4 a+ben ‘5 a+0=a 
6 a+b=b+q | 1 atb+)=(a+6)+c 
‘8 atc=b+c =. a=>© 

% 30 ven. ). —ù — 1 nr yxx+y —0) Df 
A aeN, I) —(+a)=—@ . —(—a) = +a 

a,ben ._). ‘2 —aeEn ‘3 —(—a) —=a 
4 a—b = «a+(—b) Df 3 —(a+b) = —a—b 
‘6 ren. dba —b =, x= b—a 


% 4 abeN.x,yen . I. 
‘0 ra=2?nnc3[veN,. "+r EN, du. (u+x)a=ua+2)] Df 


i: ar » » a(u+x) = au+3)) Df 
2 ay= » » (u+x)y = ux+z)] Df 
‘3 ax = Xxa Dfp 


‘4 (+bxa=+ ba 
[ Hp. Df'0 .D.(4+dixa = mrza[ueNo Da (ut+b)xa =uXa+3] 


Distrib(X,+).D. » = » uXa+bXa=uxat-z] 
Oper —uXa.). » «= » +bxa = 2] 

Distrib(3,m) .2. »  —=izsfsen. z=+bXa] 

Dfn .). » = 123/2= +bX Aa) 

Df e DI. » 32328 4a] 

Df 3 2). » = li 

Dts 2). » = -.-h ‘a | 
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8 (—bja = — ba 
6 (+a)x(+5) =+(@x8) . (ax (+) = —(axb) . 
(+a)x(-b)=—(axb) .  (—a)x(-b) = +(axb) 

i DIOPHANTO I 9: « Aeîyus ni Aetyrv nollanlacaodeïoa roi 
vnaptiv. Aetyis dé Eni Vraptw, nouet Aeïyur. »| 
% 5. ab,cen. ). ‘1 axben ‘2 0xa=0 . lxa=a 
a(b+c) = ab+ac ‘4 ab=ba 
abc) = (ab)c = abc | 
ab =0 =. a=0 vw. b=0 
ac=bc.c=—0 ._). a=b 


dò & oc 


% 6. ab,cden. ). $Xx P2 
‘4 alb—c)\+b(c-a)+c(a—bdb) —0 


‘2 (a—b)(c—d)+(b—ca—d)+(c—a)\b—d) —0 
[(a—d, b—d, c—d)|(a,b,c) P:1 9. P] 


‘3 ab(a—b)+bc(b—c)+ca(c—a)+(a—b{b—c)(c—a) = 0 
‘4 (a+b)b+c)(c—a)+(b+c)(c+a)(a—-b)}+(c+a)(a+b)(b—c) = 
—(a—b)(b—c)(c—a) 


‘5 (a—b)(b+c—a)(a—b+c)+(b—c){a—b+c)(a+b—c)+ 
(c—a)(a+b—c)(b+c—a) = —4{a—b)b—cXc—a) 
[[Ba—d—c, 3b—c—a, 8c—a—b) | (a,b,c) P:3 I. P] 
‘6 a(b+c)(b+c—a)+b(c+a)c+a—b)+c(a+bXa+b—c) = 6abc 
7 a(b—c)(b+-c—a)+b(c—a)(c+a—b)+c(a—b(a+b—c) = 
2(a—b)(b—c)(c—a) 
% To ab—a+b+c0)+bca—b+c)+caa+b—c)—3abc = 
(a—b)(b—c)(c—a) 
#4 aba—b+0)+bc(a+b—c)+ca(-a+b+4+c)—3abe = 
—(a—bXb—c)(c—a) 
2  aba+b—c)+bc(—a+b+c)+cua—b+c)+5abc = 
(a4+-bXb+-c)(c+-a) 


8 «a a—b-oa-b—0-+ha-b—0 ab 0-2 dla — 
b+c) = 4abc-(-a+b+0)(a—b+c)(a+b—c) 











| 
| 
| 
| 
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‘4  a(a—b(a—c)+b(b—c)(b—a)+c(c—a)(c—b) = 
abec—(-a+bto)a—b+tcatb—c) 


8 (a+bb—0)c-A+(b+0)c—aa—b)+(cta)a—b)b—0) = 
Babc—(a+b)(b+c)(cta) 


6 (a+b+c)}(—a+b+c)(a—b+c)+(a—b+c\a+b—c)+(a+b— 
o(—a+b+0)} = 8abc+(—a+b+cl(a—b+c)(a+b—0) 
‘7 (aa'+bb\(cc'+dd)+{(ab—-ab)(cd'—c'd) = (ac+bd)(a'c'+b'd')+ 
(ad—be)(a'd' —b'c) 


nf 
% 10. a,ben. inmeN, ._). ‘0-02 = S\Pl'0--02 ‘1 a* en 
‘2-4 = SMP1:2-4 5 (a = a 
‘6 (—a}M2m)— aN2m) ‘7 (—aN2m+1)= — aN2m+i) 
SN P2. P3. 


% 11. a,ben . ). 
0 (a—b} = «— 2ab+0b° 
‘4 (a+b)(a—b) = a —b" | | 
2 (a+b)+(a—b) = 2(a+b") i EUCLIDE 11 P9 } 
3 (a+b)—(a—b) = 4ab { >» è» P5j 


12. a,b.cen .). 
‘1 (A-b'4+0—cY+(e—a) = 2(a°+0+c—ab—bc—ca) 
= 2{[(a—b) 7 
[ O—c,c—a,a—b)|(a,b,c) 831 DI. P 


2 (a-b'+0—)+—aft ida = (a+ 0 +0") 

3 (4b+0)+(+b—YHa—btc}+—a+b+0 = 4a°40°+0) 
4 (a+20)(0+c—a)+(b+20)a—b+-0)+(c+2a)(a+b—c)=(a+b+0) 
8° Ba+b+c} = (a4b—cf4+(b+c—a)Hc+a—b}+8ab+ac+bc) 


‘6 (-a+20+2c)"+(2a—b+2c)"4+(b—c) = J(a +b +)  +2a2 
| (20+2e—a, 2e+2a—b, 2a+25—c) | (a,b,c) P2 D. P] 
} EULER a.1750 CorrM. t.1 p.515 | 
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% 13. ab,cden.). 
‘1 (a+b+c+d)+(a+b—c—dÿ+(a+c—b—d)+(a+d—b—c) = 
(-a+b+c+df+(a—b+c+d)+(a+b—c+d)+(a+b+c—d! = 
4(a*+b'+c+d i LEGENDRE a.1816 p.8! 


% 14 a,ben . ). 
4 (a +ab+b'Xa—b) = a ‘pi 
2 20°+0)—(a+b@+0) =(a—b}a+b) 
8 (a+b} = a(a—3b} + lots 


% 15. a,b,cen . }. 
4. a{b—c)+bc—a)+c\a—b) = PR 
2 ad'_—+h°—a)+c(a' 09) — (b—aXc—aXc—b) 
3 (a+b}"{a—b)+(b+"b—c)+(c+a){c—a) = —(a—b}b—c(c—a) 
[ (b+c, cta, a+b)|(a,b,c) PID. P | 
‘4 a'b+c)+b(c+a)+c{(at+b)—6abc= a(b—c)+b(c—a) +c(a—b) 
8 (a+b+c)—{(b+c—a)—(c+a—b)—(a+b—<c) = 24ahc 
[ (b4<c—a, cta—d, a+b—c)|(a,b,c)$N 33 I. P ] 
6 a+040-3abe=(a+4b+cXa*+b4+c—-ab—ac—bc) 
1 A4+b0+—3abe)=a+b+c{(a-b} +6) +(c—a)"] 
8  3(a"+b"+c)—(a+b+c)(a"+b+c)— 
AGE CARO EC ANGES 
"9 2{(a+b+c)—27abc] = 
(a—b}{(a+b+1c)+(b—0"{(Ta+b+0c) (ca) {(a+7 b+c) 
NE 16. ab.cden I. 
"1 lattoa—bteX-_atb4+o) = 
 db+c-a+ba+c—b)+ca+b—r—2abe 


2 (a-b+b—cf'+c—a* = Ha—b\b—cXc—0) 
I (@—e, c—a, a—d)|(a,b,c) HN 33 I. P] 


3 Ub-c+bc—af'+c(u—b}+8abc = (a+b\b+0cta) 
4 (Q+b+c?4+(—a+b+0)+(a—b+0+(a+b—cf = 
Ba 4-b4-c)46(—a+b+-c)(a—b+c(a+b—c) 


9 RD +-04-d’—Habe+abd+acd+bed=a+b+c+dXa'+ 
P+e4+d'ab—be—ca—ad—bd—cd) 











DE ee le = 





‘6 (—a+b+c\a—b+c)+{(a—b+c(a+b—c)+{(a+b—c) 
(—a+b+c)+(—a+tb+o(a—b+c(a+tb—r) = 4}abc— 
__ (a_blb_Xc_a); 
‘7 (catbtef(a—b+c)tHa—btc}(atb—c)tH(a+b—c) 
(-a+b+c)+(a+btc)(a-bt0at+b—c) = 4}abc+ 
(a-b(b—)(c—a)| 


% 17. aben. ). 
(a+ b+ab + bXa—b) = a'-d' 
(a*+ab+b")—(a—ab+b") = 4aba'+b*) 
da—2b) —bb—2a) = (a—b\a+b} 
(+5) = (ab) +(2ab) i EucLIDE x lemma P29 ! 
a'+4b' = (a +2ab+2b'Xa"—2ab+2b" 
i EULER a.1742 CorrM. t.1 p.145 | 
‘6 a'+a'D+0' = (a Lab +b*Xa —ab+b’) 
‘7 3(a'+a"028+0)-(a*+ab+b*) = 2(a—b) (a+ ab +b°) 
8 2(a'+a"b"+b)—3ab(+b) = (a—b)(2a +ab+2b) 


È dd À 


% 18. aben. ). 
41 HD abat +) = (a b}@+ab+0) 
2 (a+b} —-(a—b)} = 8ab(a +b!) | Pi1:2:3 .D. P ] 


i CAUcHY Exerc. a.1841 t.2 p.144 | 
‘3 (a+b) = (a'—6ab+b) + 16ab(a—b) 


% 19 ab,cen . ). 
1 ab—c*+Mc-af+cCa—b? —={(a--bXb—cXc—aXa+b+c) 
= a(b'—c*)+b(c°—a”)+c(a'—b') 
2 a(b—c)+b(c—a)+ca—b) = (a—bXb—cXa—cXa+b+0c) 
‘23 (a+b—2c\a—b+(b+cT—2a\b—c}+(cta—2b(c—-a)} =0 
| (b+c—2a, c-Ha—2b, a+-b—32c\|(a,b,c) P:1 D. P ] 
‘4 (a+bD+cXu+bT—cX\a—b+cX—a+b+c)= 
Na+" +0 —a'+b'+0%) = (a'+0°+" —2 (ab +ct) 
‘8 [(a—b)+(b—c)+(c—a)T = A(a-bY'+b—e)+4(c—a) 
d4b'4+e — (a+b+c\a—-b-c{\b-c-aX\c-a—b)+ 
XL ++) [P4DP] 


à 
Lu 








IL 86 n 


7 (a+b+o (++) (RH + Re) = 
ab(a—b} + 

8 (a+b(a—b)+(b+r)b—c)+(c+a)c—a 

2(a+b+ce)(a—b)(b—c)(c—a) [ bD+e, c+a, 


% 20. ab,cen . ). 
4 ab —D)+bc(b—-c)+ca(—a) = —(a- 
2  ab(a+b}+bc(b+c) +ca(c+a) = 
(a+b+0)[(a+b)(b+r)(c+a)—4abc] 
‘3 alb—c)b+c—-af+bc—a)cta—bf+c( 
‘4 (A+b+)" + (-atbto) + (a-b—c) 4 
4(0*+0'4+c%) + 24(0°8+ Ca +a"b) 
‘8 a'(a—-b+0(4+b—c)+b(a+b—c)\(—a+! 


b4+c)a—-b+c = (a+b+-c))2abe-(- 
b+c)Xa+b—c){ 


‘6 (a+b+0);(a+b+c)}+(a—b+c)"+(a+ 
b+c)}(a—b+c)*+(a—b+c)(a+b—c)® 
b+e} = 6(04+05'+c5)+4*54+0D'c°4 


Y 21. «b,c,den .Y. 
4 (+) —=(ac+bd)+{(ad—dbc) — 
i DIOPHANTO 111 P22 | 
2 (XP) = (ac—bd)—(ad—bc” 
3 (+++ PPHQUuC 
/ P. TANNERY IdM. a.1898 p.282 | 


* 22. a,b,e,d.e,fg,h,d,b',r,d'e',f ,9',N",p,qer 

Ca +cb'{a"+cb") = (aa +cbl')+c(ab!— 
» » = (ad —cbb'})+c(ab'+ 

CEDEX HD Le —(aa +bb'+cc') 
(ab'—a'b}+ (ar dB (be Ve) 


1 
2 
‘3 
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4 (++ C4" 4b"+c +) = (aa +bb'+cc' +dd '+(ab'— 
a'b+cd'—c'df+(ac' —a'c-bd'+b'd)'+(ad' —a'd+bc' Ve) 
i EULER PetrNC. t.5 a.1754 p.54 | 


38° (a'—pb'—qc'+pqd@Xa*—pb"—qc"+pqd”) = 
(aa'+pbb'+-g(cc'+pdd'))—p(ab'+a'btq(cd'+d) 
—q(ac'—pbd't-(a'c—pbd)'+pq(bc' —ad't(a'd—b'c)? 
j LAGRANGE a.1770 t.3 p.201 | 


6 (2H HE PHE HP Hg REXa HEC + +R") 
= (aa +bb'+cc+dd'+ee +ff +gg +hh) 
+ (ab'—ba'+cd—dc'+ef —fe +gh' —hg* 
+ (ac'—bd'—ca'+db'+eg'—fh'—ge +hf') 
+ (ad'+bc —cb' —da' +eh'+fg' —9f'—he') 
+ (ae'+bf +cg'+dh'+ea' +f0'+9c' +hd) 
+ (af'—be +ch'—dg'+eb'—fa'+gd'—hc'} 
+ (ag'—bh'—ce' +df' +ec —fd'—ga' +hb') 
+ (ah'+bg'—cf'—de +ed' +fc' —gb' —ha"} 
i DEGEN, Mém. de l’Acad. de St. Pétersbourg, a.1822 t.8 p.4 | 


1 (ab) +{(a+b + laa+bXa"+ab+20)f = (a'+ab+-b9) 


% 23. ab,cen . ). 
4 + —ab(a"+b) = (a+bXa—Da +" 


2 (a+b) = «a—10ub+5b) + b(ba*—10ab+b) 
‘3 ab(a'—b)+bc(b"—c)+eac—0c) + 
(a-b(b—c)(c-a}a*+D+c+ab4+bc+ca) =0 
4 (DH (Ca —)+ ca —b"—(a—b\a—cXb—cXab+ac+bo) 
| [ (de, ca, ab)](a,b,e) P20:1 ID. P |] 
5 (a+b+c)—(a+b—-c "+ b+c—a)+{(c+a—b}+80abr(a+b"+c) 
} CAUCHY Exercices a.1841 t.2 p.144 | 
[ (o+ce—a, c+a—b, a+b—c)|(a,b,c) N38 9. P ] 
6 2[(a_bl'4+(0—c)Y'+(c-a)] = 


5(a-D(b—c){" IRE 
[ @—c, ca, a—d) |a ,b,c) P:5 D. P | 


% 24 ab,cen. }). 
‘0 (a+b) = (a—b} (a —14ab+0) + 4ab(3a—L}(3b—a) 











III. S6 N 


4 (@ + b+ab ba —ab+ ab —b) =: 
2 (d'+a"b—ab—bÿ—(a"—a"b—ab+b"} = : 
+8 (a*+a'b—ab+b)—(a—a"b— ab D} =. 
‘4 {a +ab+b)—-27(ab+ab") = (a—b}{[2(a' 

} LAGRANGE a.1777, Œuvres t.4 p.346 ! 

8 a(b—c)+b(c—a)+c(a—b} = 3abc(a—b 
| (ab—ac, bc—ba, ca—cb}|(a,b,c) P14:6 .D. P ] 

‘6 (a+b)(b+c}{(c—a)+b+c)(c+a)(a—b} + 
+(a—b)"{(b—c)(c—a) = 4(a'+b9)(b"+< 

‘7 (a+b)(b—c)"(c-af+(b+c)(c—a)(a—b)"4 

i +(a+b)(b+c)(c+a) = 4a'+5)0'+. 

‘8 alb—c(a—b+c}(a+b—c}+b(c—a)(a+b- 
c(a-b(—a+b+c)(a—b+c)=—16abc 
‘9 (a+b+0)*{(a+bto}a_b+c}+(a—b+< 
b—c)}(-a+b+c}}+(—a+b+c)(a—b4 


640° -Aa'+0+cMa+b+c)—a+b- 
b+c)(a+b—c) 


%æ 25. ab,cen . ). 
4 ad'+0-aba'+08) — (a+bXa—b"(u+ab+ 
2 (at+b'{a+b)—2ab(a+b"—(a—b}(a+bXa 


‘3 (a +b'\a+b}—(a+b{a +b"—(a—b "a+ 
‘4 (a+b) = a(a —21a"b+4+35ab—17b") + ba 
5 (a+b+e)—-(at+b—c)'-(a-bte)"—(-a4 
56abc[B(a*+bD'+c9)+10(a°2+5° +03) 

+ LAMÉ a.1840 JAM. t.5 p.197! 


R 26. «ben . ). 
1 (a+b} = (a —284"b+104b—28ab +6) 
64aba—b)(a*—6ab+b) 
32 (br + ab +) — (a —b— cb — 
aa 





inni on nn 


a Ron 
8 (Ab 4 — cb + al +0? = 
4ab(a*—D’\a— a +b 
‘4 Haba +0") = (a +bXa—b "(a+ ba +06) 
8 (a+b) = a(a—36ab+126ab—84ab +90) + 
b(9a°—84ab+126ab —36ab + L‘) 


n > 


M 30. yen MY: 0 r>y—. y. —.xE y+N, Df 
"O1 x>y.=: ueN, . utxr,uty EN. Ju.u+r>u+y Dfp 
‘02 a,beN, Di: +a>+b.=. a>b: +a>—b: —-a> —b — a<b 


a,b,c,den ._). 
1 a>b. b>c .) a>c 
2 a>b =. ate > b+c 
3 a>b. >.) a+c > b4d 
‘4 AD>D nu. =D à a<D 
5 a>b.=.-a<—b 





we 31 «ben. ceN, ._} a>b —. «> br 


M 32. «been, {a—b—=c) ._). 
‘1 (a+b—cf*+(at+c—b'+0+c—a) > ab+bc+ca 


‘2 abc>(a+b—c\a+c—b\b+c—a) }BERTRAND a.1855 p.142 | 
[ b+c—-a, atc—b, a+b—c)|(a, b, c) SN, 12:25 .D. P ] 


‘3 (a-DbDa+b—c)+(b—c)}(b+cT—a)+(c—-a}(cta—b) >0 


330 d«E(2N,+1)e(5N,) ._). a'—1£80N, 


aen ._). ‘1 (2a—1)—1 € 8n ‘2 ala’—1)£6n 
3 a@—1) € 12n } Letniz MathS. t.7 p.101! 
4 a(a'—1)(a°—4)£120n 
5 a'l«—1) e 60n 
‘6 ala’ —2)(a'—1\(a'—16) e 25200n ‘7 a(a"—1)£ 2730n 
8 a(a'—1}(a —9)a —16) £ 46800n 
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% 34. a,ben. ). 

‘1 abla*—b)£6n ‘2 ab{a*+b'Xa'—Ù*) e 30n 
ae 2n+1 7). ‘3 ala'—1) € 240n 

‘4 a'(a’—1)(a'—1) € 5760n 

5 a(al-—1)(a'—1) € 4032n ‘6 a'a'—1)(a'—1) e 115200n 

‘7 a,ben. meN, .). a"—b"enx(a—b) . a'*—b°" e nX(a+5) 

8 ne6N—1.a,beN,._). 

(c+b)"—a"—b" € nab(a+b(0*+ab+0*)XN, 
9 ne6N,+1.a4,bEN, ._). 


(1+b)"—a"—b" € nab(a+b}(a"+ab+L'YXN, 
i CaucHY a.1839 Œuvres s.1 t.4 p.501; Exerc. a.1841 t.2 p.137 | 


% 351 2n+1 Dorn. in )n'—n 
[ cen .D. 244+1= a--1}—a?. $a—=(a+ 1) —(a—1} ] 
2 nn )n+n+n+n"+n | OLTRAMARE IdM. a.1895 p.25,166 | 
3 aen._). a(a'—1) e 30n 
$ 40. (n| N,j$max 
4 «eCis'n. max er . ). min(—v) = —maxu 


Y 41. we Cls'n.aumO. ). 


0 Du — max[Nnx3(u )nxx)] : D((0) —0 Dt 
4  D(ut0) = Du 
Yo 12. 


4 a,beN,.D(a,b) =1.cen ._). a 0*"(b—1)n2x3 (ax—c € nb) 
2 a,beN,. D(a,b) ==1.cen.u,ven.au+bvo =e II): 
r,yen.ax+by =C =. Anna +3. y= v—-a:] 
3 «been . D(a,b,c) =1.). (r:y;5)8 (a +-by+cz —0) — 
(ho—cr, cu—aw, av—bu)|(u,v,w) * (ninin) 
i CAUCHY a.1826, Œuvres 8.2 t.6 p.287 | 


% 431 aëN,.2a+1eNp.be n=n(24+#1) .—). 
be n° + (2a+1)n .=. (—b)"—1 e n(2a+1) 
) LEGENDRE a.l797 N.134 | 


Numeros n°+an vocare « residuo quadratico ». 





92 _ | | HL $6 n 
3 HP APE PC — Hal + br — 
Labbe —P+b 

4 04-40) = at bia bi +b, 

3 (a+b} = a(a—36ab+1264%b"—81al +90") + 
b(9a°—844b4126a"b"—36ab +) 


n > 


Po 30. cyen . y O0 r>y.=.y<xr.=.c£y+N, Df 
‘01 a>Y.=: uEeN u+r,ut+y EN. Ju. u+trD>u+y Dfp 
‘02 a,beN, Di: +a>+b.=. a>b :+a>—b:-a>—b.=. a<b 


a,b,c,den ._). 
4 a>b. b>c.. a>c 
a>b =, a+c > bbc 
a>b . c>d .2. ate > b+d 
A>L n. 4a=b à. LD 
bh =. ALD 


œæ + cd Nd 


Po 31. «ben. ceN, > >b =. ae > be 


M 32. «b,ceN, Aa—b=C) I). 
‘1 (a+b—c}*+(atc-b)'+btr—a) > ab+bc+ca 


2 abe>(A+b—-cXa+c—b\b+c—a) } BERTRAND a.1855 p.142 | 
[ (b+c—-a, atc—b, a+b—c)|(a, b, c) $N, 12:25 .D. P ] 


‘3 (AD4+b—-)+(b—)b+c—a)+(c—a}(+a—b) >0 


M 330 de(2N+1)e(5N) -D. a'—1£80N, 


aen.). ‘1 (2a—1)—1 € 8n ‘2 «(a —-1)e6n 
‘3 ad-1) € 12n i LEIBNIZ MathS. t.7 p.101 | 
‘4 a(a'—1)(a*—4)£ 120n 
5 ala'—1) e 60n 
‘6 «(a/—2)(a'—1{a—16) £ 25200n 7 a(a"—-1)e21730n 
+8 «a(a—1)(4—9)(a —16) e 46800n 


LL 


$8 
% 11 «,beN,._) b/a=(Xb 
‘2 R—=N,/N, 
‘3 ÆYyER. )o=y.=: ver, . 
R = «Numero rationale ». 


Illo es omni expressione de forma 
bla indica operatione « multiplica per 
bile supra numeros de determinato c: 

Numero rationale es operatione, ul 

Per conveniente substitutione no: 
Prop. de $R: 

OX. 1, Na, RH, —, No, n) $£ 
D $ 

Duo operatione n = +N,u —N, £ 
+43—5 = —2. Duo operatione XNo 
de identico forma. Systema vel « gru 
reductibile ad forma XN5/No = R. 


In usu commune 2/5 indica oper: 
per 3 ». 2/9 de metro, es quod result 
multiplica resultatu per 3. Nos praetf 
nos rende operatione possibile in ma: 

Consideratione de fractione ut ope 

Ahamesu, calculatore aegyptio d 
Rhind, columna 12:: 

«1—(2/3+/1: 

In vero, opera supra 15, et te hab: 

15—10—1 

Nota, in ce papyro, suppressione d 

Super historia de differentes Df de 


* 2 a,b,c,d,e,f EN, 2): 
0 a/b=c/d .—. ad =bc 

Ü Hp. ajb = cjd Didd, (bad 
(bd)a]b) = (bd)(c/d) I. 
Hp. ad = bc.ueN,. u(ajb) ji 
(ualb)bd = (uc/d)bd . $:: 
Hp . ad = bc. (2). Export .= 

(1). (3) D. P ] 





= ni Tita Re pot 


24 a/b= (ac)/(bc) 
2 a/b =c/b.=.a=c 3° a/b=u/d.=. b=d 
4 a/fb=c/fd.=.a/c=b/d.=. b/a=4d/c 
8 a/b=d/e.b/c =e/fY).a/c=d/f 
6 a/b=e/f.b/c=4d/e au/c= d/f 
7 a/b=c/d.=.(a+b)/b = (c+d)/a 
8 a/b=c/a.=.a/b=(1+c)/(b+d ) 
9 


a/b=c/d.efb=f/4 >. (a+e)/b = (c+f )/d 
| PODP-1-9 ] 
i EUCLIDE v P12, 18, 19, 22, 24, vii P 13, 17.3 


% 30 ,yeR ._). 
2+y=1Rn33(uEN, . ur, uy EN, Fu. ir+uy=u3)  Df 


| 

| 

| 

| 

| 34 a,b,ceN, .). 4/c+b/c —(a+b)/c 

[ afe+-ble = 1 Raza[ueN, . vale, uble eN, .Du . ualc+uble = uz] 
| 
| 


= &» » » » (ua—+ub)/c = us] 
corri) | » » » u(a+-b)/c == uz] 
ia » » » (at+bdbfe=z| 

=. è [z a {a--b)fe] = (a+b)/c ] 


2 ‘a,b,c,deN, . ). a/b+c/d = (ad+bc)/(bd) 
| alb+eld =:ad)fbad}{(be | bd) = (ad+-be)/(bd) | 


2 a+tb=bd+a 
| P3:0 9. a+b=1Rn23 ueN, . ua ,udbeN, Di. ua+-ub = us) 

(Comm+)= ($444) D. » » 
P30 DD. » =bdb-+a | 


‘3 «+(0+c)=(a+0b)+c = a+b+c ‘4 abec=b+ce.=.a=b 
| | Re 50 r,yER . ). 

axXy = xy=21Rn53(0EN,. ux,uxy EN, Ju. uæy=uz) Df 
a,b,c,dEN, . >. 


| 
| 
| 
| % 4 «beeR y: ‘4 a+beR 
| 
| 


» » . Ub+ua = uz) 








‘1 (a/b)(b/c) = a/c à 

| Df:0.D. (a by(bje) =1Rnss[ueN, . ua,b, ua. bXb,c EN, Du. uxa bXb;c = uz] 
Sl x » » » » uait = uz] 
Df1:2.9. » = die | 


2 (a/bXc/d) = (a0)/0d) i EUCLIDE VII P5 } 
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$8 R 
® li «EN, .). b/a = Gex a Df 
2 R—N,/N, Df R 
3 2,yeR._)\\ao=y.=:uEN,. ux, uy EN, Ju. ue = uy Df 


R = «Numero rationale » 

Illo es omni expressione de forma bja, ubi a et d es numero naturale ; 
bJa indica operatione « multiplica per b et divide per «a», operatione facti- 
bile supra numeros de determinato classe. 

Numero rationale es operatione, ut numero relativo. 

Per conveniente substitutione nos transforma aliquo Prop. de $n in 
Prop. de $R: 

(Xx, 1, Nas RiT (+. —, No, n) $n 13 240 ‘46-78 3-0 2 34056 
D $R 13 500 6:1:2:3-5  7:0°8-1-2:3-45 

Duo operatione n = +-N,v —N, genera semper novo operatione n : 
+3—5 = —2. Duo operatione XNow ‘No non semper genera operatione 
de identico forma. Systema vel « gruppo de omni operatione XNow/No es 
reductibile ad forma XNo/No = R. 


In usu commune 2/5 indica operatione « divide per 5, et multiplica 
per 3 ». 2/5 de metro, es quod resulta si nos divide metro in 5 parte, et 
multiplica resultatu per 3. Nos praefer inverte ordine de operatione, ut 
nos rende operatione possibile in maximo numero de casu. 

Consideratione de fractione ut operatione es naturale et antiquo. 

Ahamesu, calculatore aegyptio de anno —2000 circa, scribe (papyrro 
Rhind, columna 12): 

« 1-(2/3+/15) = /5--/15 
In vero, opera supra 15, et te habe: 
15—10—1 = 3+1>». 
Nota, in ce papyro, suppressione de numeratore, quando vale unitate. 
Super historia de differentes Df de numero rationale, vide Formul. t.4. 


% 2. abcdefEN,._): 


‘0 a/b=c/d =. ada=bc i EUCLIDE vi P19! 
[Hp . alb=c/d Dibdd, (bda/b) , baAXc/d) eN, . P1°2 .2. 
Gd)(a[b) = (ba)(c/d) .D. ad = be 1 
Hp.ad= bc . ueN,. uald) , u(c/d) e N, ID. uad = ube I. 
(uafbbd = (ucla)bd . 8x 11 DI uald = ucld a) 
Hp . ad = bc. (2). Export .D. afb = cd (3) 


(D.(@).2.P ] 





21 a/b = (ac)/(br) 
2 afb = cfb —. a=c 8 a/fb=u/d.—. b=d 
4 a/b=c/da.=.a/c=b/a4.=. b/a = d/c 
5 a/b=d/e.b/c=e/f Dau/ce=d/f 
6 a/b=e/f.b/c=d/e )a/c= d/f 
‘7 a/b=c/a.=.(a+b)/b = (c+d)/d 
8 a/b=c/d.=.a4/b=(a+c)/(b+4 ) 
9 


afb=cfd.efb = ffd..(a+e)/b = (c+f )/d 
| PODP-1-9 ] 
i EUCLIDE v P12, 18, 19, 22, 24. vir P 13, 17.1 


% 30 xyeR . ). 
X+y — IRAN ISUEN,. ur, uy EN, . du. urtkuy—=us)  Df 


31 a,b,'eN, .). a/c+b/c —=(a+4b)/c 
[ afe--bfe = 3 Rnzs[ueN, . uale, ubleeN, Du . ualc+ublc = uz] 


= » x » »  (ua+ub)lc = us] 
= » » » » u(a+b)/c = uz] 
= » » » » (a+d)fc — 2] 

= » [z2=4-{0)fe] =a+d)fc ] 


2 ab,,deN, .). 1/b+c/d = (ad+bc)/(bd) 
| afb+cfd =:ad)fbd)- (def bd) = (ad+be)/(bd) | 


% 4 ab,eeR y: ‘1 a+beR 


2 atb=b+a 
| P3:0 DD. a+db=1Rnz3 ueN, . ua,ubeN, Du . ua+-ub = uz) 
(Comm+) = (8-44) (D. » » » » . ub+ua = uz) 


P3:0.D. » =b+a] 
‘3 «+(0+c) =(a+0)+c=a+b+c ‘4 at+e=b+ce.=-. ab 
M 50 r,yEeR . }). 
aXy = ay=21R"s3(ueN,. e,uxy EN, ju. uæy=us) Df 
a,b,C,dEN, ._). 


4 (a/b})(b/c) = 4«a/c ° 

[ Df:0.D. ia b)(b/e) = 3 RnsslueN, . ua bd, ua bXb/c EN, Du. uxa bXb,c = us] 
$ ‘1.2. » » » » » ua, = uz] 
Df12.9. » =; | 


2° (a4/bXc/d) = (uc)/bd) i EUCLIDE VII P5 } 
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% 31. a,beN,. ce a+N,. de D+N, ._). 
‘4 c/fa=d/b.=. (c-a)/a=(d—b)/b  } EuCLIDE vu PI} 


2 c/a=d/b.=.(c+a)/(c-a) = (d+b)/(d—-b) 


M 320 xeR.vex+R.)). y-x=2Rn 33x42 =y) Df 
‘1 b,ceN,. aeb+N, ._). a/c—b/c = (a—b)/c 
‘2 a,b,c,d,ad—bc EN, ._). a/b—c/d=— (ad—bc)/(bd) 


RIN) $— 


M 331 meN+1.aER.a<1 .) (1—a)" > 1—ma 
‘2 meN,.aeR ._). (1—a)" < 1-m(1—a)"a 
[ [a/1—a)| a])P2412DP ] 
‘3 » . >). (1—a)" < /(1+ma) 


‘4 » . MAZI ._). (1+a)">< /(1—ma) 
[ P24:2.33:2 I. (1+a)m(1—ma)<1 . (—-a)m(1+ma\<1 3. P:3:4] 


‘8 mneN,.xER.x<n .). (1+x/m)"(1—x/n)" <1 
[ 1> [1+x/{(mn)]X{1-x/(mn)] (1) 
(1). Oper Nmn) .D. 1> [14+x/(m2){Nmn)Xx[1—2/(mn){Nmn) (2) 
2.2. [1+æ/(mn)M = 14m I. [14+-x/(mn)|{Nmn) = (14x/m)fm (3) 
P33:1 >. [1-x/(mn)]m > 1—x/n I. [1-x/(mn)(Nmn) > (1—-x/n)fm (4) 
(2). (3) . (4) D. P ] 


6 x,yeR.vey.mneN, I. ay" < [(mx+ny)/(m+n)]}"!* 
[ ma(y—x)/(m+n) | x P5.9.P ] 


* 340 aeR. meN, I a” = /a" Df 
a 

VER . mymnen ._). 4 a"eR P11°2-"4 

‘5 at" — /a” ‘6 a"/a" — an 


* 40. (R | Ny)Smax 
«e ClsR.maxu ER ._). min /u — /maxu 
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‘1 aMmeR 2 a"a"=a" 
3 (ab)" = a"b" 4 (a”) —a" 
‘8 /(a”) = (/a)" Comm(/, N 
‘6 p,geN, 7). (p/9" =p"/9" 
(R|N) S\P2. 3. 
R > 
Y 21. abER. }): ‘0 b>a —. a<b =. bea+R Df 
‘di d>a =. ueN, ua, ubEN,. ju. ub>ua Dfp 


SN, P2, 3, 5, 6, 7, 11, 12, 13, 14 


fw 22 apb,cdeN, ._): 
4 a/b>c/b.=.a>c:a/b>a/d.=.b<d }|EucL. v P10} 
2 a/b>c/d.=. ad > bc 
‘3 a/b=c/d.a>b.a>c.).a+d>b+c }EucL. v P25} 
4 a/(a+b) <(a+0)/(a+b+c) 
5 a/b<c/d. I. afb <(a+c)/(b+d)< c/d 
i PAPPUS VII P8 p.691 | 
% 23. apb,.deR .). 
4 b>a.=./b</a 
2 a<b.mmneER. _).a<(ma+nb)/(m+n)<b 
‘3 a<b.—=. 1R0 x3(a<a<D) [P:2D P] 
‘4 aeRel .). a+/a>2 


% 241 MmEN,H1.aER. ). (1+a)" > 14+ma 


[ (1+a) = 1+2a+a > 1--2a (1) 
me Ni+1. (1+aïMn > 1+ma . Oper X(1+a) .D. (1+a)NMm+1) > 
(1+ma)(1-+a) = 14+(m+1)a-+ma > 14+-(m+1)a (2) 


(1) . (2). Induct .Y. P | 


‘2 MEN, . aeR . ). (1+a)" L1+m1+a)"a 
[ 1+a <1+a(1+0) (1) 
MEN, . (Lam < 1+ma(1+a)fMn . Oper X(1+a) I. 
(La Nm+1) < 1+a+ma(1+a)Nm+1) < LaGi-+aN m1) 
ma(1+a)Nm+1) = 14+(m+1)a(1+a)Nm+1) (2) 
(1) . (2). Induct .D. P | 
‘3 meN,. GER). (1+0)"*! < 1+(m+1)\1+a)"a 
[ P°2. Oper +a(1+a)\m .2. P ] 
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M 31. GbEN,.cEe a4+N,.de b+N, ._). 
4 c/a=d/b.=. (c-a)/a =(d—b)/b i EUCLIDE vu P11 | 


2 c/a=d/b.=.(c+a)/(c-a =(d+b)/(d—b) 


M 320 «xeR.yex+R._). y-x=1Rn33(x+< =y) Df 
‘1 b,ceN,. aeb+N, ._). a/c—b/c = (a—b)/c 
‘2 a,b,c,d,ad—bc EN, . ). a/b-c/d= (ad—bc)/(bd) 


(RN) $— 


M 331 meN+1.aEgR.a<1._). (1—a)" >> 1—ma 
‘2 meN,.aeR .7). (1—a)" < 1—m(1—a)"a 
| [ [a{(1—a) | aJP24122P ] 
‘3 » . >) (1-a)*< /(1+ma) 
4 » . mal I. (1+a)" < /(1—ma) 
[ P24:2.33:2 .D. (1-+a)m(1—ma)<1 . (1—a)m(1+ma\<1 .D. P'3:4] 


SN mymneN,.xceR.a<n .). (14x/m)"(1—x/n)" <1 


[ 1>[1+x/(mn)]Xx[1—x/(mn)] (1) 
Se. . OperNmn) .D. 1> [1+x/(mn)Nmn)x|[1-x/(mn)Nmn) (2) 
P241.5. [1+æ/(mn)M® 14+x/m I. [14+-x/(mn)|Nmn) = (1+2/miMm (3) 


P33:1.5. [1—x/(mn)]Nn > 1—x/n I. [1-x/(mn)\(Nmn) > (1—x/nfm (4) 
(2) (3 (49. P ] 


6 GyeR. ay. mneN, D ay" < [(imatny)/ (mt) 
[ mn(y—x)(m+n)|x P:5.2. P |] 


% 340 aR.meN,.) a” = /a” Df 
a, bER . Mm,nen ._). 4 a" eR P11-2-"4 
‘5 a" = /a" ‘6 a"/a" — a" 


% 40. (R| N)$max 
‘4 ueClsR.maxveR . ). min /u — /maxu 


100 CUT $8 R 89 7 


%% 410 ue CIR.) mu —min[Rrxau }) x/N)] Df 
‘01 » » —=/D/u Dfp 


4 ab,ceN,._). m(a/c,b/c)=[m(a,b)] /c 
i BERTRAND a.1849 p.107 } 


%æ 420 «ue CISR._). Du = max Rrxs(u D) N,xx)] Df 
‘a a,b,ceN,._). D(a/c, b/c) = [D(a,b)] /c 
i BERTRAND a.1849 p.105 | 


u,ve CIR. Du, Dv ER .). ‘2 D(uxr)= (Du)x(Do) 
‘8 aeR ._). D(au) = aDu ‘4 neN,._).(Du"= D(u") 


‘5 aeR. ner, . ). D[aNo-n)]= [D(1,a)]" 
i BARRIEU AnnN. a.1895 t.14 p.214 | 


| $9 r 

fg 10 r— +Ro—RUIO Df ‘04 r=n/N, Dfp 
r = « numero rationale relativo ». 

x,YyEr ._). 
4 c=y.=:uER.u+x,4+y ER Du. UHR = +y Dt 
2 x4y= 

mn za(ueR.u+x,u+x+y€ER._)u. utxr+y = +3) | Df 

3 —x—1mMyHx+y —0) Df 
4 X—y —Xx+(—y) Df 
8 X—Y.—:UEN.UX, UY EN. Ju. UX =UY Dfp 
‘6 eXy=%y=21n23(ven. UX,UTYEN ._ Ju. uxy—= us)  Df 
7 fa —1mMmys(ry —=1) Df 
8 xfy—=TX(/Y) Df 
9 r+y — Im zS(UEN . sr, y EN Vu. UCHuy= uz) Dfp 


Yo 20 «ber. ather . —aer . axber . $n 
dere) .) Ju Er Ju = — fu 
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% 3. ab,cder. ).. 
‘4 a-ce=0.): cer. art+b=crx+d.=.r=(d—b)/(a—c) 
[ Oper—d .D: xer. ax+b = cr+d .=. xer. ax = ca +d—d 


Oper—cxe DI: » .=. cer. ax -cao=d_—d 
Distrib(X,+) D: » .=. æer . (a—c)x = d—b 
Oper/(a—c) .D: p =. cer. x= (d—b)/(a—c) 
Hp . P2:1.7): » =. ce= (d—b)(a—c) | 


2 a,ygr.x+y=a.a-y=b = a=(a+b)/2.y=(a—b)/2 
i DIOPHANTO I 1} 
[ a,yer.ax+y=a.x-y=b .=. yer. a=2y+b. y+-b+y —=a 
=. y=(a—b)f2 . x=(a—b)]2 +b = (a+5)/2 ] 
{ x,yer.x4+y=a.x—y=b. Oper+ . Oper— DI. 
æœ,yer . 2x = a+ .2y=a—d ID. x—=(a+b}2. y=(a—-6)2 (1) 
ae=(atd)f2.y=z(a-d)f2 .D. x,yer . x+y =a. x—y =b (2) 
(1) 2 IP] 


3° c,y,3r.y+z=a.z+a=b.a+y=c.=. a=(b+cT—a)/2. 
y=(a+cT—b)/2.s=(a+b—c)/2  } DIOPHANTO I 16} 
‘4 @,y,2€T.y+2—ù =a.z+rax-y=b.a+y-3=c =. 


a=(b+c)/2.y=... i DIOPHANTO I 18} 
5 æ,y,2,ler .y+3+i=a4.0+<+!=b.a+yti=c.a+4y+ 
s=d.=. e=(b+c+d—2a)/3.y=... } DIoPHANTO I 17! 


‘6 æ,y,5,ler . y+z+il-o—=ua.a<+itt-y—=ù.ax+y+t-z —<c. 
c+y+a—t=d =. x —(a+b+c+d)/4—-a/2.y=... 
i DIOPHANTO I 19! 


Y 41 apca per. ub—ub=—0 1): 
2, yer .ax+by=c . a'x+b'y=c =. 
e= (ch'-c'b)/(ab'-a'b) . y= («c'—u'c)/(ab'-a'L) 
[ Hp .D. a=—0 vu. a'==0 
Hp . a=—0 Yi: x,yer . ax+-by =c . a'x+b'y =c =. 
yer . c=(c-bdby)a . a'(c—by)a+b'y =ce' 


=D, » . a'(c-by)t-ab'y = ac 

=. » » . a'c—a'by<+ab'y = ac' 

==. à » . (@b'—a'b}y = ac'—a'c 

=. y=(ac —a ‘(ab — a’ db) . = [c—b(ac'—a'c){ab'—a'b)]ja .=. ... ] 


2 ab,ca' beer. ab'—a'b —0. ac —a'c=—0 I. 
A (x;y8[@,yer. ax+by =c . a'x+b'y —=c'] 

‘3 a,b,c,a’,b',c'er . ab'—a'b —0 . ac —a'c —0 . a=—0 1): 
æ,yer . ax+by =c . a'x+b'y —=c .=. yer . x= (c—by)/a 
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d 1 2yer. ). 
‘0 Ex = max n'y3y<t) Df 


Legendre a. 1808 introduce notatione Ex, lege « integro (Entier) de x ». 
1 Exen . Er <x<Ex +1 
2 Ex—Ima3s(asS x< a+1) Dfp 
‘8 œen.) Er —x | 
4 d>y. ) Ex > Ey 
‘8° aen. ). Ea+a)=a+Ex 
[ Er:Sx<Ex+1.D. a+Ex SS a+x < a+Ex+1 . a+ExeN, DID. P ] 


6 Ec+EySE+y)<Ec+Fy+1 
[ Ex & x <Er+1. EySy<Ey+1 D. Er+Ey & x+y < 
Ex+Ey+2 .D. P] 


% 2. xcyeR._): 
4 agN, )., axEx S E(axx)< ax(Ex+1) 
2 ExXEyZFEoXy) <(Er+1Ey+1) 
‘8 «aEN,. ). Hx/a)= E{(Ex)/a} 
4 x>1 ID. E(Ey/ Er) & E(y/r) 3 E[Ey / (Ex+1)] 
[ (2/0) | y P:61 DI. Ex x E(y/x) S Ey < (Ex+1) XE(y/æ+1) . 


Oper /Ex .D. Efy:r) S Ey/Ex . E(y;x) = Ey/(Ex+1) . OperE . 
P4 9. P | 


‘8 a,beN,._). quot(u,b) = E(a/b) Dfp 
‘6 xgren._) Er +E(-x)=— 

cen . ) Ex + EH—x) —0 
7 xeR._).E[Ex)/r]-_1=Er+E—n 


% 3. aeR. nen .). 
0 Cfr,a= Cfr XX "«) Df 
4 myneN,. mEN,XN ._). Cfr_,/(X*—1)=1 
‘2 » . MEN Xn ._). » —0 
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% 4 a.beR Y). 0 orda — max nnng(X” <a) Df 
‘4 XNorda gs a << XNorda+1) 
2 ord(a+b) = max(tordavtordd) 
, < , +1 


[ orda = ordb .D. XNorda & a< XNorda +1) . b< XNorda +1) . 
D. XNorda < a-+b <2X XNorda +1)< XNorda +2) .D. P ] 


‘8 a>b ._). orda => ordb 
‘4 ord(aXb) = orda + ordb 
» < orda + ordb + 1 


[ XNorda Sa< XNorda +1). XNordb <b< XNordb +1) .D. XNorda + 
ordb)} Sa xXb< XNorda + ordb +2) .D. P ] 


‘8 meN, ._). mXorda< ord(a”) << m(orda+1) 
‘6 a>b ._). ord(a—b) S orda 


‘7 aeR=(X{n)._). ord/a= —orda—1 
[ Hp .D. XNorda <a< XNorda +1) .D. XN—orda —1)< Ja < 
XM— orda) D. P |} 


Îg 5. c,yer._). ‘0 Pr —x—Ex | Df 

‘01 BBx =fa . Efx —0 . BEx —0 

Zehfuss (Grunert Archiv, a.1850 t.27 p.12) introduce functione fx; li- 
tera B es initiale de voce « Bruchtheil ». 

Et vocare « mantissa », id es « excedente ». Wallis, Opera a.1693 p.41: 
« Ejusque partes decimales abscissas, appendicem voco, sive mantissam » . 


4 yen DI br+y)=fr ‘11 Han —=B(Bx+Py) 
2 cen. ) Ba +f(—x) —0 ‘21 cen ._). PT + B(—X) =I 
‘3 0S Pa <1 ‘34 Bae+y) S Pr + By 


‘4 yen ._). Blry) = BYfr) 
‘5 GEN,. ). E(ax) = ax Ex +E(afx) 


‘7 agN,.beN, ._). rest(a,b) = bxf(a/b) Dfp 
6. abeR. m,neN,. y 

‘0 dta = min[N"N,/a] Df 

‘01 nta = dt/a = min[N, a N, Xa] Df 

dta = « denominatore reducto de a » 

nta = « numeratore » dea» 


Theoria et notationes per Prof. A. Padoa RAM. a.1898 p.90-94. 
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1 
2 
3 
‘4 
5 
6 


III. 810 dtnt S11 » 
dta EN, . dtm =1 . nt = 
be N,Xa =, dta £ N,Xdtb . ntbe N,Xnta 
a+bEeN,._}). dta = dtb ‘31 a—beN,. ). dta = did 
dt{n+a) = dta 441 m>A.). dt{in—a) = dta 
dt(a*) = (dta)” 
ae R" —. ta, nta e N," 


Dvr mlt ‘7 Dvr(dta, nta) =1 


dta = /Dvr(1, a) = /mit(1, /a) Dfp 


‘8 
81 di(m/n) = n/Dvr(m,n) = mIt(m,n)/m 
‘82 Dvr(m,n) =1.=. dtmn/n) =n 
‘9 ve CI'R.numw EN, . ). Dvru = Dvr(nt‘v) /mlt(dt‘u) 
‘91 » » » ._). mltu = mlt(nt‘u) /Dvr(dt‘u) 
i BARRIEU Mathesis a.1883 t.3 p.217 { 
SI1 7 
dg 10 7—= Rn c3a<1) Df 
4 nXn=n 2 aN=7yR=R 
dg 2. abeR. urwecCISR . ). 
4 b<au.=.bena ‘1 na = Ruxr3(r<a) 
2 na _)pd. ). aSb 


È œ + vw 


[ Hp .2. bee nb ID. bee na II b<a).. Ths |] 


na = 10 ._). a=) [ Hp. P4.2. ad. bSa I. Ths ] 
nur) = qu+nv Distrib(n,+) 
Ne(u+?) = nwu+nmwr 

mymeN, DI qu" = nu" u" 


M 31 «e CIsR. maxu ER . 7). nu — 17 maxu 
2 ue CISR . min(R=y7#) ER ._). nu — n min 
‘3 ue CISR . aeR . }): ma — mu .=. a= min(R-yu) 


Signo 7, lege « fractio proprio» vel « eta », indica «numero rationale 
minore de 1». Si aeR, za repraesenta « classe de rationale minore de a ». Si 
ue Cls'R, nu, vel 7 Xu repraesenta « classe de rationale minore de aliquo « ». 

Nota analogia de II $5 P4:4:5:6 cum aliquo P de ce &. 
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% 1 veCisR.agR ._): ‘0 a<lu.=.aenu Df 
1 Ror3(a<lu) = nu 
2 a=l'u.=. Rars(a<a = Rx l'u) Df 
‘3 » =. na = NU 
4 a>l'u.=.«(a<l'u.«(a=lu) Df 


l = «limite superiore » | Guilmin a.1847; vide RdM. t.6 p.137.. 
= «limite supero », « obere Grenze» | Weierstrass!. 
= «maximo ideale» : Pringsheim, Æncyclopädie, p. 72 |. 
Nos ne pone Df de forma: 
ueCls'R .D: l'e = ‘expressione composito per signos praecedente) Dt 
sed nos defini solo relatione «a< l'u. 


$ 2. a,bel" CISR .): 
4 ab =. Rras(<a)= Rn x3(x<D) Df 
Si a et b es limite supero de classe de rationale, nos dice que a =, 
quando classe de rationale minore de a (definito per P1:0) coincide cum 
classe de rationale minore de b. 


2 asb.=. Rars(a<a) >) Re r3(a<D) °° Df 
‘3 dbSa .—=. asd Df 
4 ab =. b>a =. «b<a) Df 
% 3 uceClsR.): 
‘0 lu=l'o.=. nu = nt [ d'u, l'e) | (a,b) P2:1.2. P ] 
4 l'uSlr =. qu _)no [ a P2:2 .D. P ] 
- ‘2 l'u<lo =. Anvenu 
3 lu—l'u [ (nu) = (am) = gu. PO0.DP] 
4 aeR.Y.a=l'ya =lta 
5 1—/l7 


f 40 ue CISR. au. a Re(4/n) ._). Lit =1l' Re(u/n) Df 
4 > > Di 0=1u.=. u/n=R Df 
(1, /7,<) | (*, n, >) PI. P2. P3 


lu = «limite infero des # ». 
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% 50 Q—|l'ICIS Rruz(au.aR-nu)] Df Q 

Q, lege « quantitate reale positivo » es omni limite supero de aliquo 
classe « de rationale, existente, et tale que existe aliquo rationale maiore 
de omni «. 


4 R_)Q [P84DP] 
‘2 ue CISR.au.aReyu .. lueQ 


60 0 =1R Df 
co, lege « infinito », es limite supero de rationales. 
4 IN = [IN=l'yN =IR=] 
‘2 uECISR. }) l'uso 
‘3 ue CISR. au. «<a Re gu D. lu=oo 
‘4 ve CISR . au .). l'uE Quo [ P5:2. P6:3 DP] 


M 7 apreeQuio I. 
‘0 a+b=1[Rnr3(v<a) + Rars(c<D)] Df 
4 uve CSR. au. ae 2). l'u + lo = l'{u+r) Distrib(l,+) 
[ Hp .D. l'u,l're Qu . P:0 .,. l'u+l'ou =l{[Rrxs(r<l'u)+ 
Rarzr le] = l'une) = l'(u+e) = l'(uH-v)] 
2 a+b=b+a 
|u,ve CISR . l'a led D. atb=l'utl'o=l'(u+n)=1'(v+u)=l'vtl'u=db+a 


3 atbt+e) =(0+0)+c 
[ u,v,we CIS'R . a=l'u. b= lv. cale I. 
a+{b--c) = l'ut(l'e+l’w)=l'utl'etici= l'[u4(c4e,)]) = 
It e)+e]= l'(u-boe+4lue = (l'utl'e)tl'ie = /a40)te | 


‘4 abeQ .). a+beQ ‘3 += 


% 8. ab.cdeQ I): 4 bba.=. bea+Q Dfp 
2 Du d4+e>at+e 38 a Aa > I. b+d> ate 


do 9 bc eQuie Ii 
‘0 axb=l'[Rnrs(a<u) x Rars(. <)] Df 
1 uvECISR. qu. ae DI lu xl'r =l'{uxr) Distrib(l’,x) 
[ Hp .D. l'u,l're Qux .D. l'uxl'e = l'[Rarar<l'u)XRnreix €l'r)] = 
l'Inuxn0e|]=laiuxe =luxe) ] 


‘2. ab=lu 8 abe) = (ab = abr 
[ (X | -1-P7:2:8 D P92:3 | 
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‘4 a(b+c) = ab+ac 
[ u,v,we CIS'R . a=l'u . b=l'v. = l'w DID. a(b+c) =l'ux(l'u+ 
l'w)=l'uXxl'(v4w) = l'[uX(v+w)] = l'[pu(v+w)] = l'(quv+ 
quw) = l'(puv)tl'(quw) = l'(uv)+l'(uw) = (l'u)l'0)+(1'w)(1' um = 


ac+-bc | 
5 abeQ . ). axb EQ ‘6 aXxo= 
% 10. a,b,c,deQ .): 
4 a>b.=.ac>be 2 a>b.c>d ._). ac>bd. 
8 a>b.c>d ._). ac+bd > ad+bc [| SN,P6 D P:1-3 ] 
% 11. abeQ . ). ‘0 /a—=1Mxsxxa—=l) Df 


1 /aeQ 2 /(/a) =a 3 /(ab)=(/a)/b) 
4 b/a=bX(/a) Df 
D ab fa=/0,= 4/01 

6 xeQ ar =b.=. x—b/a 


% 120 pera | Df 
(8, Q) | (n, R) $n 


lege « theta », indica quantitate minore de 1. 


M 13. «re Cls'Q. au. av. sù Si 


‘0 l'u=I(Rn0%) lu= (Rn u/0) Df 
‘1 a=lwu.=. 0a=0@%x i a== lu .—. a/0= u/0 

2 voalu.—.0u=Q O— Lu .=. u/0=Q 

3 Ito) =l'u+l' 3 LH = +17 

4 Toxe=luxle Lx) = lu xlr 

5 lueQ I. L/0— /lu 

ls 

Ile ha dale 

8 Leur) =0 .=. Lo -0 we. Le =0 


* li aeQ be 4+Q D. b—a = 1 Q0 18041) Df 
Hp:0 Di ci bueQ 2 beata=b 3 (Q'N)$ 
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QUI 
%% 20. abe Quie.mneN, ._). 
0 a=1 + =" Df 
4 ue CISR. au 7). (l'o = l'(u") 
[ete . l'(@9)=1. (lu) =1 DI. l'(u0) = (l'u) (1) 
meNy . l'(unm)= (l'un D}. (l'ujn+1 = (l'u)mx(l'u)= 
l'un) x l'u = l'(umXxu) = l'{qumu) = l'yum+i = l'um+i (2) 
(1) . (2) . Induct D. P ] 
‘9 a"a* = ant” 
‘3 (ab)" = ab" ‘4 (a”)" == a"" 
‘5 aEQ . ). a"eQ 6 0° — 


7 UE CIS Q.au I. Mu*)—=(lu) . Lu*)=(u)" 
SN P2.3. SN P11-14. SR P24. 


se 21. aeQ . n,n,p,qEN, » | 


‘0 alamz"ile=1Q0 xs(x" =) Df 

‘0a de =" Df 

1 "lu £Q -9 la)” —n ‘3 ‘la —a 

4 "ab }= (“Vax"b) Distrib(, X) 
(a min = (mp = ab . Oper"] I. P ] 

5 "/a=/"a Comm(, /) 
| Naxmia = fiala iI. m'a = /mla 

6 Ma") = ("h)" Comm IN 


[ [NON ar = (MN mn) = {(MlaMn]M = de. Oper "M] I. P ] 
°7 n |/m ) — mn 
[Ener Nar) = Ame) Mn = (man = a . Oper mej DI. P ] 
8 n/m—=q/p I. "a = fa 
Hp .D. (a\n)Nmp)= aNap) . nagNmp)=dXmq) . (np) — 
ma Di (amp) =( Al mp) . Oper ma I. P ] 


M 220 aeQ.meR . ). 
an =1y3[p,geN,. m—p/Q. >Dp,a . y—= (PV 4] Df 
1 GEQ. p,9EN, ._) aNp/g) = “Wa’) 
2 ae1+Q.meQ I. am = l'aNRr 6m) Df 


Te re ge 


7, - — 
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n ne mme n 


‘3 ace 1+Q. meQ .D. dm — 1 aNRnm/0) Dfp 


‘4 GEO . » > — laNRn0m) : Df_ 
a) » » » » — l'aNRr m/0) Dfp 
Yo 23. ab,mneQ I. ‘1 abmeQ 


2 aa” —a*"" 
[ ae 1+4Q DID. am x Mn = l'aNRrôm)|X[l'ANRrôn)] 
— l'[dNRA6m)]X [aNKRn6n)|; 


= l'aN(Rrôm)+(Rrôn)| 
= l'ANRN(m+n)] 
= aNm+n) |] | 
3 (ab) = a"b" ‘4 (a) = a" 
3 a>b.=.a">b" 6 a>1..} m>n—.a">a" 


7 A<1 i): mn. a" <a” 


ff 24. «b,c,deR . }: 
41 a+d=\e .). beR?. ceR° 
[ Hp. Oper M .D. a°+b+2a\b =c I. \b = (c—a—b)/(2a) I. P | 
2 beeR'.at+b=c+d..a=c.b=d 


| a>e.at+b=c4 42.5. (a-c)+ ad . P'1.. deR (1) 
a<e . » » » (c—a)+ = x » » » (2) 
a-=c. >» » . (1) . (2) .D. be R?. Transp .D. P | 


8 dat+p = .). a/b e R° 


[ Hp .D. a+b5+2Kab)=ec . P:1.9. axbe R? I). Ths ] 


‘4 a/be=eR*.a>b.c>d.fat+p=J+4d .). a—c.b—d 
[ Hp .D. a4+5+2Kad) = c+d+2Kcd) . ab «e R? I. a+b=c+d. ab=cd 
D. (a—b}"=(c—d) I. a-b=ce—d I. Ths ] 


53° a/bÆR.). Ja+p+ = fd 
6 bee R*. a+) = +. Cd DI. 
d'-beR'.c=[a+\a'—b)]/2.d={[a—Xa"—b)]/2 
} ‘4, 2-3, ‘4, ‘5, ‘6 EUCLIDE X P26, 42, 79, 111, 59-96 } 
* 25. abeQ DI 


, a'-b EQ ._). a+) = Ja+ Ka —b)] /2 {+ JI [a | a—b)]/2 


* a—peQ DI. feto) — 
“U{2a—b+2j[a(a—b)]}/4] + \i2a—b—2\ tata —b)|}/4] 
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Re 26. abeQ.): 

‘1 ab) = (a+b)/2 | (a+b)' > 4ab .D. P] 
2 a+b)>da+db— rb/4) 


3 b>a.2).(b—a)/(8b) <(a+b)/2—\ab) <(b—aÿ/(Ba) 
[ (+8)/2—Xad) = (ab /2a+b+2Kab)] ] 


ge 30. 
0 MALYEQ. e zy Di ey [(mxt+ny)/m+Hn]""* 
|m,neR . peN, . mp,npeN, . SR33:6 DI. ANmp)XyNnp)< 
[(mpx+npy)(mp+np)|{Nmp+np) . Oper Np .D. P ] 
4 MNXEQ . an .). (1+x/m)"(1—-x/n)"<1 
[(+xcpon, 1—x/n) | (&,y) P:0 D. P ] 
2 m,ceQ. mx El .). (1+2)"(1-mx) 1 
[(mæx,1)|(x,n) P1.D.P ] 
‘3 meQ.x80 .). (1-2)"(1+mx) <1 
{ (em) | € P1.9. (14-7/m)(1-x) <1 (1, 
(/m) | m (1) I. (1+mxe)N/m (1-x) <1 . OperMm .D. P | 
4 maxeQ I (A4) > 14 (m4 1)x 
| æ/(+x) | x P:2 ID. [1-—x/(1+x)]}=[1+mx/(1+2)] <1 
| D. [(1+2)® [1+m+1)x]/(1+2) <1 
DI 1Hm+1)x < (1+2)#4+1 ] 
3 mel+Q.xeQ .). 1+2)">1+ma 
l{m—1)|m P:3 D. P] 
[(m—1,1,1,14+mx) | (mn,æ,y) P:0 ID. P |] 
‘6 mebo.xeQ I. (1+x)" < 1pma 
[ (1/m, ma) | (m,x) P°5 .D. P:6 | 


‘7 mel+Q. a, mxg0 ._) (—x)" > 1-ma 
8_mared. ) (1—x)" <1l-mx 


% 31. 

‘1 mneQ . me<n.xeQ I. (1+æ/m)" <(1+x/n)" 
[ Hp .D. n/m >1 2. (1+æx/nÏNn/m) > 1+x/m . Oper .D. P ] 

2 men.) (1+/m)<(1+/n) [ P1.x=1.2).P ] 
|(a—m,14-/m,1) | (2,0,y) P30-0 .D. P ] 

‘3 mneQ . n>m. xeQ . am I (1-x/m"<(1-x/n)" 
[ Hp .D. #/m>1 2. (1—x/n)Nn/m) > 1—-x[/m . OperMn .D. P ] 

‘4 mmeQ. n>m>L .). (1—/m)" <(1—/n)" 
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8° MNTEQ . mn Y). (14+2/m)" "> (142/n)"*" 
[ (m+x, n+x) | (mm) P:3 7. [m/im+a)]}m+2 <[n/(n+æx)Nn+a) . 
Oper/ .Y. P] 
6 mneQ.m<n II (14 /m)"> (14 //n)°" 
‘7 mmneQ . n>L .). (14+/m)"(—/n)" <1 
[ P301.e=1 2. P | 
‘8 m,neQ . ). Lia <(14/n)"+! 
[GLb]a PTDP] 
[ [n+1, (m+1)/m, n/(n+1)]| (1, x, y; P30:0 I. P ] 
‘9 apeQae=db I). (a+b)Na+b) < aa IN 2Na+b) 
[ (,a,a,b) | (m,n, x.y) P30:0 .D. P] 
+ 32. 
‘1 abeQ. meltQ .). (a+0)" > a"+ma" 
[ (bia) | æ P30:5 . Oper X(ame) ID. P |] 
‘2 aeQ. beda . mE1+Q .). (a-b)"> > a"—ma"b 
[ (b'a) | x P30-7 . Oper XiaNm) .D. P ] 
3 a,beQ . mel+Q I. (a+b)" < a"+m(a+b)" "D 
| (a+d) | a P:2 .YD. am> (a+b}n—m(a+b}m-1b I. P |] 
‘4 aeQ. be da . mel+Q 7). (a—b)" < a"—m(a—b)"* Db 
[(a—b)|a P1.2.P] 
o) bus” a<b . e 14+Q .). 
a < ( a") /(d--a )< mb”! 
6 ui . ME 1ÆN, Di "a"+0) < a+b/(ma") 
7 abeQ . ne 14N,. b ma" I) "Ka"—d) < a—-b/(ma*) 
[ d'imam—1) | b P-1:2 . Oper mej DI. P:6:7 ] 


* 33. ae Qui . me Q+t1 ._). ‘1 a"+/a" > a+/a 
2 @-/a)a-/a)>m 
* cal +/a" > m'(a+/a)—-2(in"—1) 


* 34. ab,ceQ Di 
D(a, b) =] mod[(na+nb)=(0] Df 
D(a, b) £Q, ‘2 D(a,b) = D(b,a) 
GE QeR =. D(1,a) —0 
» _.bER ._}). D(a,b) —0 

D(abeQ D(a,c) =0 ._). D(b,c) —0 

Dac,bc) = cDia,b) ‘7 a>b I. D(a,b) = D(a—b,b) 
VREN, I. D(a+mb,b) = D(a,b) 








. e e LI . è 
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* 10 q=Qu—-Quo0 | Dfq 
(Q, 9) | (N, n) $n P1-32 
q= «quantitate » vel « numero reale ». Es numero positivo, aut nega- 


tivo aut nullo. 


fe 20 abeg Yi azatb=.ae=za+bya=a—D Dft 
4 aq Di ceq.at=a =. 450 .2= + 


2 a,beq._} ceq.2+2ax+b —0 —. d'S=b.a= —a+Ka—b) 
[ x'+2ax+b =0.=. (rta)? = a?» 
=. a-b50. rta = fa —-d) =. ... |] 
i EUCLIDE VI P28, 29} 


+ LEONARDO PISANO a.1202 p.407: 

«.(Si) volueris invenire quantitatem census [x*], qui cum datis radicibus 
[+2ax] equetur numero dato [= —d], sic facias: accipe quadratum me- 
dietatis radicum [a?], et adde eum super numerum datum [a?—b]; et eius, 
quod provenerit, radicem accipe [\(a?—b)]; de qua numerum medietatis 
radicum tolle [y(a'—d)—a]; et quod remanserit erit radix quesiti census. » ! 


‘3 a,b,ceq. a=—0 .): 
ceq. a2*4+bxa+c=0 =. b’4ac 50 . = [—b+ Kb —dac)l/(2a) 


[ ax* Soto —0 .=. 4da’x°+4abx+4ac =0 .=. (2ax+b)'—b+-4ac —0 
E ot = 


CR A a.598, Versione de Rodet p. 75: 

« Mets le nombre connu dans le côté opposé à celui où sont... l’inconnue 
et son carré. Au nombre connu, multiplié par quatre fois le nombre des 
x? æjoute le carré du coefficient du terme moyen; la racine de ceci, moins 
le coefficient du terme moven, étant divisée par deux fois le nombre des 
carrés est la valeur de x. »| 


‘4 apdbeQ i: aa-b)=b.=.b=a(fò—-1)/2.=.a=b(5+1)/2 
=. +(a—b}) = 30° —. b(a+b)=a*.=. a—b = a(3—-$5)/2 
i EUCLIDE XII P1-6 } 








% 3. ab,x,yeq. ): 
4 æyEeq. æ+y—=2a.xy =b.xr 
bd. a 
|r+y=2a. ry=d D. ‘at+y-4+ 
r+y =2a . (x+y-4xy = Ka —d 
dl a D 


c+ty=2a.xy=Db.x>y.=.x+y=2 
=... | 


2 deg. C+y=21.Ct4y =? 
da 

| rty=20. £°+3=20°. r>y : 
LE = sie 
+ + » . A1 
) DIOPHANTO I P28| 
3° adeQ . i 2,YEQ . C+ = 
a>2b.e= SA+2D+fa—2, 
[e4y a. ay db r>Dy =. 4-4 
LDYy =. (Pty = a+ . x —y 
2. a—2b >0 . r—y = a—2b), = 

i VIETA Opera 1.2 P2 | 

‘4 £YEQ.L4=1.£4+y =D .: 
[OR ad T+y =b . 


» 


| 


5 L4y =.x+4y =D =. x+), 
[ata . y =b . L-+-y =D 


6 di =a.x<+y = .=. x+) 


\ r--y za . x+y=d . r+y =D 


TT ea IT 


Furemul, LD 
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Yo 40 aeq. ine 2N +1.) a = grrr —0) Df 


1 a,biu,r €Q . ur bd. ur = (1/3 .): 
1Qrae = ax +) = + 
[NUTI 8 = 3 Ne Lie, ue ute DI ui? = alu + +6 ] 
) N. TARTAGLIA a.15946 p.125: 
Quando che’! cubo restasse lui solo [re = ax +b] 
Tu osseruarai quest'altri contratti. 
Del numer farai due tal part'a volo [b= u+r] 
Che l’una in l’altra si produca schietto 
El terzo cubo delle cose in stolo. [ur = (a/3)?] 
Delle qual poi, per commun precetto 
Torrai li lati cubi insieme gionti 
Et cotal summa sarà il tuo concetto. [x = Au +3] 
Questi trovai, et non con passi tardi 
Nel mille cinquecent'e quatro e trenta 
Con tondamenti ben sald’e gagliardi 
Nella città dal mar'intorno centa.! 


abeq._): 2 b+a>0.I. 
ran aa + 04-20 0) SLAM +] 
3 LH 01. gars Her 42b —0) = uN) v (—2 \b) 
‘4 D'+a <D .). numiqn cata +Bar+2b —0)] =8 
8 a,beQ. 8>b 7). 
iatbtaW[KBa—D)/127b] + Nae—b+afRa—b/:270)] =" 


‘6 aeq.beQ .). 
La +3 b HUB EN] + Na +3ab—(3a 





% 90 «uneQ .). a” = (a) Df 
a bEQ . m.neq ._). 4 aEQ 2 a"a"—=a" 

‘3 (ab) = a"l" ‘4 (a") =a"" 

5 a>b.=.a">b* 6 a>I i: nr =. aa" 


‘7 A.) mn =. a"KLa" 
Î 6. a,beq . . 


0 moda—=1QM raz + nu. A= —x) 
‘1  modu € QuiO 2 moda+0) < moda+modb 
‘3 mod(—a)= moda ‘4 modiaxXbdD) — modaxmodb 
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‘5 Ge—0 . ). mod/a —/modu 


‘6 MEN, . 7). mod(t”") = (modei” ‘7 moda = ja 
% 70 req.) Er = max nr asia) Df 
(q | R) $E 


Yo 8. se N+1.reQ ._). 
0 Er) = Non sal Sr <(5+1)") Dfp 
LDfE.D.E e =iN nz: S nr 241] =: Nonzsn Sr <(2+41]] 
4 E(b) = EVE») 
[ POD. Energie < E nfetim. OperE DI. 
(E je < Er < E me 1. POD. P] 
2 ae 14Q DI. da < Et + [a {Efo} CE) 


‘3 » » > Ela + [e (EJ) 2E4a +1) 
[| = Ed. y= hr ID. reN, . 058Y<1 . ya 4-4 DI. 
a= Dry D. 2 -2dry SA <2-2a--11Y D. 

(ar 2r) Sy > la) 2513 ] 


4 ae l1+Q ID. Na — ENI = [a —(a)]/(8(E NO? 


‘3 » » > [i (N0"/[BENO"+ 3E +1] 
| e= Fa. y= hi DL azar y3 = By +3 ip Da 
a] yy > (43 (31-31-41) | 
‘6 ord" = E(ordæi/x 
[ nord ne Sorde < nord --1) ] 


%o 9. «Eq.) 1 tx =x0+4a=x Df 
2 a-r=(-x)+1= —0 —x =—% Df 
3 —20 <A<+ 0. -0<Z+4x Df 
Ad expressione x —x nos tribue nullo sensu. 
‘a tx =t+xryi-x Df 
ue Cs (qutto).). | 
3 MAXU—= I IMUBNEU . je. LI) Df 


‘6 minu = ————— ||) Df 
‘7 oumuenN,. }). max, mins eu 
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Y 10. ue Cls(qut a) ._). 
0 l'u= min(qutto0) magre I. Za) Df 
‘01 Lu = max » ° 2A) Df 
Si « es classe de quantitate finito aut infinito, tunc limite 
supero (infero) des « es minimo (maximo) de quantitatés majore 
(minore) aut aequale ad omni. «. 
4 luluequita [$Q P 64 DD. P] 

.- Omni classe « de quantitates habe semper limite supero, et 
limite infero, finito aut infinito. Es ipso definitione de numero 
reale, rationale aut irrationale, considerato ut limite supero de 
classe de rationales. | 

2 u=) 7. lu=—x .l1u = + 
3 numu=1 .) lu=lu= 2 
4 numu Di .). lu > lu 


’ » ? — F5 . — LA , 
live ._) l'u—maxe  :  Llueu .). li= mine 


Y 11. usrveClsq.agy._): . 
1 a=lu =. a-Qquu—Q : a=lu =. a+Q= 048. 
2 +o=lu.=. uQq=qo : p0o=lu =. 4‘+Q =q 
8 Ye ID l'uSlr.lu Sir 
4 Ou Jr: yen. dy AUS) I Lu =lr 


x 


‘5 » » = > l'u=l'r 
‘6 le) = max(d'uuud'e) | Ie) = mind uv dr) 


% 12 ureCls(quito)sA I. 
1 lt = lue Leur) = Luis 
[ lu +lu—Q = l'u—Q)<+ l'e-Q = u—Q+e-Q = “+e ] 
2 l-wM)=—-1w 
[ —h1u—Q = —(Lu+Q= — u+Q =: -1:—Q |] 


‘2. neQ ._). l'(v) = nile. Lu) = nl, 
[ ml'u —Q = m(l'u—Qb = mu—Q) = mu—Q ] 


Inter differentes applicatione de limite supero et infero, nos 
cita sequente ad Geometria. 
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Si nos nosce area de polyvgono plano, nos pote defini area 
de omni figura in plano, ut «limite supero de area de poly- 
gsonos interno ad figura dato », aut ut «limite infero de area 
de polygonos que contine in suo interno figura dato ». 


Si nos nosce volumen de polyhedro, nos pote defini vo- 
lumen de solido arbitrario ut limite supero de volumen de 
polyhedro interno ad illo, aut ut limite infero de volumen de 
polyhedro continente illo in proprio interno. 


Si nos habe arcu de curva, B 
longitudo de arcu es limite su- | be 
pero de longitudo de polvgonales e I 
inscripto in illo. 

Ita affirmatione « arcu AB in longitudine acqua segmer 
CD > vale « CD aequa limite supero de linea polvgonale 
scripto in AB », et, si nos elimina expressione « limite supe: 
nunc definito, affirmatione praecedente vale: 

1° Nullo polygonale inscripto in AB supera CD. 
2° Si nos sume segmento arbitrario CH minore de C 
pote inscribe in AB polygonale majore de CH. 


Si arcu AB es plano, et convexo, suo longitudo 
limite infero de lineas polygonale circumscripto. 

Idea de limite supero es valore plus simplo inter 
sensu de vocabulo « limite », que nos decompone in | 
Lm, lim. | 


% 15. 
‘1 fe afr SET Dya PUS = TYPE i ver il 


[ Hp DI. fe=f.r+40 = fr+/0 ID. f0 =0 

Hp .D. fr+f—x = f[r+:—r]=/0=0 ID. f—-r =- 

Hp. neN, . fine =nfr DI fin -lx]= finx) +fx = 
in +1 fx 

Hp . neN, . (3). Induct ID. far = nfx 

Hp. men.il:.(2,. 4.7). f mr. = mf 

Hp . neN, 4.2. fr =flnrbn] = nforfn DI. f 

Hp . men.neN,.:5:. 6.2). fama] = fhmr/ne 
> » Ar Pt. f'mfn'=imn fi 

(8 2. P ] 
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2 feafq:y,3eq . Dy,e .fy+3)=fy+fs : ae qer . fa—cft-=0 
: DD. 10 = 
[g= f2-x/f1)|z. m,mer Y]. gime+n) = myx 
« . mer .7). qonmetr) DD. mgr e g'0 
« D). rXgx Dyg'0.gre=0 I. V(rxga) = x 
{Ape 


‘3° feqfq:y,seq Dy,a fiy+s) = fy+fs : V0 Eq: æeq 1). 
fx= (f1)Xx 
[P2.5.P] 
i EULER, vide Slim P31; DARBOUX MA. a.1880 t.17 p.55 | 


Si f, functio reale de variabile reale, es distributivo ad +, 
id es satisfac ad aequatio f(y+5) = fy+f;, pro omni valore 
de y et de 5, et si limite supero de valores de / in aliquo 
intervallo finito, p. ex. in intervallo 0, es finito, tune functio 
coincide cum multiplicatio per numero, id es, pro omni valore 
de x, fx vale (f1)Xæ. 





‘4 fe qfa : y,5€q Iya y +5) = [y X F3 : If0Eq:f1 0: 
req :_). f1eQ.fr = (fill 
i CAUCHY a.1821 p.103 | 


Y 14 abequito . ). 


0 aTb=qrna3(A<rZDh à. a>IrD>D) Df 
4 a b—=a"butautb Df 
2 a Tb=a boia . a Ttb—=abub Df 
9 br aa” db babe 

‘4 o 7o=q. Oo —=Q . —x "x —=que u—0o0 
‘5: «0071 4 0071 Dfp 

‘6 a,beq .). a b—a+O(b—-a) Dfp 

‘7 » deb. aTb=a1+4+0b—-a) Dfp 


Notationes de intervallo sine extremo, vel cum ambo extremo, vel cum 
uno, adoptato in $cont, SD, $S, $vet. 
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$14 Log 


% 1. abe Qui.x,yeQ.meq ._). 

“Loga = 1 q" s3(als =a) Df 
= logarithmo in basi a de 2. 

‘1 ‘Loga eq ‘2 aN'Logæ) —x 

‘3 ‘Log(aMn) —m ‘4. “Logl —0 ‘5 “Loga=1 


È 


‘6 “Log(aXy)= “Log. + “Logy 
[ P:2.D. aLog(xy) = “Logla\ sLogæ) X aN sLogy)] 
$q 5-2 » = «LoglaNLoge + «Logy)] 


P-3 » “Logx + «Logy | 
‘7 *Log/a = — “Loga 
[ sLog/x = “Log/[a\{ «Logr)) = @«Log[aN— «Logx)] = — 1Logr ] 


‘8 “Loga"” —m X “Loga 
sLog(x») = “Log[(al «“Logx)m] = «Log[aNmx eLogr)] = mx 4Logx] 


‘9. ‘Loga —’Loga x “Logb 


[ «= 4 ?Loga) . Oper «Log .D. P | : i NEPER, a.1614 } 
% 20 «x£Q .). Loga = *Logr Df 
‘1 » E Log: = ordx 


[ ELogæ =: nn ys(yS Logx <y+1:=1 nn ys| XNy & x << XNy+1)] =ordx ] 
2 xceQ.neN, . ). Log(X"x) = n + Logæ 





TABULA DE LOG. AD TRES DECIMALE 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 
000 301 477 602 698 178 845 903 954 
041 322 491 612 107 189 851 908 959 
079 342 009 623 116 192 857 913 963 
113 361 518 633 124 799 863 919 968 
146 380 531 643 732 806 869 924 973 
397 5414 653 740 812 875 929 977 
204 414 556 662 148 819 880 9:34 982 
230 431 568 672 755 826 886 939 986 
255 447 DI 681 163 832 892 944 991 
278 462 591 690 110 838 897 949 995 
Exemplo : Log 47 = 1 (per P2:1) + ‘672 (ex tabula, in verticale cum 
titulo 40 et in horizontale cum titulo 7). 


© Ia où Eo D D © 
fd 
el 
OS 
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815 » 


de 10 meN../E qfoeGnt+1) D). x 00) = FO. 
SEP Ou] = N On) + Ain +1) Df 
‘1 ae. bea+N,. fe qfa"b I. 





S(f, ab) = Sfar, 0"b—-a)]. Df 
2 ue Clsq. rev, ._). mine == min”. 
min." = và Df 


‘21 ue Clsq. num EN, ._). Minnumu = MAXY 

- ° NT TS 

22 nEeN,.) min, N= 

‘3 ue Cls'q. nume N, ._). xx = X(min,u}, 1 nume) Df 


‘4 «£Cls.numeeN,. fe qfu .). Sf) = 
123[ge (ef 1'numiwsrep ._)g . 1= S(f9, l''numu)] Df 


‘8 ue Cls. feqfu . num[m xa(fr =—0) EN, ._). 
Mu) = XI un x3fx ==0)] Df 


‘6 £Cls. nume e N, . fe (qfe)sim . ). (fm) = x(f'u) 


Si « es classe, et si f es quantitate functione des x, tunc E (f, ab) 
vale « summa de valores de /, quando variabile varia in w ». 

Illo es definito (P‘0; si classe w habe forma 0***m, vel : P‘1) forma a:-‘6. 

P:3 defini summa de numeros de uno classe, que es summa de numeros 
disposito in ordine crescente. Ce ordine es indicato per operatione min ru, 
lege « minimo de loco r des &# » (P2;. Minimo de loco uno vale minimo ; 
minimo de loco numero des x vale maximo des w (P‘21). 

P'4 defini summa de valores de functione /, quando variabile varia in 
classe arbitrario w#. Nos dispone in ordine individuos de classe «.. Oc- 
curre in P15. 

Signo Y occurre in Lagrange a.1772 t.3 p.451. Cauchy scribe: 


S fr, ubi signo X porta tres indice m,n,r. 


+ 2. 
‘1 neN,.figeqfoea (Yi SIf+9») 
S(f,0%) + S(9,0**1) Distrib(X, +) 


PA see il io 
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2 neN,.ueq.feqf0""n .). Sax) 





,0°n]) = as(f, 01°») 
Comm(aX,S) 
‘8 neN,./feqf0""n I. X(f On) = S[An—r)|r, 0n] 
4 ab,ceN,. a<b<c . fe qfa"c 2). 
DTA dC) — N (f, ab) + SI (b+1)"*c] 
‘8 neN, . feqfo” na SA 
ST Mr +1)—f#:]|x°, Ont = An+1)—f0 


% 3. meEXN,.). 

4 S(1°ma) = wm0(02+1)/2 
[ Em) = Mr|r, Om) = X[im—_-r)fr, 0°-*m] ( 
Erir, 00m) + mar)r, 0° m] = Enr, Om) = man+1) (2) 

(Di Pi | 

2 (241), On] = (+1) 

+3 a,beq. neN, ._). Sifa+r(b—a)/n]|r, Oni = (n+1)(a+0)/2 
[ Zi[a--rb—-a) nr, Oni = akin-r\b—a)njir, 0: n! 








= X;(b—r(b—a)n]lr, 0" n! (1) 
Zia--r(b—a)jn]|r, On! + Lx b—-rb—a)n|r, 0 n 
= Zia +b)[r, On! = (n+1\a+b) (2) 


1). @ D.P] 


M 41 2EN,.re quel (1). Sor, On) = (x —1)'(r—1) 
| P2:5 DD. a#+1—1 — A jr, 0 È Sar (2-1) | r,0-n]= 
| 





t@—1)iX{or Ir, 0%] . Oper xr—1) .D. P 
‘2 abeq.a=b.neN,.). 
S(a"7"b"|r, On) = (ba) (b—a) } EUCLIDE IX P35 | 
Ean—rbr |r. On = an X['bJa}r |r, 0°] 


= ar|lba)t+1-1][[(b'a-1] = ... ] 


* 5. mneN, .). 
‘4 S[r(0+1)/2 |#, Lu] = s0(n0+1)(in+2)/6 
[Zn +1 [r, 1m] = 3% e 72421 jr, Om D] 
= Sifir dire r +31 — rr +1)re4+2)] 1 Om. P] 
; ARYABHATA a.500 P21 | 


2 Sbrt+1)0 Pep min 40242) n +3)/24 





I ALQACHANI a.1589 p.247 | 





Lt” 


122 III. S$15 
3 (l'in) = “sei 
Zire, Lom) = Li[rr+1—r]]e, Lom = mum+Din+2)/3—mm+-1)/2 ] 

[ G+13=X;[rH4+1)}—r3]|r, 0° eta 0° n] =35(r°|r,0"""n)+ 
5[(3r+1)[r,0-n]= 320,0 cana D. Z(r*r,0-n)= 
[CH LP —(Bn+-2 1 n+1)/2]3 + . 

i ARCHIMEDE JIeoi Ei | P10 
4 (Am) = [m(0+1)/2}° 
[ reN, (D. 33= dii +r | 
80 MQr+1)[r, On] = (m4 1244 D(241+3)/83 
‘6 N[2r+1 |» Oni] = +41 244 +] 


} IBN ALBANNA a,1369 p.0,6 | 


Sa Db. rt, ner, io 1 Na: : 


4 s= — n(n41)\@n4-1V8n8 +4537—1)/50 
I ALQACHANI p.247; FERMAT a.l636 t.2 p.69: 
« Exponantur quoilibet numeri in progressione naturali ab unitate; si 
a quadruplo ultimi, binario aucto et in quadratum trianguli numerorum 
ducto, demas summam quadratorum a singulis, fiet quintuplum quadrato- 
quadratorum a singulis, = | 


sg = i n+1A244+2a—1)/12 

Se = 2(1+1X(22+1)[374#+1)}-(32:2+53n—1)//42 

8, = HUB A} 20242 a 0))/24 

{ WALLIS a,.1655 t.1 p.381 | 

Sg = Mat+1i22+1)[I2%2+1)-107%724+1)432°+3n—1)]/90 

Ss, = OUT 2 a on 2+1)+32244+22—1))/20 

So = AIT 2 AD) CAO PTT a A) — 
HE HIa—1)]/66 

Sy = AAA C8 nn TA TA — 
10X272°4+-2n—1)]/24 

i Jac, BERNOULLI a.1715 p.97 | 


to I Ds, = S{DS,—1) 35, = 45.) —$, 
18, = ls, È IS, St = 25, 
9sì = sA8s+1) 38, = $/(4s1) ss = 4, —3s 
12 Sal” : 165,5985,+5%, 
2s, = As ds +8 ds, = IS, 


8 — = SUB, —4s +1) , = 2s,(s, —2})+i Sì 








115, = 
335,9 = 
38, = 
* 7. 
4) > 
[ SQ 
(1) 

+9 D 
[ $Q3 
Ope 

k 8. 
se 
> 

2 62 
> 

‘3 rt 
% 10. 
‘i né 
% 11. 
"O0 22 
ri 

[ $re: 
az 

re 

Ai 

j 

À 

‘4 di 
*B » 
°6 di 
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% 120 /eQfN, D. S5&GNI=1TX(f 0%) |eN] Df 
4 re.) Se N=1/(1-2) 
| Eur |r, No) = I'[N(aer fr, On) | n°No] 
l'[(1—at+ D (la | n2*No] 
L'ile) an +11] | n° No; 
L(1—)—1,[an+11—r) | n°No] 
Lier] lon +1 | 72‘No]/(1—-2x) 
»  _—01—-x)=1{1-x) ] 





2 æxe0 . aeQ .). Sax [r,N,)=a/(1—x) 
‘3 a€eQ . ordu=—0 , }, a= X{X"Cfr_ a | », N,) 


4 deQ nen. ne, : pe mi4N, . )p. Cfr_,a=Cfr_, 0 :_). 
a= (EX"'a— EX"a]/|X"(X"—1)] 


5 TER sn 
d (272,20)a(m en. nEN,: pe HA, age À Cr _ ge = Cfr gn) 
| AbEN, . = ab .). rest, Ama, 8) | 106 D 001). 
om n)alme Oh, neN, . nb. restiXma, b) = rest{Xn a, d) (1) 
Hp(1) . me db , neN, . tn . resti Xma, D) = rest(Nm+na, b] , 
PEN, .D). rest(Xm+pa, b) = rest Xm+n+pa, 8) DI) Cfrmn-pa/d) = 
Cirmopon vid) | 





} WALLIS a.1685, Opera t.2 p.364: 

… post processum (Reduetionis Fractionum vulgarium ad Decimales) 
aliquatenus continuatum, redennt idem numeri, et eodem ordine circulantur 
(quo prius... scinper, sì non citius, post tot locos nno minus quot sunt in 
Divisore unitates 


% sti 15). EN, van 1 


4 IC), On = NICO, ue On) = 2° 
i HERIGONE 4.164 t.2 p.122! 
2 x] C(442,8)]s, (ON = x} C(44,8)[s, (072) N2N + Dj = 27 
) JAC, BERNOULLI a.17153 p.104! 


"O re OX, al, TC, a) |a (Ou MoN.) = (2"4+2)5 
me GN,+ T1 0 6N,+5 . 7). ” = (211) 3 
me GN nt (N ott MES 4 . == (2*-1)733 


| 


HE bi N, +5 ss » 
‘A NU) (22002+1—27)C(2a0+1,7%) br, Oil —0 








ne "ms come — 


% 14 «beq.mneN, .). 
‘v  C(a,0) =1 | | Df 
"04 Cia, n+1) =: Ca,n) X(4a—u/(n+ 0 Df 
‘02 Ca,l)=a . Ca2)—=a«au—1)/2 
1 Ca+1,2+4+1) = Can) X(a+1)/(2+1) 
‘2 Catl,n+1) = C(a, 1+1) +Cia,n) 
‘3 Can) =(-1)"C(a+2—1,2) !EULER PetrA. a.1784 p.86! 
4 adeq. neN, .). C(a+b, n) = S[C(a, n—s) C(b,s) | s, On] 
} VANDERMONDE ParisM. a.l772 ! 

| abeq (Y. Ca-b,0) = Cao: Cib.0 =1 (1) 
a beq . neN, . C(a+b.n = Ca, n—s) Cib,s | x, On] (D. 

Cab. n+1) = Cia, 1 —8) Cib,s) a+b—m) +11 | 8, 0x] 

= 2 Cia, n—s: Cbs [a—ii—s +ib-—s. lin +13] 8, On: 

= edi n—s+1 Cbs: NX nl Hn+1:{ 8, 0x: 

L:Cia, n—s: Cb, srl ver / 84-41) | 8,007! 

= Can C'b.0; — NC ua, o) C db,8) n—s+tifin—11]8s. 1° 

+ LCa.n-s+1l: Cb, 8) 8 2-10] 8, ln: + C 2,0) Cb, n+1; 

Ca -b,n+1) = S[Cia,n-1=s8:C d.s is 0m +13 :2) 
‘1.12 . Induet D. P ] 
Dm. Cayley, t. 8 p.162 a.1%69: 


5 S[Cla+r, à), 2, 0 p] = C(a4+p+1, #40 — Ca, n+1) 
"6 adeq. neN,._). Xi(—1)'Cia,r) |, Ont = (—1)"C(a—1,n—1) 





Yo 19 «beq.neN, I. 
4 (A+) = Xi Cape DT 1, On! 
Exprime « formula de binomio ». 
i TscHu SCHI KIn a.1303: STIFEL rithmetira integra a. 1544 
liber 1 c.5; TARTAGLIA a.1556 p.73: B. PASCAL a.1665 ! 


| 


2 (A+ = af) CEA, 27) «TD |, On f + 
DX (—1)" CEA, 27) "07" |, On 


‘3 (a+bf*=[S(—1)" C(24,2»)a" "0" 7, On + 
ADS) C2,2r 41 ) a Dr, O 1)}} 
a,b,c,xeq . m,neN, >. 
‘4 (+0) = X![C(,r) ee n 
) ABEL a.1826 t.1 p.102 








———— — —— _ = ee Le sE de a es 


8 men.) STLC, +0) 7, Ont =0 
; EULER a.1043 CorrM. t.1 p.264 | 


6 (1+r+r)" = SO + ne) io +925) a ‘+25, s) 
(8, Onan] ie, Lease XXI Ce, 25) XCUS, s) |s, Ori 
) EULER a.1778 PetrNA. a.1794 t.12 p.47 ! 


7 a,beq. DEN). (AU — 
a+ t)aba +D) Si a DE ET ba HD" C(a—r—1,2r)/ 
(2r+1) br, OEf(a—1/5; i MUIR QJ. a.1879 t.16 | 


# 16. mneN, DI 
( 


‘4 MEL (1° — 
(n+1)""— + i Le, O(nm—1)! 
[ ECm;ilr XX 1° ax 0° m—1it = 


ZISTE a A sr fr, On D]|s, Leni = 
Sil4s tim 1 sm—sm+1]|s, ln = 
(21 mt1-1- m+LbX.1n0n |] 
i Pascal a.1655 t.3 p.309 | 


‘2 NI[Cu?n,mP |, Oni = C2n,n) LAGRANGE a.1770 t.2 p.182 


4 
[Plt4 D. P] 
3 MI(D'[C(2,2,0)1? |, 012,1 = (—1)"C(272,2) 
!CESARO a.1884 Mathesis t.4 p.231! 
‘4 MI(—DTC(28, 4) ® 7, 012,4 = (—1)"C(32,22)XC(272,7) 


i Dixoy Mm. a.1890 t.20 p.79 { 
Sn! = M(—1YC02,0) (07) |e, On 
EULER PetrNC. a.1768 t.15 p.28 | 
‘60 Y/(1°%) = S[(—1)!C04,») + |, La] 
} JOH. BERNOULLI a.1740 CorrM. t.2 p.35 | 


nari 


ne —- 


7 SL) Car) (a+) |, Lal = [Ra C27,9)] 
WALLIS a.16095 p.425 : 


1 1 1 1 _ 1.2 1 3,3 1 1.2.3 
ee T 14.65.64 


… et sic deinceps … 


4 ne, mp) 
e NH(—1)"C(1,4)C[2(21—r),22]|1,01%%721 
+ N. J. HATZIDAKIS IdM. t.8 a.1901 ! 
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% 174 numf(N, Flu n 3x =n)] = C+ %#41, à) 
+ FRÉNICLE ParisM. a.1603 t.5 


{ 
\ 


Numero de « combinationes cum repetitione de objectos 1m, ad n » 
2 QE N,+1 .). num (my) re YEN, . AS + y)] = 
num(2\,+l)n(a N) ) NYLVESTER CR. t.96 | 
Np % 204 ee Np.nEN,.m>>n+1. ). (mu) e Nxwm 

+ LIONNET ; voir Catalan BelgiqueM. t.46 a.1886 p.14 | 
mp % 211 pe Np.be O0" (p—1) FO. = (bp 1,0%") 

7). mp(p.4!) = (a—ND) (p—1) 
+ KUMMER a.1852 JM. tA4 p.115 


{ 
i 


2 peNp.aeN, DI. mpip, 00) = SI[ Ea/p")] |: N! 


} LEGENDRE a.1830 t.1 p.11 | 


E sk 220 veQ.aeN,.. XEtx+r/c@]h 0 (a—IN = E ax 
i BERTRAND Liriffimotique a.1851 p.109 ! 
‘tm, nEN, Do ne = SEGA) nr, On —1)] 


fon. mea P0 9. P ] 
2 28]. 0EN, sa [exil an... 


SUE ne] lai + N{Eo/2 ] | LE act = a Eax 
i GAUSS a.1808 t.2 p.7 | 


‘3 XE 1) Ex = SI[Eue/2" + /21]1r. Ni i 


= Er/2+/24Ex/1+/2+.. 
ICESARO Exeursions Arifhin, a.1885 p.36 | 
‘4 adeN,.Dvr2a0+1,20+1) =1._). 


SEr24+0/2b+ 0], 1 bi ES Er 204 0/24a+ Dh, tal ab 
f GŒAUSS a.1808 t.2 p.7! 


‘5 abeN,. ). Dia,b)=D+ x [Eah/0|h,1b)+X[E(-ah/b)|h,1-b) 


nt Sg 23. pe Np.p>3.). | 
‘a nt>{[l""(p—1)] € D'XN, | OsBorx a.1892 Mm. t.22 p.51 | 
2 ntSx [1"(p—1)]? € pxN, } GLAISHER a.1900 QJ. t.31 p.337 | 
PB 241 (Db Npa/N)=a i Gauss a.1801 t.1 p.31 } 
‘2 neN,. ). X{(Pr)E(n Tr) 


ra] = nA(n+4+1)"2 





i L. CARLINI LazzeriP. a.1902 p329 | 
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16 17 | 


o L'OnEN,. fe qfO0"'(e4+1) 7). LI(f, 00) -= JO. 
II(f, 0(in+1)) = II(f, 0 n)Xf (in +1) Df I 
(IT | X) $X 14 | 


(IT IX) $x 2 


Detinitione de JZlf.u), « produeto de valores de fonetione 7, quando 
variabile sume omni valore in classe # », analogo ad Df de X. fu). 


2. sineN, I. 
4 (20+2)X}Z[(2+s)js, all, 1120 .= Z2[(1+8) 
FERMAT t.l p.541: 

« In progressione naturali, quae ab unitate sumit exordium, quilibet nume- 
rus [#2] in proxime majorem | -222+1)] facit duplum sui trianguli |=2 «14-2+ 
..+)]; in. triangulum proxime majoris, facit triplum suae prramidis: in 
pyramidem proxime majoris facit quadruplum sui triangulo-trianguli; et sic 
uniformi et generali in infinitum methodo. » | 


‘2 «eq ._). mS/II((a+r+8)!s, Ou) |, La] = 
/TI[(a+s)[s, Le] — /II{(a+n+s) 


3 ne Qflea I. 
1 = Njw/1H{(1+%)) is, 1°) be, at +/27(1+-6) js, 1122] 
i NICOLE ParisM. a.1127 p.257 | 





s, 0°-(72-+1)] 


e RT NE i ci O 





s, l'A] 


1 neN +1. re Qin .)). H+), La] > IS, La) 
[n=2 D. Ar id) = 114x429 rire > 14 rire) (1) 
neNy . II[AH4+-xr ral > 14-Sfe ln D. 
Her rl (20-41)] = Her ir Ar ]X (En +1) > 
[1-+-Stae, ln ]1-bon+1) = 14E nl (ui Jamie ln: > 
1+2{x,l "(a 1) (2) 
(1) .:2:. Induct D. P | 


2 neN +1. ce 0flen ._). H(—-r)r, l'a] > 1—N(0,1-922) 





3 neN, ae Qflen DI. IIa, Len) < sa, Ln) /n 
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——____——_—_—_—— 
. 


‘4 neN, .a, gu Qi .). 
IIa Mn,ir, 1) i Ln) < JGn,a,Ïr, 102) En, 1°) 
[ $Q30-0 .D. (am) aging) = (4, +- raga) (Mm tm) N +3) (1) 
neN, . ITar mr |r,1: n) S [Zn ar |r, 1:°-2)/X(m,1::n2)]N 
Sim, 1:n) . Oper Xanti -D. ZI[ar me |r,l(n+1))< 
[mr ar |r,1:*n)/Z(m, 1°), 1-0 n) X am+iMnn+1 I. 
[ar mr |r, 1°:(2+1)] S En ar fr, 1-0%n4+1)]/Z[m, 1°°:(n+1)][ 
Sm, 1-(2+1)] (2) 
(1) . (2) . Induct .D. P |] 





% 40 meN.. a NF(l'n). ). Rare N, X IIa” 
41  m,neN,.ae qFl="m ._). (xa)" 
[3/1 (201, 1°°°722)] XIZ(a Me, |, Lem a (NF 1°*m)nus(xu=n)| 
i LEIBNIZ a.1678; Mss. Math. III A 3 fol.16; 
BERNOULLI Joh a.1695, (LEIBNIZ MathS. 3 p.181): 
«Esto... polynomium quodcunque s+x+4-y+z etc. elevandum ad potentiam 
quameunque 7; Dico coefficientem termini #9 79 y° ze etc. fore 
rv. mm ms ag ad 
1.2.3...a X 1.2.3...bX1.2.3...0X1.2.8...0 & 
2 neN, . ae qFlen :_). 
SjUD)xXE I (r,a)"|s, ]r, Gt uc—1)Flat = 2a . 
i LAGRANGE Mss. in-4° t.6 a.1782 | 


Y% DI «EN, =» «== 17; [0 mp{r,t)] |, Npj 
2 aëN,.). num(N/a/N)=II}[mp(x,a)+1]|x, Np | 
i WALLIS a.1685; Opera t.2 p.498 | 
+3 u£eCISN,.au .7). Du= II{[xf min mp(x,u)] (x, Npj 
‘4 ——.numueN,..mu=—-——max————-— 
38° aeN, ._). NP a/N,) = II[x\[mp(e,0)+1]-1]/(@—1){|2, Np) 
= NS[x"|r, 0mp(,0)] |x, Np} 
} WALLIS a.1698; Opera t.2 p.814: 


« Si duorum pluriumve numerorum primorum potestates quaelibet invicem 


ducantur, factus partibus suis aliquotis auctus, aequatur facto ex compo- 
nentibus partium suarum aliquotarum additione auctis ». | 


‘6 ae N,+1 ._). Pa = II) aæNmp(x,t)—1)X(x—1)]|x, Npra/N} 
} EULER PetrNC. a.1760-61 t.8 p.85-103| 

‘7 aeR.). mp(p,a) = mp(p, nta) —mp(p, dta) Df 
‘8 aeR".=:xeNp. ). mp(r.a) e nXm 


» | 





Ths'1°3%4 
9. 


Formul. t.5 





ta e Sin dicci la 
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% 641 neN,.ae (qfl*n)sim. re q=(a‘ ln). me O'(n—1) DI). 
2" /I(x—a))|r,la]= 
Sa" {x—-a)I[(a,— à,)|s, 1°°*r=tr]]|:,1122) 


Decompositione de fractione, que habe ut denominatore producto de 
factores in x, in summa de fractiones simplice. 


2 neN,. mE qu—n0) ._). 
SLY C(n,n)/(12-+-r)|r,0"n] = n!/Z7(m+0""n) 


$17 4 (differentia) 


% 1. aben.a<zb.figegfa=b .). 
‘0 ({f)a = Afa = fa) = fa+1) — fa Df 4 


Si f es quantitate functione de numeros inter a et b, tunc differentia 
f(a+1)—fa indicare per A'f,a), vel per (4f)a, vel, in modo plus simplice, 
per 4fa. Ce differentia non vale A{fa), id es non es functio de quantitate 
fa, sed es funetio de functio f, et de numero a. 

Signo 4 es introducto per Euler, Calc. diff. a.1755. 


‘1 449, a) = Ifa+dga 

CEQ ._). d(axf, a) = cXAfa 

A(frXga lor, a) = f(a+1) tga+ga.4fa 

aeN, ._). A/,a= —1/[Ka+1) 

ge Qfa”b .). Hfr'grlx, a) = (gaAfa—gaAfa)[gaxg(a+-1)] 
Afi—2)]x, —0] = —4f(b—1) 


D & mm ce 1 


% 21 ceQLaen I. dee, a) = c'(c—1) 
‘2 aen. neN, . ) A[C(a,n)la, a] = C(a,n—1) 
‘3 > A[C(—a,n)l|a,a] = —C(—a-—1,n—1) 
“4 x,y€eN,._). A+ 0y) (x, x] = (y+1)x+ 1°) 
5 a,yeN, .7). 4/11((c+ 09) yy) = —(y+1)/ Hx+ 0" (y+1)] 


‘6 neN,.aeqf0""n .7). 4Afxla,a*/(n—r)l|r,0-n]|e,e} = 
Si5[a/(r—s)[s,0"(r—D}a"/(n—r)!{r,1"n{ 
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* 3. aben.a<D.feqfa"b.). 
‘1 S(Affa-b-1)=/fb—fa 
X(f, a b—1) = (b—a)fa+x[(b—x—1)Afx|x, ab—2] 
neN, ._). S[C(b—3+1, n}f313, a (b—n—1)] = 
C(b—a, n+1)fa+x[C(0—z—1, n+1)4f3|z, a"*(b—n—2)] 
‘4 ceQ I. sle”felo,a(b—1)] = (c°fb—c"fa)/(c-1) 
—X(c°Afa|x, a“b—1)c/(c-1) 
[ Hp.xea'b—1 .7. der fx = cr+1Afo+er ic—1)fx . OperZ .2. 
cè fb—ca fa = cÉ(cr Afxlx, a*b—1)+(c—DE(cez fxix, a°b—1) .D. P] 
% 4 aen.neN,.fe qfa+0'"x) ._). 
0 À4"(fa) = A*fa = (4° fa Df 
41 f(a4n) = {C(a,r)4'fa |r, 0°] 
2 Afa = 2{(—1)r Ca,r) fa+n—r) |r, 0°] 
} ‘1-2 MERCATOR a.1668 p.12 | 
“3 a,ben.ngN,. b>a+n . fe qfa"b 7). fb = 
x[Cb—a,)d"fa|r, On] + x[C0—x—1,)A4*}Hfx|x, a (b—n—1)] 


| Hp.g=fb—Z[C®—x,r)d" far, On] le D. gb—0 (1) 
Ag = —C(b—x—1,n)4r+lifr (2) 
gb—ga = 2[4g, a (b—1)] (3) 


1). @.(3) D. P] 


‘4 a,ben..a>b+1. fe qfab I). s(f ab = 
(b-a+1)(fa+fb)/2 — x{(2—a)(b—x)d"f(0—1)|x,(a+1)"(b—1)] 
[Hp.g= (r-aXe—d)xe . xa d—-2 DI. A[(fxdgx—gaAfx)|x,x] = 
f(x+1)dîga—g(0+1)4°fx . Agx =2x+1—a—b. A4°?gax=2.ga=gb=0 (1) 
(1). OperZ(,a"""b—1) .D. fhtb—a+1)+faib- a—1) = 22(/,a+1-°-b)— 
Z[(x4+1—aXxe+1T—b)4?fxr:x,ab—1] (2) 
(2) D. P] 


$18 B (numeros de Bernoulli), A, Bern 


Y 10 A—:(qfN)rasia=1.neN,+1 DI), 
Sa /(n—r)ir, 0(n—1)]}=0} Df 
Nos voca A successione de quantitates que satisfac ad conditiones: 
A,=1, Ag/2!4-A,=0, Ao/3!4+-A,/2!-+-Ag=20, etc. 
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4 A=I. A——1/2. A—1/12. AO. A——1720 . … 
2 neN, . 7) Ax, 0 
‘3 neN, (1. B,=(-1)"(22)A,, Df 





‘a B,=/6 . B,=/30 . B,=/42 . B,= /30 


5 = 5/66 . Be = 691/2730 . B7 = 7/6 . Bz = 3617/510 
Bo = 43867/798 . Bio = 174611/330 . Bu = 854513 / 138 
| B12 = 2363 64091 / 2730 . Bis = 8553103/6 
Bis = 2 37494 61029 / 870 . Bis = 86158412 76005 / 14322 
| Bie = 7709321041217 /510 =. B17 = 257 16878 58367 / 6 
Bis = 26315 27155 30534 77373 / 19 19190 
i Bio = 2 92999 39138 41559 / 6 
| Ba = 261082 71849 64491 22051 / 13530 
| Ba = 15 20097 64391 80708 02691 / 1806 
| Br = 27833269 57930 10242 35023 / 690 
| B23 = 5964 51111 59391 21632 77961 / 282 
Ba = 560 94033 68997 81768 62491 27547 / 46410 
B25 = 49 50572 05241 07964 82124 77525 | 66 
i Ba; = 80116 57181 35489 95734 79249 91853 / 1590 
Bur = 29 14996 36348 84862 42141 81238 12691 / 798 
Bos = 2479 39292 93139 26753 GS6LI 57396 63229 / 870 
Bo — 84483 61334 88300 41862 04677 59940 36021 /354 
Ba = 12152331 40483 75557 20403 04994 07982 02460 41491 / 567 86730 


Bn es nesimo de numeros que «ab inventore Jacobo Bernoulli vocari 
i solent Bernoulliani» (Euler Calc. diff. t:2 $122). 


| Euler indica illos per B,, B,, By ...; notatio B,, B,, B,,.. que nos seque, 
! es adoptato per Binet, JP. a.1839 t.16 cah.27 p.240, per Ohm, Markoff. 


Bernoulli a.1713 calcula B; : Euler B1;; Rothe (communicatos per 
| Ohm in JfM. a.1840 t.20 p.11) B31; Adams (JM. a.1878 t.85 p.269) Bez. 
Bibliographia de ce numeros in AJ. t.5 a.1882 p.228. 


‘8 neN, . ). B,ER 


‘6 neN, E * 2(2°*—-1)Bn EN, 
} GENOCCHI Ann. di Mat, a.1892 t.3 p.399 | 


7 neN,._). PI(—1)"B,.] = x/Npns3[2r E(3—1)xXN,] 
| STAUDT JfM. a.1840 t.21; CLAUSEN, AstronNachr. t.17 ! 


Pa 


ne Npa (N43) ._). nt B, e 2XN, 
I ADAMS a,.1878 JM. t.85 p.269 | 
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% 2. xEq.neN,. ). 
‘0 Berna, n}=$[A LT /n_n)r, 0(n_1)] Df 
= "nc" */[(2(n—1)!]+ 
DB, 2/17 1n—2r)t}fr, 1 E{(n—1)/2}} 
B(x,n) = functione de Bernoulli, de ordine n (Raabe a.1848). 
4 Bern(a,))=« .  Bern(r,2) = æ/2—x/2 
Bern(x,3) = x°/6—2"/4+r/12 . … 
2 Bern(0,n) — 0 
‘3 Bern(x+1,n) — Bern(x,n) = x" ‘{n—1)! 
4 AnxEN, DI. X(12)" = n! Bern(x+1,n+1) 
i Jac. BERNOULLI a.1713 p.97: 


1 Ps = o—1l ie 
rer gl tat+gzAn + > à à 


et ita deinceps, exponentem potestatis ipsius 7 continue minuendo binario, 
quousque perveniatur ad » vel n°. Literæ capitales A, B, C, D, etc., or- 
dine denotant coëfficientes ultimorum terminorum pro fnn, fn4 , /n6 , /n8 etc. 
nempe A x» 1/6, B > — 1/30, C x 1/42, D x — 1/30 ».| 


Bern(x,n) — (—1)" Bern(—x,n) = —x""/(n—1)! 
Bern(x,n)+(—1)"* Bern(1—x,n) = 0 

Bern(1,n) = 0 

ne 2N,+1 .). Bern(1/2,n) —=\0 


Bne-3 +... 





« fre » 


0 du A & 


819 Med 


% 1 u,veCls'q.a,beq Y). 
"0 Medu = qa asllusa<Zl) Df 
Si & es classe de numeros, nos voca medio des « omni numero inter 


limite supero et infero des w. 
Cauchv a.1821 p.29 introduce signo «medio» sub forma « M». 


‘1 Med Medu — Medu 2 0) . ). Mede >) Medu 
‘3 Med{(MedunMedr) = MedunMedr 


"4 Med(a+u)= a+Medu i Med au = a Med” 
Med(—u) — —Medu i Med(ca yid) = ab 
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‘3 «e Cls'Q .). Med/u= /Medu 
ue Cls'Q 7). Med(uMa) = (MeduMa 
aeQ ._). Medal) = aNMedw) 
ae Qui. ue CSQ .7). Med “Logu = "Log Medu 
‘6 4 Medu = Med 4x 
‘7 l'modu = l'mod Med” 


kR 2. EN, .œeqfl'n.a,be Qt 1l''n I). 

‘4 [X(x, l'"n)l/n e Med &‘(1°""#) 
= « valore medio arithmetico des æ ». 

2 (a xx.fr, ln) / S(a, ln) e Med x (17) 
= «id. cum coefficientes a ». 

‘8 J[X(0°, l'n)/n]e Med a‘(1°n) 
= « medio quadratico ». 

‘4 "II(a ln) € Meda‘l'"n 
= «medio geometrico des a». 

8 [IT(aM,fr,l)INXE, 1x) € Mcda‘ln 


= «id. cum pondere b ». 


% 3. aben. ner. b>a+n . fe qafa"b ._). 

‘1 fb—fa E (b—a)Med.if'{a"(b—1)] 

[ P2-1. S4P3:1 .D. P | 

2 geqafa"b..ige Qfa"b—1 .). 
(fb—fa) (gb—ga) € MediAfr:A4gr\x'a"(b—1)] 

[ P22 .. P | 

8 æœea"b .). fe—fa-(x—a)fb—fa)(b—a) € 
(r—a)(x—b)'2 Med f'f‘a(b—2) 

‘4 fb—3S[C(b—a,r)l'fulr,0""n] € 
C(b—a,n+1)Med4"*!f‘a"(b—n—1) 

[ $4P4:3 DD. P ] 

8 Sad) — (b-a+1)(/4+/0)/2 
£ —C(b—a+1,3)Med ff'(a"b—2) 2 

[ S4P44 D, P ] 

6 X[C(b—z—1,n)f5|5,a""(b—n—1)] € 
Ch—a,n+1)fa+Cb_-a-1,n1+1D(fdb—fa) [(n+2) 
+ (+1)/2 Cb—41+1,24+3)Med ff" [a(b—2)] 
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$20 Num infn 


% 1 apeCis. ): 
‘0 Numa—= Numb .=. X (bfa)rcp Df 


Si a et b es classe, tunc nos dice que numero des a aequa 
numero des b, quando existe correspondentia reciproco inter a 
et b. | 

Signo < num » de II $10 es casu particulare de signo « Num », et pri- 
mo, quando existe, vel quando classe es finito, coincide cum secundo. 

Num:Cls significa « numero de aliquo classe ». G. Cantor voca illos 
« numero cardinale », et in loco de « Numero » dice « Mächtigkeit » 
« puissance », 

Df ‘0 es expresso per solo signo de logica I et III S1-$Sf. Hic Arithme- 
tica pote incipe, et nos defini, in modo directo, signos >, 0, 1,-7, X,N, Ne- 


4 NumasNumbdb.=.  Cls’bn x3(Numa= Numx) Df 
2a) .). Numa Numb 


% 2. x,y,5€ Num‘Cls ._).. 
41 LY =. ELU. Ko 
8 XY USI.) LIS 


36 XY. YST ._). c=Y 
i G. CANTOR RdM. a.1895 p.135; Dm. BERNSTEIN, publiée 
par BoREL Th. des Fonctions a.1898 p.104 | 


0 % 30 O=Num/ Df 
‘4 aeCIls ._): Numa —0 .—. a=/\ 


Numero de «a es 0, quando classe « es nullo. 


1 % 40 1= 7 Num‘{Cls n ag(qu 1, y6a Da,y. x —y)] Df 
4 aeCls 1... Numa =1 .—=: qa: æ,yEeu ey. &—Y 


+ 50 r,ye Num'Cls . ). x+y — 1 :3[ a,be Cls . Numa 
=x . Numb—y . ab =/\ ab. s= Num(ad)] Df 
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‘4 abeCls.ab=/ ._). Num(æb) = Numa +Numb 


2 x,y,5e Num‘Cls ._). c+4y=y+x . x+(Y+3) =(x+%)+3 
.0+x =x . a X+yY | 
‘1 Si duo classe a et dè habe nullo elemento commune, tune numero 
de as vale numero de a plus numero de d. Es transformabile in P:0, 
definitione de summa de duo numero cardinale. 


X % 60 x,ye Num‘Cls . ). axy=1323(a,be Cls . Numa — 
x .Numb—y ._)ab. 3— Num(a‘b)] Df 
‘1 a,beCls ._), Num(a‘b) — Numa x Numb 
2 x,y,5e Num‘Cls . }). æy — yx . a(yz) —(xy}z . 
x(y+s) = 2xy+x3 


Numero de individuo constituente systema (a‘b\ vale producto de nu- 
mero de a per numero de b. 


N % 70 x,ye Num‘Cls . }). My = 1 53( a,be Cls . Numa — 
x. Numb—y ._)ab, 3— Num(aFb)] Df 
‘4 a,beCIs . 7). Num(aFb) = Numa Numb 


Numero de functione definito que ad omni b fac corresponde aliquo a 
vale numero de «a elevato ad numero de b. 


infn % 80 info = 
Num‘}Clsn as[ Cls uz(u_Da.u-—a.Numu—Numa)]} Df 


4 aeCls . ): 
Numa £ infn .—. Cd » » » » » » 


2 aeCls._): Numa e infn =. 1+Numa = Numa Dfp 

Nos dice que numero de «a es uno infinito, si existe aliquo classe w 
parte de a, et tale que numero de parte # aequa numero de classe 
totale a. 

Existe plure infinito, de valore differente. Vide P11:2. 


N % 90 N = (Num‘Cls)=infn Df 
‘1 aeCIs ._). Numa e N infn 
2 aeCls ._}): Numa EN, =. =00 4 LEA. )r. 
Numa == Num(a=r) 
‘3 NumN, = NumN, [+e (XfNo)rep ] 
‘4 NumN,einfn | NIDNo. Ne=N,. NumN,=NumN, | 
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3 xe Num‘Cls . yeN, . x y ._) EN, 


‘6 » » .XSNumN,.xeinfn . ). x= NumN, 
} G. CANTOR JfM. a.1877, AM. t.2 p.313 
N, (jam considerato in Arithmetica) indica omni numero non infinito, 
vel vale « numero finito ». Es suo definitione in praesente novo theoria. 
Numero de N,, de numero pari, de numero impari aequa numero de Ni; 
Nam existe corrispondentia reciproco inter ces classe. Ergo, numero de N, 
es infinito. 


% 104 wmeN,._).m+ NumN = NumN, 
[ N=(lmu(mt+N,). Num(1-m)=m . Num(m+N,)=NumnN, |] 


‘2 NumN + NumN, = NumN, 
[ No = (2No)v:2No+1) . Num(2N,) = Num(2N,4+1) = NumN, | 


‘3 Numn — NumN, 
| [mod(2rx-12) — 12][x e (Nofn)rep |] 
| (—1)Nrest(+1,2) x quot(x+1, 2) |x e (nfNo)rcp | 
Numero de n « numero integro positivo et negativo », aequa numero 
de No, vel de N, « numero naturale ». In vero si ad numero n: 


n) “ —3 —2 —1 0 +1 +2 +3 
nos fac corresponde : 
No) — 6 4 2 0 1 3 5 


resulta corrispondentia reciproco inter n et Ny. Si nos scribe in primo loco 
numero N, idem corrispondentia sume forma : 


No) 0 1 2 3 4 5 6 
n) 0. db et 9: ed: 43 I 


In demonstratione swmbolico, nos exprime N, per n, et n per No. 
‘4 meN,._) inx NumN, = NumN, 
‘5 Num(N:N)= NumN, 


[ [(e+m)+y+1)2 +7] lasy) e NofiNoiNgrep ] 0 1 3 6 10 
+ G. CANTOR, RdM. a.1895 t.5 p.144 | 24711. 
» 812. 
In vero, figura fac corresponde numero 913. 
scripto ad numero de horizontale et ad 14 . 
numero de verticale. 
‘6 NumN, x Num N = Num N, |=P*50] 


‘7 NmR= NumN, 
(R=N,; N, -D. NumRS NumN,xNumN, =NumN, . NumR e infn . P9:6 IP] 


‘8 meN,.7). (NumN,)" = Num N, 
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‘9 Numj(N,F0”2)|,N{ = NumN, 
i CANTOR AM. 1.2 p.306: 

« On peut faire correspondre un à un les nombres algébriques aux nom- 
bres appartenants à la série des entiers positifs ». | 

Classe uw vocare « numerabile », « de primo potestate » si NumuzNumNi. 

n, R, res classe numerabile (P*3-7). 

Si ad classe numerabile nos adde numero finito de elemento, resulta 
classe numerabile (P*1). Classe que consta de duo classe numerabile (P2), 
vel de m classe numerabile (P*4 es numerabile. Classe formato per systema 
de 2, 3,... ,... individuo de classe numerabile es numerabile (P*8). Et 
classe de svstema de numero finito, sed arbitrario, de individuo de classe 
numerabile, es numerabile (P:9:. Per ex. numero de funetiones algebrico 


‘ de gradu finito, cum coefficientes integro, vel rationale, vel in aliquo 


classe numerabile, vale NumnN,, 


% 111 fe 0fN, D.q0=fN, 

[ S[10-#rest(Cfr-n fn + 5, 10) | n, Ni] € O=f'No | 

Si f es serie de quantitates, in aliquo intervallo finito, p. ex. 9, semper 
existe in ce intervallo, aliquo numero que non pertine ad serie. 

In vero, me evolve in fractione decimale omni numero de serie. Me 
forma numero decimale, que habe: 

cifra decimale de ordine 1 differente de cifra decimale de ordine 1 de 
primo numero de serie, 

cifra decimale de ordine 2 differente de cifra decimale de ordine 2 de 
secundo numero de serie, 

et ita porro. Me forma cifra differente de cifra dato, cum additione d 
5. et substractione de 10, si es necesse. 

Numero que resulta es differente de omni numero de serie. 


‘+ Cantor JfM. a.1874 p.258; AM. p.308 | 
2 Num O9 > Num N, [P-1DP] 


Ergo numeros reale inter 0 et 1 non es ordinabile in serie. 
Num@ vocare «secundo potestate » vel « potestate de continuo ». 
‘3 NumQ= Numq = Num 9 = Num (0=R) 

i CANTOR JfM. a.1877 p.242; AM. a.1885 p.316 | 


4 2NNumN, = NumN,jNumN, = Num (Cls’N,) = NumQ 


Num(4‘q) = NumQ 
nEN, .). Num(q F 1°) = Num Q 
} CANTOR AM. t.2 p.315: 


« On peut faire correspondre d'une façon complète et à sens unique un 
ensemble continu À # dimensions À un ensemble continu d'une seule di- 


© & 


mension », 
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821 À À y òd 


k 1 wveCisgee/ .). 


‘o d'u —=l"(Cls ut) . Au=1/(ClSw=cA) Df 
O1 {u—= d'u v du Df À 
‘02 du—=q Au = q æ3f 1 mod(u—x) =0 ] Df1 


Si x es classe non nullo de quantitate : 

A'u = limites supero de classes non nullo in w. 

Au— » infero » » . 

Au = «limites de x» vel « classe limite » es classe composito 
de duo classe praecedente. 

Nos pote lege «x € Ax» per «x es prope (proximo) ad x». 

Àu indica limites finito de «; id es classe composito per 
quantitates 2 tale que limite infero de valores absoluto de 
differentias inter omni «x et x es nullo. 

1 mod (x—x), in Geometria, es dicto « distantia de figura « ad 
puncto æ », et coincide cum distantia minimo, quando minimo 
existe. Ergo 44 es classe de punctos x, que habe distantia 
nullo de figura «. 


03 œelu .=: xeq : heQ IA. FU 13[ modiy—x)<h] Dfp 
[ P:02. Oper re. Df1,.7. P | 


4 Ou )iun d'un du 
[ ace .77). 0e u—x .D. 08 mod(au—2x) .D. 1 mod{u—r) =0 .D. are lu | 


‘2 Au = ha 


[ Qu fa0)P-1.D. Au D du (1) 
ae dh. heQ. P'01 1. Y dem Y3[ mod(y—xr) < h/2] (2) 
Hp(2). ye Àu 7). y un 23 mod(z—y) < h/2] (3) 
Hp(3) . mod(y—x)<//2 . zeu . mod(z—y) < h[2 .7). modiz —.r) <A (4) 
Hp4) .. 4 un 23[ mod(z—7) <A ] (D) 
re Ziu . heQ . (5) Elim(y.2) . (2.63... 4 un z3[ mod(z --4 «Me ] (6) 
re Zu . (6) Export .). ne lu (0) 


(DD. P |] 
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‘3 Ar) = Auv ir Distrib(4,u) 
[ Df4 D. Auur) = qn æ3) lmod[(uur)—x] =0 } 
Distrib ‘w) I). » =qnx3;],[mod(u—x) v mod(v—x)] =0! 
$Q 13:35 D. » = qnxX3]mod(—x. =0 .v. 1 mod(e—-x)=0| 
Df 2 D. » =iuvir)] 


"81 ie.) Au AD 
[ Hp... e=wuv. P:3.9. Av = AuvA® DI. Ths ] 


‘4 Ar) )Adun Av 
[| uno Du. uno De. P:31 9. Aunv) D lu . Munn) D Av. Cmp.}. P ] 


"41 lu =u. lo =0.). Kun) = une 
[ Hp. P-4. P'1. 2. lune) D uno. uno D) Mure) I. Ths ] 


‘8 lu=l'Au= max du : 1u=1l lu = min du 
6 l'ueq._).l'u—=maxalu : lueq. ).1lu—= min du 
7 Au= lu vu sy udu Dfp A 


Classe Au es formato de classe Zu, et de x et de —%, quando illos es 
limite supero, aut infero, des 4. 


‘8 l'ulueq .). du= du 


do 2 vee Clsq=t/ . aeq Ii 
‘4  A(a+tu)=a+iu 


[ œedkat+u) .=. 1] mod(atu—x) =0 .=. 1mlu—(a—r)] =0 .=. 
r—_a edu .=. xe a+lu | 


11 QZutbdr DAu+) 
[ a=bdtce. dedu. cedo DD. 1miu—-bdìZ0 . I,m(e—c) 20 .2. 
I. mod(u+re—b—c)=0 .D. I,mod(x+v—a)=0 .D. ae Au+v) (1) 
(1). Elimid;e) (DI. P |] 


49 (+e) = A(Au+4r) 

[ P211. PIL. Oper 2 ID. Aéutér) D 4 ut. te D'iuiv D. P | 
‘43 l'mod”,l'modreQ .). A(u+r) = 4440 Distrib(4, +) 
‘2 A(axXt)—=axit 21 ZJuxAn DAX®) 

‘8 meEN,._). Mu") = (40)" Comm(1,N 
‘34 neq. ne CIS Q .). Ths'a 
32 deQ. DAN) = AN) 


°4 Au= — Adv Comm(A,—) 
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5 O£lu.lmodu £Q .7) À/u = /2u Comm(1,/) 


6 AN, —=N,utx . An—=nuxvut—x . 
AR = Qu 10 400 | Ar = quiæut—x ; 


2/N, = /N,ut0 . A/N,+/N) = (/N, + /N,)ut0 
È 3. ue Cls'q=i NL ‘4 NumuenN,._). Au =u 
2 a,beq . ad). Aa) = ad 
3 aeQuil .). 2"Logu = “Log lu 


% 4. ureClsgecA ._). 
‘0 pu=x3[xe Aa to0)] Df p 
‘01 de = qa = qnrs)], mod[(umae)—x] =0| Df ò 
pu, «classe derivata de w>» es classe de «x que es prope 
alios x, id es de «x differente de x. du indica valores finito 
in pu. 
1 Y)r DI pu pr 2 plus) =puvpo 
‘3° ddu > du ‘4 MEN, . >). du _) du 
Classe derivata de derivata de w continere in derivata de w. Nota suo 
differentia de P1°2. 


8 gn= t00 . p/N=10 
FUN, +/N) = 004/N, . V(/N,-/N)=/N, 4 —-/N, 410 
6 aq ._). ô(a+u) —= a+ ou 
7 (u+ôv)u(r+ôu) L(ôu+ôr) I dute) 
8° l'mode, l'modr £Q YI). (ur) = (+07) (040) è (6+d0) 
9 Au—=uvyu Dfp 


* 5. HIpP4.) 
1 Numueinfn I. qyu : NumueN, I. pu= A 
2 Su Du .7). Numue N eNumN, veNum Q 
3 Su=u .). Numu = NumQ 
4° 2e6nòu =/ .). NumueN ve Num N, 


9. MNumde= Num N, .). Numu = Num N, 
\G. Caxror MA. a.1882 p.51: a.1884 p.485; AM. a.1883 p.374} 


‘bliographia: Vivanti Formulario 1895 p.71. 
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$ 22 Intv in ex am 


3 10 Intvr= xaa(a,b}e(a,beq . a<b. = ab) Df 
« Intv », lege «intervallo » es omni objecto reductibile ad 
forma a' ‘b, ubi a et b es quantitate determinato et finito, et 


à es minore de bd. Notatione utile in calculo integrale. 


‘4 uelntv. 7) u=luTl'u 


2 «e Intv.). Longu=l'u—lu Df 
= amplitudo, longitudo, long-ore de wu. 





Si à, VE Cls'q si) *() int == 0 =)((=t4) = tt=d(qutt) i 
exw = In(Qu) = qui . ami = Q ein mex = 471 4(Q=t) Df 


‘4 in we, ex _)eit. uu _)inuyamw , Que _) xuyamu 


‘2 inunexut=/ . inknamu=/ . cxunamu =) . 
q= init y EX/ à AMY 


‘3 ininw#—=int . in CX/ = ex, AM = In AM/ y AM amw. 
am ame = am in y AM eX4 . infsnam”) =", 
ex amz = int 4 EXU , EX in = qint yaminv) . 
EX exs = Qu(exw + am EX) . inaminu4=/ . in am exu 
—=/\ . in am ame —=/\ . am am am = amamé, 
amaminu = AM IN . amam CX/# = am ex? . 
am in am _—) am amw | 


‘4 inf») = inunino . ex() = exxnexr .in#uvinr _) 
in(:4”) _) ing wine ame am . exu y ex? _) 
ex(#) D) ext y EXT à AmM/ AMP . int ame y inr am _) 
am( #9) 2) in am? à in am à AM AMT . EXU AMP 4 
cxr amy _) am(w) _) exu AM? 4 EXP AM y AM AMP , 
in (inz44in») = int yin» . in(am amu sam am?) =/ 
| Peano, Arithmetices principia, a.1859 | 
inu es classe de numeros reale, vel de punetos, in w, (inter w, interno 
ad «, interiore ad &). 
exw indica punctos ex (extra, externo ad, exteriore ad) wu. 
am indica punetos am (circum), «frontières (Jordan a.1895), 
am ces vocabulo de antiquo latino (Catone, ...). D) L am-bo HI, am-plo A, 
am-puta A, amb-iguo A, amb-itione DR. 
|} G amphi I amphi-theatro ADFHIR, amphi-bio, .,. 
i Dum. || ? S abhi, Roba. 
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$23 prob (probabilitate) 


a,b,se Cls . Nums EN, ._). 


‘0 prob(a,s) = Num(ars) ‘ Nums Df 

a et s es classe; numero des s es finito. Tune probabilitate de casu a 
inter casu s es ratione de numero des s que es a ad numero totale des s. 

Objectos de classe s dicere « casus possibile » ;} objectos de classe ans 
«casus favorabile ». 

In applicationes de probabilitate ad praxi, casus s es supposito possibile 
in gradu aequale. 

Per exemplo, probabilite que pila extracto ex urna, que contine m pila 
albo et n nigro, es albo, vale m/(m+nì), Nos suppone que pilas habe idem 


volumen pondere, forma... 


‘01 a_}s._). prob(a,s) = Numa / Nums Dfp 
Si classe a de P:0 continere in s, Df sume forma plus simplice ‘01. 
‘4 prob(/,s) —0 ‘41 prob(s,s)=l1 


2 prob(=ea,s) = 1—prob(a,s) 


à abd=/.). prob(a, s) = prob(«,s) +prob(b,s) 

| Hp .D. Num(awbrs = Num(ans) + Numibrs) . Oper Nums .D. P ] 

Si nos parti casus favorabile ab in duo classe « et d, probabilitate de 
4 es summa de probabilitates de «a et b. Ce P appellare « theorema de 
Probabilitate totale ». 


‘# prob(arb,s) = prob(a,s)Xprob(b,ans) 
| Probabilitate, dicto composito per n, que inter casus 8 se praesenta in 
idem tempore casus a et d, es producto de probabilitate que inter s occurre 
4 per probabilitate de casu b inter s que es a, id es, per probabilitate de 
? Quando nos sci que a es facto. 
5° ,r8Cls. Numu,NumreN, . a beCls .D. prob(atb,uir) = 


n prob(a,u)xprob(b,r) 
Tobabilitate composito per !. 


% 2-4 prob(2N,1-10)=1/2 . prob(3N, 110) — 3/10 
prob(3N,,1-*102N)=1/5 . prob(6N, 1-10) — 1/10 


Pro} =” A i 

Pro] ba bilitate que uno numero inter numeros de 1 ad 10 es pari vale 1/2, 
FOUR bn = FE LS ni / Te i 

n ELitate que illo es multiplo de 4 vale 3/10, Probabilitate que illo es 

ui M pes de (4 vale produeto de: LL obabilitute jui" illo cs pari, per probabi- 


Nate 


ie numoro pari inter 1 et 10 es multiplo de sh, 
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2 NEN,. ). 
iprob{(1'"#4F1--2)repr fa(xel "mn... fre = x), (1a F1-a)rcp] 
= X{}(—1)"/n! |n, 071] 
+ MOIVRE Mise. Anal. a.1730 p.185 { 


Probabilitate que in extractione de numeros 1°‘, nullo se praesenta 
in suo ordine. 


‘3 m,neN,.pel mn. gel "x. a,beCls . Noma=wn . Numb=n 
arb=/ I). prob[Cls'a,b) " ua(Numera=p . Numurb=—9), 
NumCls (a bruz(Numu—=p+4)] 
= Cin, p)XC(1,9)/CUnta,p+9) 

— mn a(p++r—P_9<! (+ (n—pin—0)) 

Urna contine pilas de specie a, lege albo, in numero de x, et pilas b, 
lege nigro, in numero de n. Nos extrahe combinatione de p+9 pila. Formula 
da probabilitate que combinatione extracto contine p pila albo et q nigro. 

‘4 seCls. NumseN i QECIs . neN,. nel“m .). prob[sF1% un 
u3|Numl*nnrs(ured) = n],sFln]= 
Cun,n)prob(a,s)"prob(=a,s)"7" 

Si s es casus possibile, a es casus favorabile, formula da probabilitate 

que in repetitione de m vice de experimento, » vice illo es favorabile. 


$24 Cx 


f 10 neN, .). Cxn = qFl-n Df 


Nos voca « numero complexo de ordine # » et indica per 
Cxa, complexo de # numero reale. 
neN, .a,b,ce Cxn. hheq De 


"| = =" VE "ri 2 1 tl =û III #4 F PI6 2 p | 

Lio complexo [tx nequale quando habe elementos COnTESpon- 
dente ingqunle. 

2 a4b = 1Cxunaa(r'e ln. Da = 14,0) 

(fl +) IF RU DE 

Summa de no complero (‘= compiexo que habe ui elementos 
summit de elementos correspondente. 

‘a = {0} In LO 


If «lu conplexo nullo. 
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-a = 1Cxnmæ3(a+tx =0) = (—a,}r, 1h) Df 
a—b = a+4-(—b) Df 
‘6 ha = 1Cxn"aæg(re l''n ._).x = ha) 
== (ha.|r, 1'"n) Df 
‘7 atb=b+a .. at(b+c)=(a+5)+c=a+b+c 
at+0 = À —0 —0 È a—a =0 


ha € Cxn A la=a x h(a+b) = ha+hb 
(h+k)a = ha+ka ; h(ka) =(hk)a = hha 


% 2. unit 
neN, . re ln ._). 

‘o unit(n,r) = 1 Oxnnxa(x,=1 : se (l‘n}eur . ),.x=0) Df: 
abe Cxn. heq ._). 

‘04 unit(n,r) = jEl(r+s+1)/n) — Ef(r+s)/alls, ln! 

4 a=S[a,unit(n,s) |s, 1°°*r] 

‘2 a+b = X[(a,+d)) unit(n,s) |s, ln] 

‘3 ha = >{[(ha,)unit(n,s) |s, Ln] 


«unit(a,r)», « unitate de ordine n et de loco r », « Haupteinheite » 
es complexo, que habe 1 ut elemento de loco r, et omni alio nullo. 


- 


mod % 3. neN,.æ,ye Cxn.aeq ._}) 
‘0 mode = \{[>2(x |r,l""#)] Df 
4 moda €Q, 


‘2 mod(a+7y) S moda+mody 
[ $29-1 DD. (ire +... (y ya.) (Lt). 


P:0 .). modx mody = x,y,txrg/t... 
a À (modæ)"+(mody)? +2 mode mody 3 (xi+y3) + (dat Ye) +. 
nn) (mode+mody)? = [mod(x+y);" -D. Ths ] 


‘8 mod (4x) = moda moda ‘4 moda —0 .=. a=0 


À Ü % 4. (Cxn | q) $i 86 
‘0 ueCls'Cxn. I). Au—=iuuv(sænic l'modu) Df 
Au = duulto ne l'mods) Df 
Med 3 50 nen veCls'Cxn. 7) Medu = Cxnnxs 
a Can ela xa. n, ln) E Medis(a 5.11", 1°") SU [of 
SMed P1'4:2:3%4%6 


Nos dice (puts Classe wu cs conoorvo, sì Medu = 


Formul. LL 5 











825 Dtrm (determinante) 


dé 10 ”"EN,.ue(l'nFlmj)rep ._). 
sgnu=(—1)\ Num[(x;y)3(2,ye l'm.x<y.ux > uy)] Df 


‘01 MEN, .u,ve (1 mF1l"-m)rep ._). sgn ur = (sgnu)x(sgn®) 

Si « es correspondentia reciproco, vel permutatione, de numeros 1'‘°"—, 
sgnu indica unitate positivo aut negativo, secundo que numero de ambos 
{x;y) que forma inversione, es pari aut impari. 


‘1 meN,. ae qF(lm i lm) 2). 
Dtrma= >} sgnu II[a(r,u,) |r, 11m] |u, (mF1l-mjrep!  Df° 
i LEIBNIZ a.1678 MathS. t.7 p.d: 


« Inveni Canonem pro tollendis incognitis quoteunque aequationes non 
nisi simplici gradu ingredientibus... Fiant omnes combinationes possibiles 
literarum coefticientium, ita ut nunquam concurrant plures coefficientes 
ejusdem incognitae et ejusdem aequationis. Hae combinationes affectae 
signis, ut mox sequetur, componantur simul... Lex signorum haec est. Uni 
ex combinationibus assignetur signum pro arbitrio, et caeterae combinationes 
quae ab hac différunt coeflicientibus duabus, quatuor, sex ete., habebunt 
sienum oppositum ipsius signo ; quae vero ab hac differunt coefficientibus 
tribus, quinque, septem ete., habebunt signum idem cum ipsius signo» . ! 


m es numero, et a es litera, que cum duo indice integro inter 1 et n, 
repraesenta quantitate. 

Plure A. scribe valores de « super #7 linea horizontale et m verticale, 
et appella « matrice » ce figura. 

Si w es permutatione de numeros 1°, nos considera producto de 
valores a(r, ur), ubi r varia de 1 ad m, et multiplica illo per sgnu, id es 
per unitate positivo aut negativo, secundo que permutatione x habe numero 
pari aut impari de inversiones. Summa de productos, que resulta, si nos 
substitue # per omni permutatione de numeros de 1 ad mn, vocare « de- 
terminante des a » (Gauss), que nos abbrevia in Dtrma. 


kR 2 meN,. ae qF(l'mn: lm). ): 

‘4 Dtrm[a(r,s) [(s,r)] = Dtrma 

‘2 ue ('mFlmjrep ._). 

Dtrm a(r,u.)|(r,s) = sgnu x Dtrma 
‘3 neN,. ume CIS'N,. Numu = Numo=n. ae qf{uit) ._). 
Dtrm(a, uit) = Dtrm} a(min,u, min,o) [(r,5), lniln} Df 

Dtrm(a, «iv, as dieto « subdeterminante, determinante partiale, com- 

plementare ». 
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4 neN, ae qF(l=n i Len). re en I. 
Dtrma = S[(—1)"°a, Dtrm(a, 120 mr © ln ms) |s, 1°] 
i CRAMER a.1750 p.656 ! 


‘8 neN, ae qF(l'en ln). ue Cls’ln . qu ._). 
Dtrma = 5! (1DINx +%r) x Dtrm(a, wir) x Dtrm(a, 1°°%n nu! 
1°*n =v) |v, (Cls‘1°*,2) n va(Num®e = Numw)i 
+ LAPLACE ParisM. a.1772 p.267 | 


‘6 Hp's ._}). Dtrm[(—1)7* Dtrm(a, 1°m tr i 1°m =tS)| (7,8), 
dm ‘1°m) = (Dtrma)\Nm—1) 
i CAUCHY JP. a.1812 p.82 | 


‘7 nEN,.aeqf(l'nl"n) ._). 
mod Dtrma < II[S(@,.,,|s, 1°n)|r, 1°"n] 


‘8. mod Dtrm(a, 1°*ni1**n) < [max mod a‘(1°*n1°rn)]" nMn/2) 


31 men. apbegFriemilem) .). 
Dtrma x Dtrmb = Dtrm}, X(cr,t bs,t |l, 1m) [(#,5), 11m | 1°] 
2 n,nEeN,.m>n.a,be qf(l "mn: ln) ._). 
Dtrm[S(a,,: Das |f, 111) |(#,8), L'an] = 
xjDtrm(a, ©‘ ln) x Dtrm(b, ©! 1n)|r,(Cls‘lm) e rs(Num» =n)} 
i BINET a.1813 p.287 : 


«... Avec des æ',x'',x''", &ec.; y',y'',y''", &c., 3',3'',3''", &c., avant formé 


ni —1 n—2 . . , 
n + EE résultantes à trois lettres, et aussi d’autres résultantes avec 


des £,v,î, semblablement accentués, on trouve que la somme des produits 
des résultantes correspondantes... 


Zx.y",3')(E,v',0") = TorEZyuY3t+3yEXzvDxC4+XzEXZavZyt 
—ZaEZyvZal—ZyE5ZavST3f—ZzEZyvZr} 
Ce dernier membre est de la forme (.c,y’,2’'); on en peut donc conclure que le 
produit d’un nombre quelconque de fonctions, telles que Z{x,y',3'')(£,u',0"') 
est de la forme (x,y',3'').» | 
‘3 m,neN,. men. a,be qf(1milen).). 
Dtrm[S(a,,: ds: |É, 1m) |(r,s), Ln ln] —0 


R 41 meN+l.aggfl"m.). 
Dtrm[a,"|(r,s), ln! 1m] = I} II{(a,—0)|s, 1'(e—1)]|r, 2m 
{ VANDERMONDE ParisM. a.1772 p.018; CAUCHY a.1821 p.426 } 


i = a cà 
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2 meN,+1.). Dtrmr(rs), Lem 11m} = Mr! |r, 1m) 


‘3 Hpi1 ._). Dtrmj[x(a, Ninr/Nins/N,)]|(,s), 1m {1m 
= IIa, 11m) i MANSION CorrN. t.4 a.1878 p.109}. 


Dvr mit D % 5. meN,+1 .). 

‘4 Dtrm(Dvr, Lm:1""m) = IHI(D,1°m) 

———————— =m! II}(1-/p)\E(m/p) |p, Npn1--m! 
i SMITH a.1876 t.2 p.161: 

«Let (m,n) denote the greatest common divisor of the integral numbers 
m and x; and let y(m) be the number of numbers not surpassing m and 
prime to m; the symmetrical determinant... 

Z+(1,1) (2,3)... (m,m) 
s equal to pl Xyw2X...X yAIR). » | 


2 Dtrmimit,lmilmi=m!i{Fi|(t—pfE(m/p)]|2, Nprl mi 
i SMITH a.1876 t.2 p.163 | 
Vide alios propositione super Dtrm, in Formul. t. 4, p. 207. 


826 lin Subst Sb 


M 1. mneN,._). ‘0 (CxmFCxr}in= 


(Cxaa F Cxn) n f3[2,yE Cxn ey. ay) = fe+fy : 
l'modf [Cxn 1 us(modu<1)] € Q Df 


‘A4 SubstCxn = (Cxn F Cxn)lin Df 


Nos dic que aliquo complexo de ordine 7a, funetione de complexes de 
ordine n, es functione lineare, si functione de summa es summa de func- 
tiones. Nos adde conditione que liraite supero de valores absoluto de 
functione in campo finito es finito, pro deduce P-11. 


« Substitutione de complexos de ordine x», breviato in « SubstCxn», 
vale Cx2 functione lineare des Cxr. 

Functiones lineare, et substitutiones occurre in: 

Gauss a. 1801 t.1 p. 302 

Servois Ann. a.1815 p.93, sub nomen : functiones distributivo. 
Boole, Cambridge Math. Journal a. 1841 t.3 p.1, 106. 

Grassmann a.1814, Werke t.2 p.241. 
. Cavley a. 1845, Math. Papers t,1 

Laguerre a, 1367, OEuvres t.1 p. 221-266. 

Peirce, John Hopkins Circular, Baltimore a.1882 N.22. 
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fg,he (Cxm F Cxn)lin .7): 

4 2,yeCxn ._) fo+y) = /fx+fy 

41 kReq. i). fkx —=kfx I Sq(I’l 813) P18:3 .D. P ] 

‘2° f+49=([(fx+g9x)|x, Can] Df 

‘24 f+ge(CxmF Cxn)lin 

[ Hp.æ,ye Cxm DI. (f+9(e+y) = fr +) + ge+y) = fotfyt9r4+g9y 
= fa+gx+fy+gy = (f+9)xtHf+9)y |] | 

22 /+49=9+f 23 (fH+g)+h = f+g+h) = fFg+h 


Summa de functiones lineare es commutativo et associativo. 
m,n,peN, . f,f'e(Cxm F Cxn)lin . g,g'e (Cxp F Cxin)lin . keq ._). 
8 gf={gfekxe, Cxn] | Df 
‘31 gf e (Cxp F Cxn)lin 
[ Hp.x,yeCxn . gf P2:2 .D. (gf Xæ+y) =g{fix+y)] = g(fr+fy) = gfx) 
+g(fy) = (9f)xt(9f)y ] 
32 gl(f+f)=g9ftgf' . (9+9)f= gft9f 
Producto de functiones lineare es distributivo et associativo, sed non 
commutativo in generale. 


‘4 R=(kx,Cxn) Df ‘41 hkReSubstCxn . fk=kf 


Maltiplicatione per numero reale es functione lineare. 
‘8 ae Substn ._). a” e Substn 


‘6 peN,. ae Cxn F1p. 7 Cxpet0 n 13[X(x, à, |r,l"n) = 0] 
. be Cxm Flep DI. b'a=1[CxmF > (qa,1"p)] lin n 
fa[re 1p ._). fa,.= bd.) Df 
Si a et b es successione de p complexo de respectivo ordine 7 et m, 
tune b/a indica illo correspondentia lineare inter complexos de ordine m 
et complexos de svstema qa,--4ag+...+Q4p , tale que ad a,,0g,...4p responde 
db .dg....-bp . Nos suppone que complexos a es independente, id es que non 
existe successione de numeros ;r;,%g,...%p , non omni nullo, que redde x,a, 
+.rgigt-...+xp ap 20. 


mod Subst 


R 2. EN. abe SubstCxw . re Cxn. keQ D). 


‘0 moda = max} [(mod ax)/(modx)] |: ‘(Cx m0) | Df 
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‘4 modaeQ, 


[ xe Cxn -10. y= x/modr I. 
ye Cxn. mody =1 . (mod axr)/modx = (mod ay)/mody .2. 
(mod axr)/modæ [x ‘(Cxn=10) = (modax)/modr |r ‘{Cxnnys(mody=1) (1) 
[(modax)/modr ]lx e Qf[Cxan y3(mody=1)]cont (2) 
(2) . $cont 1:3. (11. P:0 D. P ] 


‘41  modax < moda moda [P-0.P:1.2. P] 
‘42. moda DD =. a—0 


‘2 mod(a+0) < moda+modd 
[ Hp.xe Cxn. P21 DI. mod (a+b)x = mod(ar4bx) 


——— —— .$cx 32 DM). ————— << mod ax + mod dr 

—— ———.P.11 "Dee < moda modx+modb modx 

| < (moda+modb)modx (1) 
Hp .(1) Di æxeCxn I. IT] (1+b)x]/modx & moda+modd (2) 


(2). P:0.D. P] 
‘21 mod(ka) = À moda 


‘3 mod(ab) < moda modb 


[ Hp.xe Cxn. P1)). 
mod{(«b)x] = mod[a(bx)] £ moda mod dr € moda modb moda 
Hp:xeCxn.I. [mod (ad)x]/modx < moda modb : P-0 I. P ] 


‘4 meN, ._). mod(a”) < (moda)" [ P:3 .D. P] 


Sb % 3 neN,.u,re qFeni1en) . 2). 
0 Sbu = Î[ S(r, 808 fs, Le )fr, La JI, Cxn fo Df 


Si w es matrice quadro de ordine x, Sbu substitutione repraesentato 
per matrice 4) indica operatione que, ad complexo x fac corresponde com- 
plexo que habe, ut elemento de loco r, E(ursas(s, ln} 


‘01 we Cxn .). (Sb) = {[X(2r,s0s |s. Ln)]fr, 15224 
‘4 Sbeu e SubstCxwx 

‘2  Sbu + Sbo = Shut) 
‘3  (Sbe)(Sbu) = Sb S(0,,U, 
‘4 ae SubstCxr .). a = Sbi [a unit(n,s)},[(r,s), 12 {ln | 





q, La) [(r,s), ds 


Dtrm % 4 neN,.u,be SubstOx» . ve ata a 
‘0 Dtrma=Dtrmi [a unit( (22,8)] .|(2°,8), Let 1522 | Df 
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‘04 Dtrma «0 ._). ae (SubstCxn)rcp 
‘02 re Cxn «0 . ax =0 ._). Dtrma —0 
‘03 Dtrma 0 =. a Cxn 0 n x3(ax 0) 
‘04 heq. ae Cxn A0 . ax = ha .Y). Dtrm(a—h) —0 
‘4 Dtrm(ab)=Dtrma Dtrmb 
‘41 MEN, ._). Dtrm(a”) = (Dtrma)” 
Dtrma=—0 ._). a'=/a=1SubstCxn n 33(a3=1)  Df 
Dtrm Sbu = Dtrmu 
‘4 (Sbu)! 
Sb} (— 1)"*Dtrm] u, l'rntri1nets] |(2,8), 101% 4/Dtrmu 
8° Dtrmue=0.ye Oxn .7): me Cxn. (Sbu)a =y =. a=(Sbu)'y 


% 5. nen, . a,be SubstCxn ._): 
0 relen DI 
Invar,a = S[Dtrm(a, wir) x, (CSL n)rus(Numu = r)] Df 
« Invariante de gradu r de substitutione a ». 
‘01 Invara = Invar,ja 
Nos tace indice 1. 


‘4 Invar,a = Dtrma 

‘2 heq ._). Invar (ha) = h'Invar a. 

Dice que Invarr de substitutione es funetio homogeneo de gradu r de 
coefficientes de a. 

‘3 Invar(a+b) = Invara+Invard 

‘4 a"4+S}(-1)(Inv, aa" "x, 11%} —0 

i CAYLEY LondonT. a.18598; Papers t.2 p.475 | 

Dem : Laguerre JP. t.25 a.1867 p. 215, Frobenius JfM. t.84 a.1878 p. 1; 

Berlin Ber. a.1896 p.601. 


Aequatio algebrico ad que satisfac Subst a dicere aequatio characteristico 
(Cauchy, Frobenius;, acquatio latente :Svlvester). 


‘44 heq .). Dtrm(a+h) = X°+s[(Invar kh" |r, ln] 
8° vegF(l'enilen) i r,se ln. rs. Ure = ts DÌ. 
a (gf 1°n)nx3jheq . Da. Dtrm(Sbu —h) = II[(er —N)|r, 1% ]} 
i LAGRANGE BerlinM. a.1773 p.108, pro n=3 ; 
Dem. CaAucHY Arere, a,1829 t.4 p.140, Œuvres s,2 t,9 p.174. | 


Si matrice w es SVIDINUI "CO »_ negquaro charactiristico 





trim =“ lt Î} — (|) 


habe omni radice renale. 





| 
| 
| 
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$27 i (unitate imaginario) q' (numero imaginario) 


% 10 i=Sb[(0, —1),(1,0)] Df 
‘04 qg=q+iq Df 
‘1 urteq._). i(u,v) =(—-%, uw) 
% PS 
‘3 modi=1] . Invi—0 . Dtrmi=1 
‘4 yu, I. (tiy(u,0) = (cu—yv, e0+yu) | 


*S 2,yEq ._). mod{x+iy) = Kx'+y) . Inv(atiy) = 2x 
Dtrm(x+iy) = +7 
"6 xy,a,)eq.atigy=@+iy Di ae=a.y=y 
[ x+iyg = e+iy' D. xx = iy/—-y) DID. (een = —(y—y} I. 
(ee +iy—y)? =0 .D. x=x'.y=y' |] 
(q' | n) III $6 n P 5-26 (qg" | r) $9rP2-4 
Wnitate imaginario es substitutio repracsentato per matrice 


O Ll 
i © | 





Unitate imaginario, » più di meno» de Bombelli n.1579, es indicato per 

i». (Euler in Memoria praesentato nd PetrA. a.1777, et publicato in 
Cale. Integer. a.1794 1.4 p.184.. 

(] numero  IIALINArIO Cauchv), es ommi Substitutione de forma 
a+iy,. ubi oe], ét 1 habe valore explicato, 

(ranss a 1891 6,2 p,102 muta nomen in + numero complexos: quod pro- 
duce ambiguitate cum Cx? 

super alios definitiouc de unmero imaginario. vide meo articulo : « Prin 


cipio de permatientia «in RAT ES, p. 84, et Form. 1.4 p.214 


real imac K 


' 
se À, LE] È IE] a }, 


0 real a —iqn#al(t—r e iQ) Df 
magi = I mijalit_1Y E ()) = (ren #t)/1 Lf 
kg=realoa—iimaga = 2realu—a Lf 
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« real » = parte reale, occurre in quaterniones de Hamilton sub forma 
S=scalare, et in Weierstrass sub forma R. 
« imag » = coefficiente de parte imaginario. 
« K» = conjugato (Cauchy a.1821). 
= conjuncto (Gauss a.1881 t.2 p.102). 


4 real(c+iy) =x . imag(a+iy) —y . K(otiy)=w—iy 
2? a=reala+i imaga | 


reala = (a+Ka)/2 . imaga = (a—Ka)/(2i) Dfp 
‘8 real(a+b) = reala+realb . imag(a+0) = imaga+imagb 
K(a+b) = Ka+Kb 
‘4 real ia = —imaga . imag ia =reala . Kia=—i Ka 


5 moda—\[(reala)+(imaga)] | 

‘6 Inva—reala . Dtrma = moda’ = axKa 

‘7 mod ab = moda modb . Kab= Ka Kb 

8 neN, ._). mod(a“”)=(moda)"” . Ka*=(Ka)" 


VU 


* 2 aeqi. mmeN, ._). 0 "fa=q®aes(e"=1) Dt 
ÙU ag _Q Di “a =2(" fa) xs(reala = max real “a) Dt 


mm . ; . . . . 
Viu, id es (ma, indica classe de radices algebrico de gradu m de a. 
mm ® . . CI e . 
€ indica «radice principale », que habe parte reale maximo. 
&uUchv, Œuvres s.2 t.12 p.220. 


1 RO — 40 
? ae=0 2). Num" fa =w 
Ÿ ææe “fa DI “fa = Xx" 
+22, "1 DI XY, 2/9, 00, Kee "ff 
Ÿ 2£q.y8Q ID. 
VC in = at) /21 + N42] 


Lo —]1}) == 


«I 2 x; DI E i 
1 = iluft—l ., F1 = #1 à 4(— 148) 2 1h) 2 


… "te 





LS 
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% 1. 
1 neN,. ae q'f(l''n) .). aq x"+ Sa x" Îr, ln) =0] 
2  Hp'1 2). a(qfln)n sajceg DE x"+x(a x" Îr, ln) = 
IT(x—5,) ir, nl i GIRARD a.1629 fol. E3 : 


« Toutes les equations d’algebre reçoivent autant de solutions, que la 
denomination de la plus haute quantité le demonstre ».: 
Bibliovraphia: Loria RAM. a.1891 t.1 p.185, t.2 p.37. 


VOCABULARIO III. 





S1. 

187. Algebra, (L.mathematico a. 1200; ADHIR algebra, F algèbre. 
C Arabo: alg’ebr :Muhammed ben Musa a.820, = reunione. 

158. functione, A function, D funktion, F fonction, H funcion, I fun- 
zione, R functsija. CC funeto — -0 + -ione (118). 

189. functo 7} (188), de-funeto. C funge- — -e + -to. 

-g- + -t- D -ct-: rege — -e + -to D recto, lege — -e + -to D lec-to. 

190. funge-, I funge = habe, frue, fac. || S bhung'-ate. 

191. operatione, AD operation, F opération, H operacion, I operazione, 
R operatsija. (C opera- (53) + -tione (12). 

192. correspondentia non L.:, A correspondence. correspondency , 
‘D korrespondenz, F correspondance, H correspondencia, I corrispon- 
denza, R correspondentsija. € (193) — -e + -ia (143). 

193. correspondente inon L.), A correspondent, correspond-ing, D kor- 
respondent, F correspondant, IH correspondiente, I corrispondente, 
R correspondent”. € .194) + -nte 142). 

194. corresponde (non L) FH, A correspond, D korrespondire, I corri- 
sponde. (C con- (47) + responde. 

CON- + -r- DO corr; con- + -rige D corrige. 





1959. responde H, A respond, D respondire, F répond-re, I risponde. 
C re- (186) + sponde. 
196. sponde = promitte. D) (195), sponso. |] GD spende = distribue. 


197. stmile AI, H simil. D simil-itudo AFHI. || G homalo. 
CC sim- 1198) + -ile 1199). 
. LU . . 
198. sim-, sem- = uno, toto, omni. D sem-per, sin-gulo, sem-el,... 
| G homo, hen = uno, A same, some, to seem, D zu-samm-en 
R 8’, so, sv-, sam’, S sama, | 








III. 155 





199. -ile = (197) n ag-ile n fac-ile n... 
(CC -i- (9) + -le (6). || -ulo (224). 
200. reciproco HI, A reciproc-al, F réciproque, D rekiprosche. 
= pro et retro. 
C re- (186) + -co (201) — -o + -i- (9) + pro (134) + -co (201). 
201. -co >) alter-co n pris-co n -i-co (35). ||G -co = physi-co..., S -ca 
$2. 
202. snverso HI, AF inverse. (C in (113) + verso (203). 
203. verso HI, F vers. D) verso (in poesia), vers-ione, di-verso... 
C verte — -e + -to (135). 
+ + -to D) -so : ute- — -e + -to 7) uso 
tlecte — -e + -to D) flexo. 
24. verte HI. D vert-ice, verte-bra, con-verte,... 
| D werde = fi, (vor)-wà&rts, R vraz'da = adversione, S vart. 
| S4. | 
| 205. variabile I, AFH variable, D variabel. C varia + -bile. 
26. varia HI, A vary, D variire, F varie. 77) (205), varia-tione. 
(C vario (207) — -0 + -a (4). 


207. vario HI, A vari-ous, vari-ed, F vari-é. 


28 -bile, AFH -ble, D -bel, I -bile. 
—) (205) n mo-bile n sei-bile n sta-bile n... = -ile (199). 
S6. . 
20. »-elativo HI, A relative, F relatif. C relato — -0o + -ivo. 
2 
10 %-elato H, A related. 1) 1209), relat-ione AFHIR, relato-re. 
| €C re- (186) + lato. 
2 
Il 1 zato D trans-lato, lato-re, ob-lat-ione, super-lat-ivo. || G tleto-s 
€ tule 212: — -e -L -to 1135 per via non simplice,. 
212. Tule :L. antiquo) = fer, eleva, acqua. D L tuli, tol-era, tol-le. 
|| Gtal-anto = pondo, A-tla-nte, A thole = D ge-dul-d = tolerantia 
S tul. tula. 
9 : 
MO calva cite De Pda HE ivo Dis 
D “t-ivo (Hi n pass-ivo n noce-ivo... (C -i- 191 + -vo (214. 
214. vo, -u0 D (213) n ae-vo n ar-vo a salvo a nono À vae-no n 
#14std-uo a individ-uo à» contin-no » perpet-no. 
slo. positivo HI, A positive, D positiv, EF positif, /K positiv. in sensu 
particulare). € posita | vit 1214) 
16. 


posito, posto (L. raro. 
sa (215) n posti one so ideaspramito ) Linti LL TL | 11 feat 


Ea sito; — sito 





231. 


III 


po», pos (L. antiquo), post; F puis, H pues, Port. pos, I poi, do-po. 
D (216), po-li, post-ero, post-seripto, ADFHI. || R po, po-, pos-, 
S pas'cad, pacca. (= ab-, G apo, secando Brugmann). 


sito HI. D) sit-uato, sit-uatione. || G heto D cat-heto, S ava-sita. 
CC si- + -to (155). 
si- = si-ne n si-to À de-si-nentia. = pone. 
Il G he, & = #rd-c n Es mn f-pero-s n .., S ava-su, 
negativo HI, A negative, D negativ, F négatif. 
C nega + -tivo (44). 
nega HI, F nie. 77) (220) n nega-tione, 
C ne- (62) + (-ga = ai = dic, secundo Van.). 

ST, 
modulo HI, AF module, F modèle, moule, D modell, R modul'. 
C modo — -0 + -ulo. 
modo HI (F mode) D) (222), mod-ifica, mod-era, mod-esto ADFHI. 
= mensura, regula, || D mass. 
-üulo, -lo D (222), capit-ulo, cale-ulo, ... cred-ulo, pend-ulo, temp-lo, 
exemp-lo, = -ile (199): fac-ile, fac-w/tate; sim-ile, sim-uda 3... 
|| A -le = cripp-le n spind-le n litt-le. D -el 
|| G -lo, ido-lo, mega-lo ; S as R -1', -la, -lo. 
valore I, AH valor, F valeur. C vale — -e + ore (56), 
vale HI, F val-oir. 72 (225), val-uta AFIR. || S bala = vi. 
absolnto H, A absolute, D absolut, F absolu, I assoluto, KR abso- 
ijjut-nyj. CC ab + soluto, 
db 2) (227), ab-dica, ab-scissa ADFHIR, ... 
| G apo ID apo-stolo À apo-ervpho a... || D ab, A of, S apa. 
soluto —) solut-ione. (C solve — -e -|- -to (190, 
solve A, F ré-soudre, H sol-tar, 1 seioglie, ri-solve, D re-solv-ire, 
(C se- — -Jue. e de se fi 0 per intluxu de « in /ue. 
se FH, I se, si, 
| A se-lf, D si-ch, se-in, se-lbst, G he, KR se-hja, -sja, S sva, 
sed, se- D) se-cessione, se-cerne, sed-itione. se-lecto. 
= ile se, ab se, ab. = I ma, F mais CC L magis. 
lue DI) di-lue a so-lve, sn-lu-to 
|| (tr dre, ana-lv-si, A lose, D los, S lu. 
mole HT. = magnitudine. ID mole-cula ADFHI. |{ G molo AFHIR. 
Vocabulo « mole » de Leibniz es plus conforme ad étvmologia que 


sinodulos et » valore absoluto », sed hodie non es adoptato. 
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234. signo H, A sign, F signe, I segno. D) sign-a D, sign-ale DR. 
C sie (It D sage, secundo Van., Fick, | L seca, secundo 
Henry) + -no (160). 
$8. 
235. ratiomale. AD rational, F ratioanel, H raciona}, I razionale, 
. R ratsional-tayj. (C ratione — -e + -ale. 
236. ratiene, A ratio, ration, D ration, F ration, raison, H racion, razon, 
I razione, ragione, R ratsion’. (C rato — -o + -ione (118). 
237. rato HI. 2 (236), rat-ifica ADFHIR. C ra- + -to (135). 
238. ra- = calcula, cogita. D) (236). || G ar-ithmo, D re-de. 
239. -ale = (295 n differenti-ale n integr-ale » radic-ale n ... 
C -a (4, vel alio desinentia -a) + -le (6). 
$10. 
240. éntegro HI, A integer, F entier, H entero, I intero. 
> integr-ale ADFHIR. ( in- + tage — -e + -ro (107). 
-a- de thema fi -e- in compositione, ante duo consonante: 
cande, ae-cende ; facto, per-fecto ; capto, accepte ; ... 
241. in- = ne (62). D) (240), in-ertia. || G a-, an-, AD un-. 
242. tage (L.antiquo) D (240), ta-n-ge, tac-to, con-tag-io | 
|| G tag-, S tag’. 
243. fractione, AF fraction, H fraccion, I frazione. 
CC fracto — -o -|- -ione (118). 
24. fracto.I fratto. D (243), fract-ura AdFHI. 
(CC frag- + -to (135). Vide nota (189). 
245. frag- T) (244), fra-n-ge, frag-ile, frag-mento ADFHI. 
|| L freg-i, A break, D breche, G reg-, S bhrag'. C È bhrege. 
246. denominatere I, A denoininator, F denominateur, H denominador 
(CC denomina + -tore (138). 


247. denomina HI, A denomina-te. (C de (21) + nomina. 


248. nomina HI, A nomina-te, F nomme. 7) nomina-le, nomina-tivo, ... 
(C nomine — -e + -a (92). 


249. nomen, nomine, F nom, H nombre, I nome. 
> nomen-clatura DR. || G o-noma 77) onoma-stico, syn-onymo. 
Il AD name, R imja, imen-i, S naman. 
C gno- + -men (secundo Van.). 
gu- initiale D) n-: no-men, co-gno-men, co-gni-to; nato, co-gnato. 


250. gno- = no-sce, co-gno-sce. 7) no-men, no-to, i-gno-to. 
}} @ gno-, gno-si, gno-mone. 
|| A know. D kenne, kunst, R zna-t1, S g'na. C E gno. 
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Nota: EgDLg || Gg || Ac,k [DK Rz || S 9, 9g. 
Exemplo : L genu || G gonu {|| A Ænee || D Znie || S g'anu; 
L grano || A corn || D Korn || R zerno || S g'irna. 


251. -men, -mine = (249) À flu-men n acu-men n li-men... 
Il G -ma (60), D -me = na-me n blu-me, R -mja, -men-, bre-mja, 
vre-mja, sje-mja = L se-men = D sa-me, S -man. 

252. numeratore I, A numerator, F numérateur, H numerador. 
(CC numero (109; — -0 + -a (92) + tore (138). 

$12. 

253. limite FHI, A limit. 

C (secundo Van.) lie- + -mo (125) — -0o + -ite. 
Nota: -e + im D -m-, et -c + n-77)-n-. luc- + -na D) luna. 

254. lie = es transverso. 7) (253), ob-liq-uo, li-mine, luc-satione. 
I] G 4éx-os, loc-sodromia. 

255. -ite = (253) n equ-ite n mil-ite n superst-ite n ... 

256. supero || D obere. (C super + -o (182). 

257. super, supra, F sur, H sobre, I sopra, ADFHI super- 
|| A over, upper, D iiber, Gotico ufar, G hyper, S upari. 


(CC sup- (124) + -er ‘Brug. et Van. puta illo suffixo comparativo ; 
Fiek suffixo locativo). 


258. superiore I, ADH superior, F supérieur. 
CC supero (256) — -0 + -iore (110). 
259. énfero 7 (261), infer-nale. 
|| S adhara, A under, D unter (in- de infero = ni, secundo Fick). 


260. né ithema E) = infra, sub. S ni, ni-tara, a-dhara = L infero, 
a-dhama = L infimo, A un-der, D nie-der, un-ten, G ne-rthen, 
nei-othi, R ni-zco, ni-z'e, L in-fra, in-fero, in-fimo. 

261. énferiore IAFH. C infero (259) — -o + -iore (110). 

262. quantitate, A quantitv, D quantität, F quantité, H cantidad, 
I quantità. CC quanto — -o + -itate (8). 

263. quanto I, F quant, H cuanto, LADF quantum. 

C quam (61) -+ -to (135). || G pant- = toto. 
264. Infinito HI, A infinite, F infini. 
CC in- (241) + fini (82) + -to (135). 

265. radice I, LA radix, F racine, H raiz. 

[| A root, D wurz-el, G riza. (C rad- (vide: rad-io) + -ice. 

266. radicale (L mathematico) I, ADFHR radical. C radic- + -ale. 


267. éntervallo ($13 q P12) I, A interval, D intervalli, F intervalle, 
H intervalo, R interval’. (C inter + vallo. 
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268. énter, intra, intro, AFH entre, HI d-entro, I entro, 
ADFHIR inter-. (Cin (113) + -ter. || S antar, G enter-o, 
D unter = L inter, infra, D unter-scheide = L inter-scinde. 

269. -ter, -tr- = in-ter, u-tr-0, dex-ter-o, sinis-tr-0, al-ter-o, de-ter-iore, 
ex-ter-no, magis-tr-o, minis-tr-0. || G -ter-o, S -tar-a, R (co)-tor-(yY). 
Indica comparativo = -iore. 

270. vallo = palo {| G helo, D wall. 2 (267). 


271. 


814. 
logarithmo introducto per Neper a.1614. 
C logo (33; — -o + arithmo (103). 
= numero ‘exponente) de ratione ‘basi). 


In theoria de Logarithmo decimale : 


E Logx es vocato « characteristica ». 
B Loga » « mantissa ». 


212. characteristica, G yaoaxtnoiorixi, A characteristic, D charakteri- 
stik, F caractéristique, H caracteristica, I caratteristica, R chara- 
eteristic'esetì. CC characteristico — -0 — -a (37). 
#18. characteristico GADFHIR. 
C characteriza — -a + -tico = caractere — -e + -istico. 
2 : 
14. characteriza ADFHI. (CC charactere — -e + -iza. 
27: 
ù. Charactere, G yaoaxtno, A character, D charakter, F caractère, 
H caracter, I carattere, R character’. = signo. 
C char- (sculpe: + -ac- (|| L -ace = rap-ace n ten-ace) + 
-tere (|| L -tore 138). 
26. “iza L tardo) G -i%e, A -ize, D -isire, F -ise, H -iza, I -izza. 
D (274), thesaur-iza. 
TR 


78. 


279, 


BI. 


“tico LG -rixd-5. D G mathema-tico n analy-tico n ... 
D L rustico n silva-tico n... 
CT -to (135, vel «te, -ti, ...) — -0 + -ico 135). 


Maantissa, vocabulo etrusco per origine, 
(NOn existe in commune vocabulario ADFHIR). 

| $19. 
Peedio HI, A medial, mean, D mediane, F moyen, mediane; 
A DFR medium. | A mid, midle, D mit, mittel, G messo, meso, 
KR mes'du, mes’’, S madhja. 

821. 

Œerivata HI, F dérivée, D derivierte, A dérivative. 
C deriva + -to (135) — -o + -a (126, suffixo de feminile; indica 
Classe, functione). 


deriva HI. A derive, D derivire, F dérive. 
CC de- (21) + rivo — -0 + -a (92). 








289. «sola (verbo, non L) I, A isolate, F isole, H aisla. o 
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282. révo I, A river, F ri-vière, H rio. € ri- + -vo (214). 
ri- = fiue. |} G rhe-, rheu-ma, rhe-o-phore, 
A strea-m = D stro-m = R stru-ja, S ri, sru. 
E -sr- DI ADR -str- : 
E svesor, S svasar, L soror, A sister, D schwester, R sestra. 


sta 


In multo libro es adoptato nomenclatura sequente, introducto per G 
Cantor: 
« classe x es clauso » .=. du Qu.z.uz4du 
« » uw es condensato in se» .=. 4 7 du 
« » uw es perfecto » .=. u=òu 
« _» uw es isolato» . =. undu ZA. 





283. clauso, I chiuso. = F fermé, D abgeschlossen. 
C claude — -e + -to (135). Vide nota 174. 


284. claude, I chiude. (C clau- + -de. 
clau- || G cleie. D L clave (F clef H lave I chiave), G clei-s, R cljuc”. 
-de = pen-de a ten-de n ar-de. |} -de (120). 


285. condensato in se I, F condensé en soi. —= D insiehdiechi. 
C con- (47) + denso — -0 + -a (4) + -to (136). 
286. densu HI, AF dense. || G dasy. 
287. perfecto H, A perfect, F parfait, I perfetto. 
€ per (57, in sensu de ultra) + fac (137, nota 240) + -to (135). 


288. ésolato (non L) I, A isolate, D (scientifico, non commune) isoliert, 
F isolé, H aislato. (CC isola + -to (135). 


C (290) — -a (126, suffixo de feminile) + -a (4, suffixo de verbo). 
290. ésota (nomen, non L) I, A isle, F île, H isla. (C insula. 
291. énsula D (290), A insula-te, insula-r, ... | D insel. 

C in + sal (292, = mare) + -a (126 feminile, indica terra). 
292. sal, sale, A sal, F sel, H sal, I sale. 

Il A salt, D salz, G hal-8 (= sale, mare), R soli. 

$23. 

293. probabilitate, A probability, F probabilité, H probabilidad, 

I probabilità. (© probabile — -e + -itate. 
294. probabile AFHI. (C proba + -bile (208). 


295. preda (verbo) H,F preuve, I prova, D prüte. 
» (nomen), F épreuve, H prueva, I prova, A proof, D probe. 
CC probo — -0 + -a (4). 


296. probo FI, = bono, vero. 








301, 


= 


- 


5 


310. 


311. 


312. 


313. 


314. 
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824. 
complexo H, AD complex, F complexe, I complesso. 
—> complex-ione DR. (C com- (47) + plexo. 


plexo C plecte — -e + -to (135, vide nota 203). 


plecte || D flecte, R plesti. = plica. 
C plec- (thema E = L plica, G plece) + -te. 


-te = flec-te n plec-te n u-te- n verte n nec-te. || GD -te, S -t.a. 
C E -te, cum valore de præsente. 


ordo, ordine I, A order, DHR orden, D ord-nung, F ordre. 
D ordin-a I, ordin-ata ADR, ordin-ale, ordin-ario D, C or- + -dine. 


Ore, orge —) or-do, or-igine, or-iente, or-tu. 
IL G or-nymi, S ar. 


-do, -dine = (299) n dulce-dine n cupi-dine. 


-dine = -do — -0 + -ine. 

-ine = hom-ine (= homo) n vorag-ine (= vorago) n orig-ine 
(= origo) ... n consuetud-ine (= consuetudo. 

-ine — -o in L transforma thema de nominativo singulare in thema 


de alio casu. 
|| D-n = blume-n n zunge-n (transforma singulare in plurale). 
I uomo, uomini. || G -ne, -», -»". Solo-ne n Strabo-ne n ..., S -na. 


unitate, A unity, F unité, H unidad, I unità. 
C uno (114) — -o + -itate (8). 
| 825. 
determinante ADFHI. C determina + -nte (142:. 
determina AFHI. C de- (21) + termina. 
termina AFHI, = da termine. (C termine — -e + -a (92). 


termo, termine I, termino LH, AF terme, AL terminus, D termin. 
| G terna, termon, S tarman C tere — -e + -mine (251). 


tere = fini, consuma. 1) terc-bra, tri-to, at-trito. 
|| G tere-tro = L tere-bra. 
$26. 
lineare I, A linear, D lineal, L linejnvj. 
C linea — -a + -are (382). 
linea HI, A line, D linie, F ligne, R linija. 
C lino — -0 + -eo (418) — -0 + -a (126; (secundo Bréal; secundo 
alios, de li- thema de li-ne, li-tera, li-mo,...). 
no (planta texile), D lein, F lin, HI lino, R len'. 
D F linge, A linen. || G lino-n. 
li- E D L li-ne, po-li, li-tera, li-mo, A li-me = D lehm = Lli-mo, 
G a-li-ne = L line, R li-tt = funde, S ri. 


Formul. t. 5 11 














327. 


331. 


invariante ADFHI. (C in (241) + variante. 
variante D. C varia (206) + -nte (142°. 


$27. 
imaginario H, A imaginarv, D imaginàr, F imaginaire, I imma- 
ginario. (CC imagine — -e -E -ario = imagina -; -rio. 


émagina= AFHI. C imagine — -e + -a (4). 


imago, imagine, AF image, H imagen, I immagine. 
> imaginatione AFHI. (CC im- + -ago. 


im- D im-ita-re, im-ago, sem-ulo. || S jama = gemina. 

“ario, À -arv, D -är, F -aire, -ier, HI -ario, R -er’. 

DD agr-ario, imagin-ario, caten-ari-0. 

(C-a (finale de plure vocabulo\ + -rio. 

rio D-a-rio, catena-rio, imagina-rio, corolla-rio, suaso-rio, contra-rio. 
“ago, -agine T) im-ago, vor-ago, farr-ago. € -a ‘finale de plure 
vocabuio) + -gine (377). 

reale (L. scientifico) I, ADH real, F réel, R real’. (C re + -ale. 

re = proprietate, F chose. 77) qua-re, F car; re-publica ADFHIR. 


I{ S ra. F rien CL re, cum valore negativo, ut F pas C L passu, 
F point CL puncto. 


conjugato I. A conjugate, D conjugiert, F conjugué, H conjugado. 
(CC conjuga + -to (135). 


conjuga HI, A conjugate, F conjugue. 
(CC con — (47) + jugo — -0 + -a (92: 


jugo, F joug. H jueso, I sioco. 
9 . = «| - , æ Leni 


II A yoke, D joch, G zvgo, R igo, S juga. C juge — -e + -o. 
juge (thema latino) = liga, junge. D ju-n-ge, jug-0. con-juge. 


| GT zyg-, S jug”. 


conjuncto, AF conjoint, H conjunto, I congiunto. 


C con + junge — -e + -to. 
Junge C jug- + -n- (341). 
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IV. GEOMETRIA. 


$1 pnt (puncto) vet (Vectore) 


+ 1 
< p» vel « pnt » significa « puncto ». 
— Nos non pote scribe aequalitate de forma: 
p = (expressione composito per signos de Logica, de 
Arithmetica et de Algebra considerato in partes I, II, III). 
Ergo « puncto » non es definibile in modo logico; idea de 
puncto resulta de consideratione de mundo physico. 


4 peCis ‘2 qPp Pp 
‘3 aEp._). Hpetd Pp 


Punto es classe; existe aliquo puncto; dato puncto a, exi- 
ste alio puncto differente de a, non coincidente cum a. 


* 2. 
Relatione inter quatuor puncto a, b, c, d: 
a—b = c-d 
(lege ut in Arithmetica) indica ab 
que puncto considerato habe ” 
inter se positione ut in figura: eo_ mmm d 


Si nos ute nomenclatura de Geometria elementare, relatione 
considerato significa que segmento ab et cd es aequale, paral- 
lelo, et in idem sensu. 

Si nos ute nomenclatura de Geometria de positione, re- 
latione considerato, si puncto a, b, c, d non jace super uno 
recta, significa que recta ab es parallelo ad recta cd, et rec- 
ta ac es parallelo ad recta bd. 

Si nos ute nomenclatura de Mechanica, relatione considerato 
significa que nos pote fac coincide systema de duo puncto a, b 
cum duo puncto €, dl, per motu de translatione. 


16; IV. SI vet 


Omni explicatione praecedente exprime relatione considerato 
per plure idea primitivo. 
Nos considera relatione a—b = r—«l ut idea primitivo. 


a,b,c,d,e,f Ep ._). 


‘4 a-b=a—b | Pp 
2 a—b=c—d.). cd=a—b Pp 
‘3 a-b=c-d.c-d=eT—f._). a—-b=e-f Pp 
‘4 a-b=c-d .). a-c=b—d Pp Altern 
P ‘12 ‘3 dice que relatione a—b = c—d, que nos scribe 


sub forma de aequalitate, gaude de proprietates de aequa- 
litate (I $ 1). 

P ‘4 dice que relatione a—b = c—d, que nos scribe sub for- 
ma de aequidifferentia, gaude de proprietate fundamentale de 
aequidifferentia, id es, lice « alterna » elementos medio bet c. 

P ‘4 exprime propositione de Geometria elementare; « si 
segmento 4b es aequale, parallelo et in idem sensu ad seg- 
mento cd, tunc segmento ac es aequale, parallelo et in idem 
sensu ad segmento bd » ; EUCLIDES, I, P33: 

Ai tas ioas te xai mapadàijlovs éni ta abdra uéon êmuéevyrvouoat 
ebdetar xai avtai ion te xai magalinioi elouv. 


5 a-ec=b—e ._). a=b Pp 
‘6 aprrs(a_-a=b—_c) i Pp 


e 


Indeperdentia de propositiones primitivo. 


Ut nos proba que Pp es independente, nos adduce interpretationes de 
idea primitivo « puncto, P1 », et « relatione inter quatuor puncto, P2 », 
que satisfac ad aliquo Pp et non ad omni. 

‘1. Si ad relatione nos tribue sensu: « a,db,c,d es elemento coinci- 
dente », tune es vero Pp'2, que significa « si &,b.c,d es coincidente, et 
c,d,a,b es coincidente », et Pp'8, ‘4, ‘5, sed non Pp'1, nam non semper 
«duo elemento a,b arbitrario es coincidente ». 

‘2. Si ad relatione nos tribue sensu « distantia ab < distantia cd », 
tune es satisfacto Pp'1, ‘3, et non Pp°2. 

‘3. Si ad relatione nos tribue sensu « «,0,c,1 es puneto complanare », 
tunc es satisfacto Pp'1, que significa « duo puncto semper jace in uno 
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plano », et P*2, que significa « si «,b,c,d es complanare, et c.d,a.b es com- 
planare », sed non es satisfacto Pp'3; nam si a,b,c.d es complanare, et 
c,d,e,f es complanare, non semper a,d,e,f es complanare. 

‘4. Si ad relatione nos tribue valore « distantia ab = distantia cd», tune 
es satisfacto Pp'1:2:3, que exprime proprietates de aequalitate, sed non 
Pp4, que exprime proprietate de aequidifferentia. 

‘6. Si ad relatione fundamentale nos tribue sensu « relatione a'—d' = 
c'—d' subsiste inter projectiones de a,b,c.d super plano fixo», nos satisfac 
ad Pp'1:2:3-4 et non ad Pp'5. Nam ex Hvp. seque solo que a et b habe 
identico projectione. 

‘6. Si ad signo p nos tribue valore N,, et ad relatione fundamentale 
valore que habe in Arithmetica, nos satisfae Pp:1-:5, et non Pp'ò. 


Historia. 


Relatione de P2, vel idea de vectore, occurre in Euclide (vide cita- 
tione post P2:4), et in omni libro de Geometria, sub forma complexo. 

Wessell in a.1797, vide que ce relatione habe proprietates de aequa- 
litate, et indica illo per ab = cd. 

Bellavitis, a.1832, funda super idem idea «Calculo de aequipollentias ». 

H. Grassmann, a.1844 vide in relatione considerato proprietates de 
aequidifferentia ; Werke t.1 p.303: 

«... ich sage also, dass B—A dann und nur dann gleich 2?,—4, sei, wenn 
die geraden Linien von 4 nach 8 und von A, nach 73, gleiche Liinge und 
Richtung haben.» 

Idem observatione oceurre in W. Hamilton, a.1845, Cambridge J. t.1, 
p.11: 

«... the svinbolic equation, D-C=B—A, may denote that the point 
D is ordinarilv related (in space) to the point C as B is to À, and may 
in that view be expressed by writing the ordina! analogy, D.. CB. A: 
which admits of inrersion and «lfernation. » 

Ce notatione es implicito, non explicito, in Mòbius a.1827, et a.1844 
p.608; vide PIO. 

Ad notatione de Wessell : 

AB = —BA, AB + BC — AC ,, de AB = CD 7) AC = BD 
responde novo notatione : 
A—B=—B-A., AB +B-C=A-C, A—B=C—D D A-C=B-D. 
conforme ad regulas de Algebra, et ad principio de oeconomia. 
Hamilton a.1845 p.56 introduce vocabulo « vectore ». 


* 3. 
« Vectore », que nos indica per « v» vel « vet » es diffe- 
rentia de duo puncto. 
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- —— —_T_——»— 


Vectore nullo, indicato per 0, es differentia de duo puncto 
coincidente. 


‘0 v=vet=x3[1(a,0)3( a,bep. x—b—a)] Df 
‘04 v= pP_P 
‘1 O—Iæ3(aEp. }),. æ—=a—a) Dt 
‘2 OEv ‘3 aep._) a-a=0 
[ a,bep . P2:1 ID. b—a—b—a. Altern .Y. b—b—=a—a (1) 
bep . (1) Di: ap Da. b—b=a—a (2) 
bep . (2) (ID. "«c3(0Ep -Da . = a—-a) (3) 
(8) Elimb . PL2 DI). ---—_—_————-———_- (4) 
aëp ._). «=a—-a.y=a—a.P23 I. x=y (5) 


(4). (5). & P-2 D. P:2:3 ] 
“4 a,bep ._): a=b.=.a-b=0 


[ Hp.a=b.P:3 .7. a—b =0 (1) 
Hp. a—b—0 . P 3.7). a—b=b—b. P2:5 9. a=b : (2) 
().@ .2.P] 
+ 4 abEp.u,rev ._): 
0 atuziprr3(a-a=u) Df 
Si a es puncto et x es vectore, at a u atu 





indica illo puncto x tale que x—a = . 


‘1 a+u Ep ‘2 (a+u)—-a—=u 
[ P2:6 Di. qprwz(r—-a=u) (1) 
H,yEp.æ—-a=u.y—-a zu. P23 DI. r-a=y—a.P25 9. x=y (2 
(1). (@.&P:2 .D. P:1:2 ] 
‘21 us» =, A+u = a+? 
[ ur .=. (atu)—a=iatv)-a =. a4u = atv ] 
3 a+(b—a) =D 
[ P:2.D. [a+:db-a]-a=b-a .P25 DP] 


‘31 a+0=a [ (bia;}P:3 DP] 
‘4 b-a=u =. b= a+ Oper +a 
[ P:21 OD. dba zu =. a+b—a)=atu .=. b=a+u ] 
‘5 (a+u)—(b+u) = a—b 
[ Hp. P2 D. (a+u)—a = (b+u)—b. Altern LD. P ] 


51 at+u=b+u .=. a=b 
[atu=bi-u =. a+-u)—(b+u) =0 .=. a-db 20 .=. a=b 
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6 atute=(a+v)+% | | Df 
7 abtutve=a+v+4+u 


[(a+u+v)-(a+v) = (a+u)—a =u . Oper+(a+v) .D. P |] 


8 (A+u+m_a=(b+u+%)—b 
[ P:5 .D. (a+ut+r) —(b tuto) = (a+u) -(b+u) = a —-b. Altern .D. P ] 


+ 5. 
! ‘0  U,DEV . 7). uv —=71x3| dep Da. a=(a+vu+v)—a] Df 
| Dato duo vectore x et ©, sume | 

puncto arbitrario a; construe puncto atu a+ u+v 


at; et construe puncto (a+u)+. 
Vectore (a+v+®v)_—a, independente de a 
puncto a, vale, per definitione, u+-. 

Idea de « vectore » pertine ad Geometria; illo habe plure 
applicatione ad Mechanica et ad Physica, et exprime omni 
elemento, que habe magnitudine, directione et sensu. 

Si vectore repraesenta vi (fortia), summa de duo vectore 
repraesenta « resultante » de duo vi. 


a,b,cep . u,mweEv I. 


41 utrcev 2 ube=(a+4ut+r)—a [ P48 2. P] 
‘3 abu+o=a+(u+?) [ P:2. Operta .D. P] 
+ 4 upe=rt+u [ P#7T D. P] Comm 
5 u+(rHao) = (u+r)+i0 Assoc+ 


| PS. aH{(u+v)bur] = [at (4) 
(a dt-20)}H-(t4-20) = a+|t+(14-+)] 7. P | 

6 (a—b)4{(b—c) = a—c 
| P4AT-:34 == ! ei —b}4 he), = 6 dc) ù — ) ii ta) = | 


UE li RES mt À ID == 


 (a-b)+(b—a)=0 cla)P-6 D P ] 
"# U+r — utt =, 
| iper nia i W,=, vesto | 
ci, ML) =) beb:G 7 F | 


* b. rev. a, LEP ME; | 


—u=1vetar3(utb.e =) L)f 
"01 


vr ut+(—r) D 





170 IV. gl vet 


Si w es vectore, —r indica illo vectore que addito ad + 
da pro resultatu 0. Es repetitione de definitione super numero 
relativo (I $ 9 P 1:3). 


4 —MEV ‘2 u—u —0 
| a,bep. u=b—a.x=a-bh. P5T D. uw pr =0 (1 
Adi.) qvoara(utr 0) 2) 
l œyEevV . u+r 0. u -y =0. PSS D. r=y (3) 
1 OO EST PI CP | 

‘3 —(—1) = ‘4 —(a—b) = b—a 
| 


Me T7 rev .mneN, . >: 
0 OD. Gnu$l)t=nin4n . (#0) = fin) DI 
Producto de vectore per numero , integro positivo (P 5), 
aut negativo (P 8), aut fracto (P 9) es detinito ut in Arithmetica, 


A MEN Lumauliburs SX 11 Dm D, P | 
2° ati) = init Distrib(X,+) 


mett tn) (be) S % iz In i) I | 


9° ast(te4re) = ditbnir Distrib(X,+) 


| img eg) &X1:3 Dm D, PI) 


————————————__——_—_——__———_————Tr———é—.——+— »> »w@—=—=—»*»—y 


4 in = anti Comm x Lf 
| "50 (an) = Hi( #44) Assoc X 
| onu) e de) S415 Dm DI. P |] 
"i meN, . nai) il v=) Pp 
| Nos satisfae ail totos Pp prasecdente, et non ad Pprò, si p indica punetos 


dé uno cireunferentia, ci nos diso que ab = 0-8 nos pots fer punetos 
ge ct bal enineirie cum e et per quo rotattone circa centro. 0 rsprassenta 
identitate, et rotatione reperito pote produce identitate. 


dr divi dif }. n= 


FU Hp. meme =0, 13 DI mir) 0, P+6 7. Ths | 
BE Ms  MPEV . Hi,HETI + Pi172:3"4"5 
PIA id, UTEY, in MEN, . DET +) 


“) it fin = IVA FINI ZI) Df 
| ni A Veau = il) Pp 
| Si nos substitué è n mil pnt, omini Pp praecedente, es satisfacto, 


| seul non ENT. 
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2 u/MEV. nu/m=u 


3 pqen.p/m=q/n.). (up)/in= (ug)/n 
[ Hp .2. pr = qu DI. upn) = gm). P85 I. (up)n = (ugym.P'2.2 
(up/m)mn = (ug/n)mn . PTT I. Ths ] 


4 au=2v3|ineN, pen. p/inn=4 . mp. e=up/m) Df 


RO auev--(a+du=autbu . a(u+e)=autar . 
(ab)u = a(bu) = abu 


‘6 au=Ù =. a) u=0 


* 10. 


Si a es puncto et 5% es numero (rationale), tunc ,ia indica 
Systema de numero ,: et de puncto a. Si » es mensura de 
«massa », tunc 24 repracsenta puncto cum massa, vel « puncto 
materiale » de Physica. 

Dato duo puncto a et b, et duo numero correspondente »n? 
et », nos vol repraesenta per expressione (24+4-nb) (m+n) 
Puneto vocato in Mechanica « barycentro de puncto « et b, 
cum pondo (pondere, massa) in et 7 ». 


\ Expressione considerato, si « et b es numero, es vocato « va- 
| lore medio arithmetico inter « et b, cum pondo sn et n ». 
I qe 
\ Si nos pone (#@—nb) (+) = x, et nos opera super ce 
Aqualitate, nunc sine sensu, nt in Arithmetica, nos habe: 
mia+ad = (104-2):£, 
et In fine: Ea b_r) = 0, 
que habe sensu determinato. Ergo nos pone: 
0 ED. mer . Ji na=(m,1) Df 
bep. m,ner . 104 0 1) 
(0244-00) (tin) = 2 prr3l ar) +2 (b_n) 20) Df 
"A 7 B 
° ‘t.,bEp. mer 52), eten = int —b) Di 
‘à È ha 
E pr, sa | inLab = (ni) tit) (1044-11) Di 
"4 


CARE Vel) , CE). HEV wp! rifatte = nu = nitida nn) DI 
to TE p tl. TETIl'":4 UE | 


Pep &_k JE Ar lt) — Xr, l°"0)pP4 Sfr (a —p) Lu, L°""yni | 


meN 


"9 
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‘6 2(x,l'"m)—0 ._). j(x,a,lr,l""m) ev 


‘7 Xe,» )—0. ). x » )/2(x,1""m) ep 
Si nos considera m puncto a, qa, 4, … &,, et m numero, aut 
pondo correspondente x, x, x, … X,,, tunc expressione: 
LCA,trA,tLA,t+E, A, 
si summa de pondo x,+%,+t...+2,, es nullo vale vectore. Si 
summa de pondo, vel pondo totale non es nullo, tunc summa 
de puncto cum pondo, diviso per pondo totale, repraesenta 


puncto, dicto « barycentro de puncto dato, cum pondo relativo ». 

Archimede voca barycentro xéyroor rod Bapsos. Carnot a.1801 defini 
illo per solo idea geometrico et voca « centre des moyennes distances » 
(p.154). Expressione Zra/Zx pro barveentro occurre in Mébius, Barycen- 
trische Calcul, a.1827 t.1 p.37. 


de 11 


Per duo idea primitivo praecedente nos pote defini plure 
‘objecto geometrico; sed nos non pote defini distantia de duo 
puncto. Occurre novo idea primitivo, que nos sume ab Mechanica. 

Si vectore «x repraesenta «fort-ia », et vectore ? repraesenta 
spatio descripto per suo puncto de applicatione, tunc «labore de 
fortia w, respondente ad spatio ® + vale « producto de « per 
projectione orthogonale de # super «». Producto hic conside- 
rato habe signo. Nos indica ce producto per «Xe, que nos 
lege « producto interno, vel scalare » de vectore u per vecto- 
re ©. Ergo, si e es projectione de © super «: 

UXE = 100 
vel si per modw nos intellige suo valore numerico, et si nos 
adopta notatione de trigonometria: 
anXr = modu X mod” X cos(#,1). 

Analysi de explicationes nunc exposito es longo; ergo nos 

sume «Xr ut idea primitivo, determinato per Pp sequente: 


U,MIVEV ._). 


"I uXwr Eq Pp 

2 uXr AU Pp Comm X 

3 (+ RIO UIL K70 Pp  Distrib(X.+) 
"A EUX Df 
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‘5 ueve0 . ). u'eQ Pp 


P:3 exprime que projectione super w de summa u+v vale summa de. 
projectiones de « et de v. 

Ergo subsiste calculo geometrico simile ad algebrico; omni identitate de 
secundo gradu super quantitate repraesenta aliquo theorema de Geometria.. 
Plure exemplo in P 13, 14, 15, 16. 

Coincidentia formaté de novo calculo cum antiquo es multo Htuodé ; 
et conveni elige notationes ita ut coincidentia fi magno. Novo calculo non 
pote coincide in omni suo parte cum antiquo. Ita calculo super numero 
relativo « n » es simile, quasi identico, ad calculo super numeros arithme- 
tieo No; calculo super rationales R, et calculo super irrationales Q es. 
simile ad praecedentes ; sed semper existe aliquo differcntia. 

uXxv=0, quando duo vectore es orthogonale. Non es necesse, ut in 
theoria de N, n, r, q, que uno factore es nullo. Producto de vectores non 
es associativo. Ergo identitates de Algebra de gradu tres non habe sensu 
in theoria actuale. 

Euclide indica producto «Xv per longo periphrasi; vide P14. 

H. Grassmann a.1846 t.1 p.345, vide proprietates commutativo (P-2) 
et distributivo (P:3), et voca illo « innere Product ». Notatione uxv es 
adoptato per Resal a.1862, Somoff,... 

Producto uXv resulta quoque, in modo indirecto, de quaterniones de: 
Hamilton (vide « quaternione »), et de producto alternato de Grassmann 
a.1862 (vide operatione a). Plure auctore de libro de electricitate voca axb 
« producto scalare », vocabulo derivato ab theoria de quaterniones, cum 
variatione de sensu. 


% 12. uvev.meN,.pen.aer . ). 


4 OXu —0 [ Distrib(x,+) .D. 0Xu+0Xu=0Xu .D. P] 
2 (nu)Xv =M(UX®) | 
{ m=1 DID. P : ; (1) 

MEN, . (mu)Xv = muxv) ID. [(M+1)u]xv= (mutu:xv= 
(mu)xvutuxv = muxvpuxv = (m+1)uX®) (2) 
(1) . (2) . Induet .D). P ] 

21 (uXxo=-(4X®) [ uXxvt(—u)xv=(u—u)xv=0 | 

‘22 (Mux = —M(UuX®) [ P-2.P-21 D. P] 

3° (puxv= piuxo) [=P-1:2:22 ] 
(u/m)Xxv= (uxe)/m [ m[(u/m)xv] = (mulm)xv=uxv ] 

‘32 (up/m)xv=(uxv)p/m [P3<P81P} 


‘4 (cuXxXv=A(UX®V) [P:32 D. P] 











——————————— 
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Y 130 uesoev. ). 

41 (+e = 42x40 

20 (bro) = Ra Du XTH2uXx e F2TXL0 

3° (+ (ur) = uo! 

‘4 uxe=[(u+r)°- un] 4 Dfp 

Ergo, nos pote substituv vu? ad wXe ut idea primitivo. Resulta simplifi- 
catione in Pp 11:12, sed complicatione in ‘3. 

‘5 (+e) (ur) = 2(%°+%)) } LAGNY ParisM. a.1706 p.319: 

« Dans tout parallelogramme |[a,a+x,a+v,4+u-+] la somme des quarrez 
des deux diagonales est égale à la somme des quarrez des quatre côtez ». 

‘6 (u+e)—(u—r) = duxr 
"7 (404104 +(u+e—10)+(u+w— + (rio) = + an) 

i LEGENDRE Geom. p.227: | 

«... dans tout parallélépipède, la somme des carrés des quatre diago- 
nales est égale à la somme des carrés des douze arêtes. »; 

+8 (ee bio) LR = (ur) + (rio) + (ok) 

‘9 (our) (ro) H(io—re) Hurt) = 5 (18H act) 


% 14 ab.eep Dil 
1 (ab) = (ar) + (b—c)—2(a—0c)X(b—0) 
2 (a-b'=(1—cY*+(b—c}+2(a—c)X(c—0) 
i EUCLIDE II P12 P43! 

In omni triangulo, quadrato de uno latere aequa summa de quadrato 
de alio duo latere, plus aut minus duplo produeto (interno) de duo latere, 
considerato ut vectore ; vel duplo producto de uno latere per projectione 
de altero super primo; vel duplo produeto de valore absoluto de duo latere 
per cosinus de angulo comprehenso. 

‘3° (a_b)x(b-c)=0 =. (ac) = (a-b)'+(b—)? 

i PYTHAGORA; vide Plutarcho Symnp. va cé | 

4 (a-ex(b-c)=0 =. (ac) = (a —c)X{a—b) 

3 2{[a—(b+c)/2 = (a—-b)'+(a—c)— (b—c)?/2 

i APOLLONIO : vide P15'7 { 
Vectore a—(04-c)/2 vocare « mediana » de triangulo ade. 


‘6 2(e-D)X[a-b+0) 2] = (ab — (a—-0)* 


XY 15 ab,c,d,.r,yep >. 

‘0 (a—b)X(c—d)+(b—c)xX(4—d)+(c—a)xX(b—d) =0 

« Si in tetrahedro abed latere ab es orthogonale ad suo opposito cd, vel 
cab) <iedy 20 et si Intere be es orthogonale ad suo opposito ad, vel 
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—c)X.a—d) =0, tune ic-@)X(b—d) =0, et latere cu es orthogonale ad 
suo opposito bd ». | 

Vel, « sì in triangulo abc, puneto 4 jace super perpendiculare de c ad db, 
et super perpendiculare de a ad be, tune illo jace etiam super perpendi- 
culare de d ad ac ». : Euler, pro puncetos super recta. ! 


1 (a-b'+(b—)+(c—df+(d—-a) = (a—c}+(b—d)+ 
4[(a+c)/2 — (b+d)/2]}*  !EuLER PetrNC. a.1748 t.1 p.66 | 
‘11 2(a-d)X(c-d)=(a—df4+(b—c)!-(a—c)-(b—d) 
} CARNOT a.1806 ; STAUDT JfM. a.1842 p.252 | 
2° (x—a)X(x—b) =0.=. [x (4+0)/2]} = (b—a)/1 
i THALETE; vide DIOGENE LAERTIO I 24: « @roi HauqiAn roûtor 
(THALETE) xatayodpat xUxdov td toiymror do0oyariov zui Boa Bodr.» 


« Si angulo axb es recto, tune distantia de puneto x ad puneto (a+b\/2 
es constante ». 


8 (at =(r—-b) =, [r—(a+b)/21X(b—4) —0 
‘4 NE Rail SD 
(r_a)= nb) =. Le—-(2b—-1)/(1n—1)}} = (b—-@)/(n_-1 
} 3,14 APOLLONIO t.2 p.116 : « édy darò duo dedoérov 67- 
ueimv edbeiau xhaobdow, xai À ta Ax’adror dobéria xmoiw diagpé- 
porta, tò onsetor iypetai Déosr dedouéviys edbetas: 
éav di Maw Ev A5yo dodevt, ijtor eddetas À aFovpeoeias » | 


‘6 neN,.aepFl'a .g=(Xa)/n . rep ._). 
Mata? = n(x—9) + s(9g—a) 
i APOLLONIO t.2 p.116: « éar dad éomroûy dedonitromr onpueiwr 
xiaodalow edlbteli od Éri onueiw, xai » Ta dard 1u0dr eldi) toa dodérti 
root, Td onpetor diperai Déoet dedouévns meoupeoetas: » | 


‘7 neN,. ae pfl'n.ne qflen. Nr, 117) e=0 . 9= 
Sr ar, Len), ln). pep I. 

Sr (Par, Ln) = Sr ga ir, La) + x, 1°) (p_G) 

Si n es numero naturale, et si « es successione de » puncto, vel si 
Gy dig... Un es puncto, et si æ es successione de x quantitate, vel sì dy Ze... 
Xn es quantitate, et summa de illos non es nullo, et si nos voca g barv- 
centro de punctos a cum pondo x, et si nos sume puncto arbitrario p, tune : 

Summa de quadratos de distantias de puneto p ad differente puncto a, 
multiplicato per correspondente pondo +, vale summa analogo calculato 
pro barycentro, plus pondo totale multiplicato per quadrato de distantia 
de puncto p ad barvcentro g. 

Summa considerato es dicto « momento de inertia de svstema 20, ... 
Xn an relativo ad puncto p >». 
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Ye 161 a,b,cep.mn,yneq.). 
[(m+2a—(nb+nc)} = mm+n(a—bf+n(m+n)a—c)}-mnb—c) 
i STEWART à.1746 | 


‘2 a,b,c,dep. m,n,peq >. 
[(m+n+p)a—(mb+nc+pd)]? = (m+n+p)mla—b)'+na—c)' 


+p(a—d)| —mn(b—c)—mp(b—d)—np(c—d) 


mod dist 
‘0  modu = (4) 
‘11 modu=0.=. u=0 


% 21. uvev._) Df 
‘4 mod0 =0 
2 mod(—4) = modu 


‘3 «gr ._). mod(xu) = modx mod 
[ mod(æu) = \[(&u)"] = Kœ?u*) = \Kx*AKu?) = mode modu ] 


‘4 mod(uX®v)< modu modv 
[ acer .D. (cut+v)?S0 DI. ru +2ruxr-+v° SODI. 
(modu)* (modv)? = (uxv)’ .D. P ] 


‘$ mod(u+%) < modu+modo 


[ P:4 9. mod(u+) = Kut+2uxv-te) S 
J[(modw)}+2modu mode+(modwv)?) .DY. P | 


% 22. abep.ureCls'p._): 
‘4 d(a,b) = dist(a,b) — mod(b—a) Df 
‘2 d(a,v)= 1 d(a,y) |yv . d(u,b) =1,dix,b)|x'u  Df 
Df 


3 d(ur) = 1, dry) ey) 


d(a,b), vel dist(a,d: indica distantia de a ad b; a et d es puncto (P:1), 
aut classe de puncto vel figura (P:3). 


% 23. abecdep .). ‘1 d(ab)Sd(a;c)+d(cb) |=P215] 


i EUCLIDE I P20: 
« ITavtés toryævov at Ôvo nlevoai tijs Aourijs ueibovés slot. » | 
‘2 d(a,b) =d(a,c) = d(b,c) =1 1). 
d(a+0)/2, c] = 3 /2 
d[(a+b+0)/3, & = AB 


« °Eav els xixdov toiywrov loérlevoov Eyyoagij,  toÙù toiyuivou 


A La , e 9 + Lé + ’ 
nlevod dvvaper tourlaoiwr êoti tic êx 18 xévros T8 xbxds. » | 
Mediana et radio de circulo circumscripto ad triangulo regulare. 


i EUCLIDE xl P12: 
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+3 d(a,b) = d(a,c) = d(a,d) = d(b,c) = d(b,d) = d(e,d) =1 ._). 
d'(a+0)/2, (c+d)/21]= 4/2 . dée+b+o)/3, d = 2/à . 
d(a+b+c+d)/4, a] = 3/8) i EUCLIDE XII P13: 
« î) ts opaioas didpeetoos dvrapei i .uodia Fori Ts mdevoas ts 
avoaidos. » | 
Distantia de latere opposito, altitudo, radio de sphaera circumscripto ad 
tetrahedro regulare. 


o 24. 


Si nos sume ut idea primitivo « puncto », et relatione inter tres puncte 
a,b,c, que nos indica per d(a,c) = d(d,c) 
lege «a et b es aequidistante de c », nos pote defini omni ente de Geo- 
metria. | 

Definitione de puncto medio de duo puncto a et è, indicato per (a-b)/2: 


‘1 abep .D. (a+b)/2 = sprxsld(x,a) = d(x,b) : 
yep . d(y,a) = d(x,a) . d(y,b) = d(e,b) .)y. y=x] Dfp 
Df de aequalitate de duo vectore: 


‘3 ab,c,dep (|: a-b=c-d =. (a+d)/2=(b+c)/2  Dfp 


Ergo habe sensu serie de Prop 1-10. 


U,TEV ._) 
‘4 modu — modv .=: «Ep ._),. daatu=d(a,a+%  Dfp 
Df de aequalitate de modulo de duo vectore. 
Tunc P22:1 defini distantia de duo puncto. 
5 uxXo 0 .=: mod(u+?) — mod(u—?) Dfp 
Df de relatione uxwv—=0, « vectores w et v es perpendiculare ». 
‘6 rev.) 
mode = mod” .=.  vas3[1X5 —=0. mod = mod(o+z)] Dfp 


Df de relatione inter duo long-ore; unde nos deduce relatione >. 


vet q 
dé 25. (vet|cx) $cx PI 
(pnt » > 
4 ue Cls’p ._). du = pras[d(a,u) --0] Dfp 


Mk 261 uev.xeq._).xu—1;A[(mox)u]nif(mx/6ju]t Df 


Df de producto de numero irrationale per vectore. 
‘2 XEQ.UEV._). LU EV Pp 
‘3 (q|r) P63-6, P7, P12-9 


Formul. t. 5 12. 
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o 271 ieva0 . 7). a ve(gi) Pp 
‘2 ievet0.je Ve(qi) . 7). 4 V=(qi+q j) Pp 
‘8 dE V0. jE V=(qi). RE velgitg)) ._). v=qitaji+qk Pp 
Si é es vectore non nullo, qi significa « producto de aliquo numero 

reale per i?» vel vectore parallelo ad è ». 

Pp:1 dice que existe vectores non parallelo ad vectore dato; ille ne es 
satisfacto si nos considera solo vectores pertinente ad recta dato. 

Si à es vectore non nullo, et j es vectore non parallelo ad è, tune 
qi+q) significa « veetore summa de duo vectore, uno parellelo ad i, et 
altero ad )»; vel « vectore complanare cum i et j ». 

Pp:2 dice que existe vectores non complanare cum duo vectore non 
parallelo dato. Ille ne es satisfacto si nos considera solo vectores in plano 
dato. | 

Pp:3 dice que spatio que nos considera habe tres dimensione. Ille ne es 
satisfacto si nos substitue « vet» per «Cx4». 

Ce tres Pp, necessario in aliquo casu, es minus interessante. 

‘4 Hp'3..r,y,5eq.ritbyit3k =0 .). a=0.y=0.3=0 
[ iikev . æ.y,5eq . xiyj--2k=0 2201). 

= —y]fegti zie D). ie qjtgk (1) 

Hp. (1). Transp .D. P | 
‘3 Hp:3. 2,3: Pre en «Pata = VE TR . >. 

ar. yy. ! 

‘6 Hp'3.0ep 3. p=0+qgi+qj+gf 

Numeros +,7,2 que figura in P:45 vocare « coordinatas de vectore 
cit+yj+zk relato ad vectores fundamentale 1, j ,k». Illos et vocare « coor- 
dinatas de puneto 0+.ri--) |-3k relato ad origine 0 et ad ipsos vectore » © 

Quantitates J°,4,2,{ es « coordinatas barvcentrico » de ra+yb+z2c+td, si 
a,b,c,de pnt; et «+ projectivo », si a,b,e,d es summa de punctos. 


%k 22. 
0Ep . dE VO . JE vegi. RE ve(qi+gj) . ,,5,2 Y 3 nEq De 
4 (4 its ay +3 = (+) y) + (842% 
[ Assoc+ D P ] 
‘2 mlrityj+31) = maitmyjtnek | Distrib(mx,+) D P ] 
3° (0+2i+yjt=h)_0+xi+yjtskh) = 
(e'nityYYjt ak | Assoc+ D P ] 
‘4 (i+utMXx ky i+) = yy His By + y) 
IX +07 + IXE+Y"+Y Xk  { Distrib(x,+) D P ] 
DR iXj=jXxk=kxi20 .). | 
‘8 (ci+yut+albri+yj+ sk) = ra Hyy +23 [| Distrib(x,+)DP | 
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6 rs = ps 

‘1 mod{ri+yj+5k) = Kr ++) 

‘8 distio+:ri+yj+5k, o+.rit+yj+"kh) = 
Er +4 (35) 


‘1 Coordinatas de summa de duo vectore. 
D 


[ Distrib(X,+) D P ] 
[ Df mod . P6.DP |] 


[ Dfdist.P7. DP] 


de producto de vectore per numero. 
» de vectore differentia de duo puncto. 
‘4 Producto de duo vectore de dato coordinatas. 
‘5-:8 Casu de coordinatas orthogonale. 


L 3 
A > 


O . 


+ 


pnt 


% 29 abep.). 
4 a-b—=a+0(b—a) . a Tb —=a+O(b—a) Df 
Indica segmento de punctos comprehenso inter « et b. Existe Geometria 
de positione fundato super idea primitivo « pnt » et « segmento ». Vide 
<Peano Principii di Geometria a.1889 » et RAM. a.1894 p.51-90. 


2 agp. ueClsp._) aTu=por31emyireaTy) 
3° a,bep . cecaTd .). d(a,c)+d(c,b) = d(a,b) 
4 a,b,cep . de abc ._). d(d,b)+d(d,r) < da br +d(a,0) 


i EucLIDE I P21 } 

| Hp. ee alte. debe I. dd, dd.e)+d e,6) . Oper +d(d,0) .D. 
(b,d)+d(d,c)}Sdb,d)+d(d,e)+-d(e.c: . P:3.]. d 0,4)+d(d,c) d(b,e)+ 
d'e,c) . d(b,e)Sd b,a)}+d'a,e) .I. d(0,d+d(d,c) di bh.a)--da,e}+ 


d(e,c) = d(b,a)+d(a,c; ] 


Df 


U 
* 50. ue v-0 ._). 0 Uu=u/modu Df 
1 tmod Uu=1 . U—#@=-—-U%x . aëQ .). Uau= Uxu 
% 2 ,j,KEV 2 tari | IXj=) Xk=kX 10 . I,Y,SEQ . 
PA- 2/40 D. U(cityj+s4) = (rit y +54) ep +5) 
Ure | ia E 
lege «unitate de w», es introducto per Hamilton. Responde ad 


>» 


{SE 2e » de Arithmetica pag.94. 


vet lin Subst 


% "31 (v| Cx) gSubst 
1 UEeV ui (Xe, Vv) € (QE VIN 
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$2 recta p., plan p, 


Ce $ contine propositiones relativo ad symbolos, frequente in lingua 
commune, et minus importante pro calculo geometrico. 


% 11 acp.ue va0 . 7). recta(a,u) = a+qu Df 
Recta que transi per a, et es parallelo ad vectore u. 
‘11 Hp'1.m£q=0._).recta(a,u)= recta(a, mu) 
‘2 p,—=xsia(a,u)3{[aEp . evo . = recta(a,u)]| Df 
= «recta >». . 
‘3 Hp'1. bep ._). dib, recta(a,u)) = Ji(b—a)}-{[(b_a)XUw] 
‘4 agp. de pea. >). recta(a,b) = recta(a, b—a) = a+q(b—a) Dt 


dé 241 acp.ueva0.ve vequ._). plan(a,4,0) = at+qu+qe Df 


Plano determinato per uno puncto et duo vectore. 
‘2 p,= 212) A(Q,u,0)8 QEp . UE vet). rE Vequ . == plan(a,u,r)] Df 
= « plano ».. 
‘3 aep. be pura . CE perecta(a,b) . ). 
plan(a,b,c) = plan(a,b—a,c—a) Df 


cmp|| cmpl 
3. ueva0.v,wev ._). ‘0 (cmplilu)r = (vXUu)Uu Df 
« componente parallelo ad « de & ». 


‘04 (cempl u)o — c—(cmp{|u)o Df 
«componente normale ad & de v ». 

‘4 (cmp|[%) (2+w) = (cmp||u)"+(cmpllu)ro 

‘Ai » L ° » sa » LL » 


2 (empllu)r =0.—=. Xe =0 : (cmpi au) =0 =, re qu 
‘3 (comp;|x, v), (comp _«, v) € (vFv)lin 


proj 


Y 41 rEp.uEp, .). 
(proja)x = 1 an ya| sea . a. (y—x)X(y—2) =0] Df 


= « projectione super recta a de 2 ». 
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2 XEP.AEp ._). 


Brela ie ya[sea 2) 2. (Y-x)X(y-3) =0] Df 
= « projectione super plano a de x ». 
‘3 x€p. ap, ._). d(x,a) = d{[x, (proja)x] Dfp 
‘4 » . EP, LD » : Dfp 
* DB. Trausl 
uvev I. ‘0 Translu=[(p+%)|p, p] Df 


= « translatione repraesentato per vectore w ». 
i (Transle)(Translu) = Transl(u+v) 
2 meN,._). (Translu)" = Transl mu 
3 (Translu) ‘= Transl(—u) 


Sym 
% 6. abep.uev . }): 
‘0 Syma=/[a+(a—2)]|x, pi Df 
= « symmetria relativo ad a ». 
‘1 (Syma) = (idem, p) ‘2 (Syma)!' = Syma 
‘3 (Symb)(Syma) = Trans] 2(b—a) 
‘4 Translu —[Sym(a+u/2)] (Syma) 
‘8° (Translu)(Syma) = Sym(a+u/2) 
‘6 (Syma)(Translu)= Sym(a—u/2) 
* 7 aep,.D. ‘0 Syma= |{[2(projae—x]|2, pi Df 


‘1 (Syma) = (idem, p) ‘2 (Syma)! = Syma 
3 a,bep, .). [(Syma)Symb)]! = SymbSyma 


* 8. asp, .) PT0-2 
"3 UE + MMEVO, Mel, if 2) "pi: È 


Svm(a4-1/2+qr)svmfia+qre) = Uransl# 
ED . UO lE Val). MXN — HE TD 41 |] oh 
2 syvmlia4+qu) = Svm(a+q 7) Svenka ir) 
‘8 Sym(d+ qw) Svm(a+ |r+ jr) = SV 


4 Syualat+qr4-qr2) SV 4) = Frans 24 
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do 9. Motor 


‘0 Motor = na3}a(a,b)a[a,b ep, . m= (Syma)(Sy mb)]: Df 
« Motor » indica motu de corpore rigido, rato ut transformatione de 
puncto in puncto. Nos pote defini illo ut producto de duo symmetria. 


‘4 «Ev ._). Translue Motor  [P81DP] 
‘2 QEp, -_). Syma € Motor |P82DP] 


Translatione et symmetria circa axi es motor. 
‘3 m,ne Motor ._). mn e Motor 
‘4 me Motor ._). 5 € Motor [PT3 D PI 
3 mepFp:2,YEp._\)zy AMX,ny) = d(x,y)] DI 
me Motor tw: 4Ep,. Ja. (Syma)m € Motor 


Sim es transformatione de puncto in puncto, et si distantia de duo 
puncto æ,y semper aequa distantia de correspondentes mæx,my, tune aut mn 
es Motor, aut, sic es plano, producto de » per svmmetria circa a es Motor. 


‘6 in,n,pe Motor .). 
a(a,b,c)z[a,b,cep, . (Syma)n = (Symb)n = (Symc)p] 
i HALPHEN a.1882 AnnN. s.2 t.1 p.299: 


« Trois positions quelconques d'une même figure dans l’espace sont les 
symétriques d’une seule et même figure prise respectivement par rapport à 
trois droites ». | 

‘7 me Motor. _). A p,næz(mn'x =) i Mozzi a.1763 p.5 : 

« Il movimento si riduce a due altri, uno dei quali... di rotamento... e 
l’altro sarà rettilineo... e parallelo all’asse di rotazione ». 

CHASLES a.1830 Bulletin de Férussac t.14 p.324: 


«Quand on a dans l’espace un corps solide libre, si on lui fait éprouver 
un déplacement fini quelconque, il existera toujours dans ce corps, une 
certaine droite indéfinie, qui après le déplacement, se retrouvera au même 
lieu qu'auparavant ».: 


‘8 dep. me Motor. na=a . 7). ApPfya(rEy ._)_. mx =I) 
Omni inotu que tene fixo puneto « es rotatione circa axi per a. 
i EULER, Formulae generales pro translalione quacunque 
corporwwn rigidorun, PetrNC. t.20 p.202 | 
‘9 aba',bep. d(a,b) = d(«,0) . b-ae=l'-a YI. a(r, y} 
[ne Motor . yep, . na=@'. nb=b' : rey I na=a] 


Si distantia de punctos « ad b aequa distantia de «' ad 2‘, tum existe 
translatione aut rotatione circa axi, que fer a in «’, et b in d. 





— — — 


+ 10. Homot 
a,b,c,pep . h,keq.uev I. | 


‘0 


o ad — 


"4 


Homot(c,k) = }[ctK(p—c)]|p, pi Df 


= « Homothetia de centro c et de ratione X ». 
Homot(r,1)p=p . Homot(c, —1)p = (Symc)p 
Homot(r,k)b—Homot(c,k)a = k(b—a) 
k=—1 ._). Homot(c,k)Translu = Homot[r+uk/(1—k), À] 
hke=1 ._). 


[Homot(b,k)][Homot(a,h)] = Homot[a+(b—a)(1—)/(1—hk), hk] 
‘5 k—0. ). [Homot(b, /k)] [Homot(a,k)]} = Transl (b—a)(1—/k) 


‘6 in€N, ._). [Homot(c,k)]"= Homot(r,k") 
COS sin 
o 11. sscevet0 .Y). 10  cos(u,v) =(Ue)X(U7) Df cos 
‘4 mod cos(#,v) = mod (cmp||:4)U? 
‘2 COS(u,») = Cos(r,u) 
[cos(u,v) = Uu x Ur = Ur x Uu = cosiu,r)] 
"24 cos(—w,v) = —C0S(#,7) 
[cosi —u,v) = U(—w x Ur=(—Uw) x Ur = Uu X Uri=—cos(u,ui] 
‘3 COS(—24,—2) = CON(4,/) [P:21 D. P] 
‘34 —1<cos(u,r) S 1 
‘4  Cos(u,n) — 1. cos(e, —u) ——1 [Df cos .D. P] 
cos(#,7) = (uXr)/Iimoduxmod”|] 
‘6 uXe = mod mod? cos(i,?) 


[P:5. Operxmodu mode} .7. P] 


M 12 «revet0 7). ‘1  sin(”,r) = mod (cmpl #)Ur Dfsin 


‘2 
‘3 


R 


sin(e,e) = sin(c,4) = sin(—4,7) 
sin(u,4) =0 ‘4 OSsin(s,r) Si 
[sin(u,r)] +[coseue,r) =1 


[u,vevei0 7). è = r'empluUr--remp || 60Ue (1. 
(1) D. 1= fiemp Le, Ue]4-[emp || 0Ue]? 12) 
P11:1,12-1.(2:.2. P 


sin(w,2) = \[1—cosir,r)] Dfp 
pe£qu 7). Sin(#,") = cos(r”(cmp_#1)"] Dfp 


184 IV. $2 
13. i.j.hkev.jP_R1, Xj=jXk=KXi20.x,Y,3,0 4, 
Eq. (e=y=30). e YO) 1). 
‘0 cos(ri+yi+zk, à) = x a+ +3 . 
» » j) = y/» » 
» », k)=3/ >» » | Dfcos D P] 
‘2 cos(rit+yj+<k, r'it+yi+3'k)= 
(cu +yy 433) +74-2)) | Dfeos D P ] 
+3 sin(ai+yi+sk, c'i+yj+<"h)= 
US 4/2) + aa Ary 2 (8 +2) 
|... =1—cos(ci4gg tek, c'it-yi+3k]=... ] 
Vide continuatione in $ x. 


* 14. coord (coordinata) 


i£E vet0 . JE vegi.ke velqitgj). ve V ._): 

‘0 coord(u; à,j,k) = 190 r3(—xi E qj+qk) Df 

coord(u; i,j,k) significa « primo coordinata de vectore «, relato ad 

vectores à,7,k ». 

‘4  coord(#+r : à,j,k) = coord(ss; à,j,k) + coord(?; à, j,h) 

2 coord(nr; 2,j,k) — sncoord(#: i, Jk) 

‘3 u=[coord(x: i,j,f)]i + [Coord(w; j,k,1)]j + [Coord(w;k,î,7)]k 

4 i&vet0.je vegi . R'E V=(qi +4) I. 
coord(w; 3,4) = coord(u: i,j,k) coord(i: 8,34) + 
coord(#;j,k,i) coord(j; #,j°,/) + coord(u; k,î,j) coord(k; ?',7',k) 


Transformatione de coordinatas. Euler t. 2, p. 17. 


‘8 coord(v;i,j,k) = (1, 0, 0) (i, j, À) Dfp 
"@ RARES Pa RATA. 
HEV ;_% coord(#: i, j, kj= #Xi 











83 À : 


Yo 1 uneva0. w=d. uxo: 


0 v/u—=(r,-u)/(u,t) 

Si u et v es vectore, non nullo, a 
gonales, tune &/u indica substitutio 
sponde vectores © et —u. Ce substitu 
id es complanare cum « et v; et ha 
de Algebra. 

Wessel a.1797 et Bellavitis a. 
nario, id es multiplica vectores in ft 


= T] x i F x 
IVI, I, MY Eq na: 


‘1 iure, (y 


19 


modi (x2u+y7) = mod(ru- 
"4 (L'+iy)(cu+yr) — (LL 
‘5  mod(r+iy) = J(e°+) 


+ 2. 
0 A = 12 (un)? (U,TEVe{l) 
À = «absolutos, indica omni sub 
Caylev introduce vocabulo «al 
complexo «right radial». 
4 A.) d=-1. modi= 
"2 ÆyT,yeq.i,jeA . rtiy 
| ya —2) Lin D). —y'=ar a 
pr —D = —n)/j . 


yu)" —2 ip —1}" { pi api 


if —1ÿ") +2 13 aaa 
[feat A 
[| e LA —4y)"]|l4 i 
ET — y) —N . 4 
2 LU . y —Hy=Û ut 


cali: y —y=Ù . vw. 1} 


)" . Ye—{() = À J= è Sg1 


= VUUUUUU 
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Y 30 quaternio = gtr = q + qA Df 
«Quaternio » es omni expressione de forma x+iy, ubi x et y es numero 
reale, et ? es uno unitate imaginario. 
Hamilton introduce vocabulo «quaternio », nam illo es determinato 
per 4 numero reale (P6-1). 


a,be qtr . x,yEq . EA ._). 
‘4 reala = 2qnvr3(a—r € qA) 
Imaga = a—reala . Ka = reala— Imaga Df 
reala = Sa (lege: scalare de «) de Hamilton. 
(«Scalare » deriva ab L «scala». Vide editione de a.1899 p. 11, non 


deriva de Anglo, contra opinione de aliquo Physico). 
= Invariante de gradu 1 de substitutione 4. 


Imaga lege «termine | parte) imaginario de «>», responde ad i imaga à de $q'. 
= Va (lege: vectore de «) de Hamilton. Nota que illo non es vectore, 
sed substitutione repraesentabile per vectore. Vide $ a. 

real(c +4) = x . Imagirtiy) = y 

K(x+iy) =—iy . mod(r+iy) = Ye°+ ÿ 


‘3 a=reala+Imaga . 


, 
N°) 


reala — (a+Ka)/2 . Imaga = (a-K1)/2 Dfp 
4 KKa —a«a 
‘8 mods = f{(reala)-{Imaga)] = K(axKa) Dfp 
‘6 A0 ._). Uda = a/modu | Df 
7 » _. _). Ka — /(a moda) . K/a = /Ka 


o 4 apbev.ae=0 MY): ‘0 b/a = rqtrrra(b=æ ru) Df 
be qu I. b/u eq | 
(comp ,4)b = a real(b/a) . (comp. 406 = almag(b/a) 
real D/u = (bXxXa)/a° 
mod(b/a) = (modb}/(moda) 
be—0 .). Utb/a) = (Uh/U«) 
» .). /(b/a) — a/b 
quaternio = v/{V={0) Dfp 


© 1 Ce cd a oo — 


+ D. E qur DI ‘1 rt+y= 
agtracs3(xe VariabraVariaby .) su=ou+yi) Df 
2 ye 
rqtrasa(ue Variabr . ue Variaby ._),. 30=YyLV) Df 
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Summa et producto de duo quaternio complanare, id es cum idem 
Variabilitate, es definito in $Subst. Hamilton definice operationes super 
quaterniones non complanare. 

Pro summa duo quaternio « et y, sume uno vectore x pertinente ad 
ambo plano de x et de y. Tune habe sensu uv, yu, et ru-+y%, que es vec- 
tore. Quaternio que, operato super &, da idem resultatu, es summa quaesito. 

Analogo es Df de producto. 


a,b,cev . ae=0 ‘3° (b4+c)/a=b/a+c/a 
4 be=0 .). (c/b(b/4) = c/a 
2 xy, egtr D) r+y=ytr. rt(y4+3)=r+y+5. 
real(r+y) = realr+realy . Imag(r+y) = Imag.r+Imagy . 
K(xr+y) = Kr+Ky 
‘8 r.y,segte .). (tEmr=arst+ys. YHS) = TY HT . 
LYS) = .1Y3 


w 6. abcev. a = = 0 =1. bebe = —0 . i — 
c/fb .j=a/c .k=b/a I. 
0 jt. jh. ji. hi). ji. ki ——i. 
ih=—j. (jh = (Di 
4 qtr=q+qitqj+q% 
may, A Eq nr y) + sh. = 4 y i+ TR D 
2 Ou—0 .=. n—=x—=y—=:—0 
‘3 UN = n= er, yi, 
ue = (M+M)H (+++ ++ SR 
= (arr tin +3 yYit 
Y+ny + sr 2) ns ons + y 
‘6 real —1n . Image = ér+jy+sk. Ku = in—ir—jy—5k . 
mode = {say + st. 
7 Ue—O . ). 
Uu = (Mt+ixt+jy+E3) Al Ha +. 
realUu = n/r +++. 
modImagU = "++ A+ if + 5). 
/ulin—int-]jy—k3)/(1+.2+f+33). 
w/u= (our 4x +yy +53) +00 ty iv n 
+52 -01j+ons—n'+rfLY)E]/1108+4+24+P+39). 
(cat+yb+30)/(ra+yb+3 e = [ar +yy +34 yi 
Hs) Hg rh] /(0494-33) 
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$4 a (producto alterno) 


10 uvowev.ie vet0 .jE V «qi. RE ve(gqi4-gj) (D.. 
(uaraw)/(iajak) = 
Dtrmj[ coord(u; à,j,k), coord(u; j,k,i), coord(u; k,i,j) ], 
[ » © » D » Tv }, 
[ » 10 » w » 0 Jk Df 
U,O,WEV . |. 
‘1 uavaw =0 .=: ie vero . JE vegi. kE velgitg)) . di; 
(avav)/(iajak) =0 Df 
‘2° vana =D 
‘3 uaraw D.=. 
H(,Y,3)3[X,y,3€Q . (x—=y=3=0) . cu+yr4- 3% =0) Dfp 
‘4 coord(u;i,j,k) = [(vajak);(iajak)] 
uavaw vocare «producto alterno » vel « producto exteriore» de vectores 
u,v,i0. Illo vocare etiam « trivectore » (v?, vide P2:0). 


uavaw repraesenta parallelepipedo constructo super 4,v,#%, considerato 
in grand-ore et in sensu. 


Grassmann, Ausdehnungslehre a.1844 indica illo per [uvu]. 
Plure A. adopta notatione «rw. Pro majore claritate, me adde signo de 
multiplicatione sub forma a, initiale de « alterno ». 
Tdem operatione occurre in : 
Hamilton a.1845, sub forma S(urw), vide P26-4. 
De Saint Venant (ParisCR. a.1845 d.258). 
Cauchv a.1853 s.1 t.11 p.444. 
Vide bibliographia in RAM. a.1895 p.179. 


‘0 Ratione de duo trivectore uavart et iajak vale determinante de 
coordinata» de %,v,0 relato ad à,j,K. 


‘1 Df de trivectore nullo. 


% 20 v [(#aro) | (11r00)}(viviv) = vavav Df 
« trivectore » 
a,bev® . meq I. 

I reve0. ax EQ 


2 ab =: re ve0 Do dr = bo Df 
‘3 a+b = 70° calne V0 DI. Cr =ax+br] Df 


4 na = >» | » CIO = RA] Df 


IV. $i a 


‘5 a+b,masv ‘6 ded.) v'= qa 


vi es svstema lineare ad uno dimensione. 


‘7 -—a=(—l)a . a-b=a+(—b) 


M 3. us prvev. meq I). 
1 Uuavao = — Pata! = —uawav 
‘2 (u+w)arvaw = vavao + ava 
‘3 (Mmuavamz muarau) 


Y 4 «ovwev .). ‘0 (vav)av=uarao 
04 vi [{uas) [(e;»)] (viv) = vav 
= « bivectore » 





a, dev". ineg DI ‘02 aauev! 
4 a=0.=: rev.) ax 0 
‘11 vau=0 


‘12 uav =0.=. A(1,Y)3[.2,Eq . AL —Yy—0) . xu+yr =0] 
* "2 a=b=: rev ._)r. tac =bax 
‘3 atb=31v*ncs[rev.D),. car = dax+bar] 
4 ma = » = Maax)] 
‘3 a+d ma Eev 
‘6 (a+bjau = aan<+bau . (u+v)aw = uaic+rvaw 
‘61 m(aau) =(MA)a = aa(mu) 
"7 unvztVAU 
‘8 vavavez0). 7). v = qraw+qwaut+quav 
‘9 vuaa =UaU 
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Di 


Df 
Df 


Df 


Dip 
Df 


Df 
Df 


Df 


Nos decompone trivectore wavarw in producto a de novo objecto wav per v. 
uav es « producto alternato » de vectores u,v. Vocare « bivectore ». 
Nos repraesenta illo per parallelogrammo constructo super « et v, consi- 


derato in magnitudo et orientatione. 


‘2 Duo bivectore es aequales, si producto de illos per idem vectore es _ 
aequales, id es, si parallelogrammos es in plano parallelo, et habe idem 


grand-ore et sensu. 
‘8 v? es systema lineare ad 3 dimensione. 


Bivectore in Mechanica vocare « copula » F. «couple» (Poinsot a.1803). 
Calculo super areas cum orientatione occurre in Chelini, Saggio di 


Geometria analitica trattata con nuovo metodo, Roma a.1838. 
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Se D. rep. yEp=ta. 3€ perecta(,y) . LE peplan(x,y,5) . 
a,b,c,dep ._). 
‘0  (aabacad) (rayasat) = 
(b—a)a(c—a)a(d—a) (y—x)a(5—r)a(f—2) Df 


‘01 aabacad—0 .=. (b—a)a(c-a)a(d—a) =0 Df 


= « punetos a, b,c,d es complanare ». 


Si a,b,c,dep, aabacad, producto alternato de quatuor punctos, repraesenta 
tetraedro que habe pro vertices ce punctos, considerato in grand-ore et 
in sensu. 

aabacad = 0, quando punetos es in uno idem plano. 

Si tedraedro ne es nullo, dicere destrorso, vel positivo (Mò bius), si 
homo cum caput in &, et pedes in b, vide c ad sinistra et d ad dextera. 

Expressione aubacad vocare etiam momento de puncto a ad triangulo 
aut plano bacad, momento de segmento (vi) cab ad segmento (axi, recta) 
cad, momento de triangulo aabac ad punceto d. 


% 60 p' = papapap | Df 
= «quadripuneto » id es tetraedro considerato in grand-ore et in sensi, 
u,vep'. Pe p'et0 . in£q DI. ‘1 «'Peq 
2 ur =, Pv 3 (+e) P= un; P+ 
‘4 u+rep ‘5 (nu) P= m(u;#) 
*6 sit Ep 7 pp=q7 
8 u=(-l)é . u-o=zut(—_?) Df 


1 Si Yes un quadripuneto non nullo, ratio de quadripuneto « ad 2. 
vel mensura de w, pro unitate de mensura ‘, es quantitate. 


‘7 pt constitue svstema homogeneo ad ‘7. 


Yo 7. abedeep .). 

‘1 aabacad =—badacad = +bacaaad = —bacadaa 

‘2 daaabac=0 

‘3 dabacad—uubacaetaabalaeaacadae+bacadae =0 
{1-0 MOBIUS, Der barycentrische Calcul, a.1827 $20| 


Lege de commutatione in producto alternato : « si nos permuta duo fac- 
tore, produeto muta signo ». 


IV. $4 a 


% 8. ab,cdep . DI. 
‘1 (aabaclad = (aaba(rad) = aa(bacad) = aabacad Df 


Assoc a 
‘2 (aabjar = aa(bac) = tabac Df 
‘3 p=papap . p= pap . p=p Df 
p° = «tripuncto ». p? = « bipuncto ». 
‘4 r,seN, rtssi. ED". yep" .D). ray Ep" 
‘3 r,s.leN,. r+s+i<4. rep. yep‘. sep... 
ra(yaz) = (xay)as | Assoca 

6 Ep. _).. u=0 .—: rep . DD). var =0 Df 

= « area de « es nullo ». | 
‘7 UTEP ). ur =: Ep D). war = rar Df 
= « triangulos « et e jace in idem plano, et habe idem area et sensu ». 
‘8 uep. )i u=0 .—: XEp ._).. ae —0 Df 

= «long-ore de w es nullo ». 
‘9 u,rEp .) ur = LEP ._),. tas = rar Df 


= « lineas v et © habe commune recta, longore ct sensu ». 


de 90 rseNn  rt+s<i. neN, . de pl». ne qfl'n. bep' ._). 


[x(n a.|3,1n)]ab = S[m.(a.ab)ja, 1x] Df 
Distrib(a,+) 
4 rEl "4. ). p'—=x3)a(n mn a)slnEN, . ne qfl'"». 
ae p'fln. c= S(na.|3,1"n)]( Df 


or = « forma de gradu r». 
9 q — p' 
8 vel3. ep. wep ._). “axe p‘ 

rel3.usmeg”. meq .). 
4 un0.=ire pi.) ar —0 | Df 
SO UD Ep" . 7). ax = rar Df 
‘Bi u=v.=: (uaæix, { ") = (rag|e, qd”) 
6 u+r—=Ip'nzs[re pi.) sar = uaxtvar] Df : 
7 mu =Ipnsslre pi ._). sax = m(uat)] Df 


.e° 


192 IV. Si a 


——_———_———y__——-——.—.— - _——— ——+—+—+—+—!_ ————  T———_—_—_——€m —_———— = —_—— —- ———— & - — — —P 


‘8 r,seN,. ressa, mer . ae p . be pt Len, me qfl'"n . 


aa[X(m_b,|3,1)] = X[m (aab,)|5,1"n] Df 
Distrib(a,+) 

‘9 rs, EN, rts+i<4. aep”. beg". ceg' ._). 
aabac = (aab)ac Df 


Nos suppone p. ex. r=1,s—=3. Tune P*0 considera serie de x punctos a,, 
Gg;...an, et serie de numeros reale, positivo vel negativo, m,,m....Mn ; bd es 
tripuneto; ce P pone per Df: 

(ma, +-myaz+ ... +mnanab = m(a,ab)}+ms'agnb}+ ... +-mnanad). 

Secundo membro, summa de quadripunetos, es reductibile ad uno qua- 
dripuncto. Id es, nos pone per Df proprietate distributivo de signo a 
ad +. In Mechanica, systema de punetos cum numeros correspondente, 
dicto « massa », vocare «systema materiale ». Ergo per Df, momento de | 
systema materiale m,a;-kmsats+ ... ad plano, vel tripuncto, è, vale summa 
de momentos de punctos, cum massa correspondente. 

‘1 Nos voca « forma de gradu 1» omni expressione de forma 
Midi +-my0+- ..., id es systema materiale. 


‘4 Nos dice que uno forma de gradu 1 es nullo, si es nullo suo producto 
per tripuncto arbitrario: id es, si es nullo suo momento ail omni plano. 


‘5 Duo formaesacquale, per Df, si es aequale suo producto per tripuneto 
arbitrario. 

Nunc nos suppone r=2, s=2. Nos habe serie de bipunctos; in Mecha- 
nica svstema de vi, que nos considera applicato ad corpore rigido. 

P-0 dice que, per Df, momento de systema de vi ad axi (p’) bd, es 
sununa de momento de vi dato. 

P'4 dice que systema de p° es nullo vel que corpore es in equilibrio, si 
suo momento ad omni axi es nullo. 

In modo analogo per forma de gradu 3. Forma de gradu 4 es reducti- 
bile ad uno p*, secundo P°2. 

P:8 da Df de producto alternato de duo forma. Exprime proprietate distri- 
butivo de operatione a ad secundo factore. 


% 10. a,b,r,deep ._): - 
‘1 aaa=0 [ PT:2.b.cep he. aatabac —0 : Df94 :D. P ] 
‘2 aab——ban [P71.c,dep Dei. aabacad =—baaacad : Df 9-7 DIP 
‘3 aabar = —bauar = +baraa 


‘4 aabarad = (aabac—aabad+aacad—bacad)ae 
[ P7:3. Distrib. a, :-: .. P ] 


5 aabacad=0 .7). aabac—tabad+aacad—bacad —0 
[ Hp.P4 Di eep De. (aabac— ... +... — ae =0 .D. Ths |] : 


IV. Si a 193 


‘6 aabacad =0 ._). aabac = (aab+4bac+caa)ad 
| P:5-2. Distrib(a,+) .D. P | 


‘7 aabac=0 ._). dabtbac+caa =0 . aab — (a—bjac | P-62P] 
8 aab=0 ._). a—b 
[ Hp. P:7 (Di cep .D. (a—bac =0 Di a—b =0 :77: a=b | 
11. rel 3.uu,u'ep" . mmeq I. ‘0 u+uep 
1 u+u—=u+u | 


[ae pi” DI. (u+u')ax = uax+u'ar = u'ax+uax = (u +ujar ] 
2 ua +") = utt +3 u+0 —x 
4 MUED 5 mubu)=mutbmu' 
6 (M+m)u=mutn'o [re pier DI. [(m+m')u]ax = (mn ua) 


=m(uar)}+m'(uax) =(mu)ax-{m'u)ar = (mu+-m u)ax | 


% 12. risel3.rts i. u,uEp".v,0E gp". MEq ._): 


‘0 unreg” ‘4 nav=(—1)"vav Comma 
2 u=u.t—0 1). uar=uar 
| P9°5 . u=u". xept-r .7). uar = u'ux | (1) 
uzu' . rt+s<4 . xeps . ye pi-r—s .7). rayept-r.(1) .2. 
ua(ray) = w'airay). Assoc a .D). (uar')ay = (u'ax ay (2) 
u=u' .r+s<4. 8p9 . (2) (Di yeptr—s y . (aria = u'ax)u/ (3) 
u=u'.r4ts<4. xeps . (3) DD). uar = u ax (4) 
u=zu'.rt+sS4. ep. si (49. var = u'ar (3) 
uzu' . NEN,.XEpS f ln. me e qfl- nave uu Lx 2,12) .(5) DD. 
uav = Xn uaxr 7,1" = = Fm u'arz 2,1») = Wav (6) 
uzu . TU .D). uav = av. vau' =vau' .uav=(—1)sv'au = 


(—1Ysu'av .D. vav = u'av' | 
P9:8 defini producto alterno de duo forma, per medio de repraesenta- 
tione de secundo; ce Df non es homogeneo; ergo nos debe deinonstra P-2. 


‘3° (tua = uartuav . ua(v+r) = uarï+uav 
‘4 n(uav) =(inu)ae = vane) ‘3 a0 0 
‘6 EN, .rt+sti<i. wep!. >). (uar)aw— ua(raw)  Assoca 


13. v=p—p . vw=vav . v= vavav Df 
Relatione inter quatuor puncto a—b=c—d, que $vet 2°0 sume ut primi- 

tivo, resulta nunc definito ut casu particulare de aequalitate de duo formes 

de gradu 1. Vectore se praesenta quale summa de duo puneto cum 


coefficientes +1 et —1. 
Formal. t. 5 


13. 








eroe 
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i,.j,kev.iajake=0 .). 4 v=qgi+qj+qk 
® LYSLY Eq = ai yj+sk. = "it y i+ 3. 
ua = (y —Y's)jah {sr —5'ohait{(ry a y)iaj 
‘3 v*=qgliaj)+qg(jak)+q(kai) 
‘4 Hp." y”z"eq. = rit y" +R DI. 
uau'au" = Dtrm rs por 
Raz 
I 7 MAR 


‘8 vi= qiajalk 


141 ab,cdev D: aabacad =0 
UE VetO . DEV. aab =0 ._). Av r3(b = aac) 


‘2 
3 (GE viet0. bEv® ._). A va e3(b = ac) 
4_ abev. ). 4 vel0n ga(tar —Ù . bax I) 
5 aber.) a+bev* 
Yo 19 «anaeg. Pza aaa gia, Pe) II 
1 g'=qa+qt+qa+qu, 
11 LT = + RAS I 
RES ua Pr = taaanun, P.... 
| Hp. Oper Ma Pe.) PI) 


‘2 FETTE pi "> idee u=. re st (fe Di Sl =} 
aaa = (LITTA E MAGA ra aa + 


(d'ala i Re ili O STIRO (n ml DI coi I 3) AA, 
‘3 qe — i Ads a, + Aa + AU, + AAA, 


BI Yon Yuan Vas VE + = Usa YO DD Ya = 
laaaaŸ.y,—=—ladaa,/Ÿ.... [ Hp. Oper aaaa, 2. P | 


‘4 Up m2 7 AVE. d'= alato ata astra I 


aad'aa" = Dtrm|(aaa,aa,, —G,aazad,, A ,ANZAA,, —Q,aaats), 
(3 A s Ca ; J'y ; XK ), 
(SU 4 >: di Mi Ji 
( x" i ; VA | Ri , di ) ] 
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‘44 Hp'11. Hpst 7). cal = (9 y d'in +2 Va) + ... 
5 op —=Qquanaa,+quanaa,+quaa;aa, 


BA sini Eq. = SOU, EAU, + EAU, —5, A, AC 
LIE | Hp. Operaa, .D. P ] 


6 Hp'4 | x," 23" 20 "E . a''= rat PR Di 
aad'aa'aa” = Dtrmf(r,, x, x, xè, 


f ? Ù 


TÀ 
(Lg LS À 
J' J! I call 
boe); 
ASSI GI I 
(EL ga o] 


‘64 Hp'51. YU n Ya a Ÿ aEu - = Y gut se . 
lal' = (YU) utY A tV a Mu 9 + Va Ÿ 19) 


‘62 Hp'34 ._) lal =2Y,YaTYalatY as P 
‘63 Hp‘11. Hp'51 .D. aal={r,3, +, ass, ts 


Es dato quatuor forma a,.@,a,.n7, de gradu 1, independentes, id es, pro - 
ducto de que ne es nullo, tune: 

‘1 Omni forma a de gradu 1 est reductibile ad forma A, +ratet lat iQ. 

Numeros x... vocare « coordinatas » de «, ad formas 4,,0g,0%3,0,, que 
vocare « formas fundamentale ». 

‘11 Ce coordinatas exprimere ut ratione de p*. 

‘2 Expressione de producto alternato de duo g! de que nos nosce coordinatas. 


‘3 Omni forma de gradu 2 es reductibile ad summa de 6 producto 
ad 2 ad 2 de 4 forma fundamentale, multiplicato per coefficientes numerico. 
Ce 6 coefficiente vocare « coordinatas de forma de gradu 2 ». 

P:31 exprime illos ut ratione de p*. 

‘> Omni forma de gradu 3 es summa de productos ad 3 ad 3 de 4 
forma fundamentale. 4 coefticientes es «coordinatas de forma ». 

Nos debe ce coordinatas generale (que plure A. tribue ad Cayley), ad 
Grassmann JfM. t.24 p.262-282, 372-380, et Ausdehnungslehre a.1844 S87: 

« Ich nenne die 7 Strecken, welche ein System »#-ter Stufe bestimmen 
[nos habe n=4; Strecke = g1].…, sofern jede Strecke des Systems durch 
sie ausgedrückt werden soll [exprime P*1], ... die Grundmasse dieses 
System,... die Produkte von 2 Grundmassen Riehtmasse #-ter Stufe ». 

Vide et Werke, t.1. p.195 S$117—124. 

Si forinas fundamentale es uno puneto et tres vectore de modulo 1, tune 
de 4 coordinatas de puncto, primo es unitate, et cetero 3 es coordinatas que 
Descartes a.1637, defini in generale, et applica solo ad plano. 

Si forinas fundamentale es 4 puneto, coordinatas de puneto es barycen- 
trico, considerato par Mò bius a.1827. S26, que da expressione ‘11. 


Lu ge fe mu 


co 


== SET 
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dé 180 asp .). wa Ev 
‘1 a,pep._) œ(aab) — b—a 
‘2 aep.bev ._). w(aab) =D 
a,bep' ._). w(aab) = (wa)b—(wb)a 
‘4 aep.wa=0 .). aev* 
3 aep.wae=0. ana =0 . >. ae p° 
‘6 ap. ): daa—0 =. ae pu v =. aep'agq' 
‘7 q= pv i POINSOT n.68 : 
« Tant de forces que l’on voudra appliquées d’une manière quelconque 


à un corps, peuvent toujours se réduire à une seule force et à un couple 
unique ». 


‘4 Si a es forma de gradu 2, et suo vectore es nullo, tunc a es reducti- 
bile ad bivectore. 


‘b Si vectore de forma a non es nullo, et producto aaa es nullo, tunc 
a es reductibile ad bipuncto. 


‘6 Si producto aaa es nullo, tunc a es reductibile ad bipuncto aut ad 
bivectore, id es ad producto de duo forma de gradu 1; et vice-versa. 
1 Omni forma de gradu 2 es reductibile ad summa: bipuncto plus 
bivectore ». 
% 190 aeg <<). wa ev? 
a,b,cep ._). w(aabac) = aab+bac+caa 
2 a«a,b,rep' Y). œw(aabac) = (wa)bac+(wb)caa+(wc)aab 
‘3 aep'. dep ._). w(aab) = w(baa) = (00)b+(wb)aa 
4 aep.ma=0 .). aev* 
53 aep’. was=0 ._). aep' 
6 = pu 


‘4 Si a es forma de gradu 3, et suo bivectore es nullo, tune a es re- 
ductibile ad trivectore. 


‘5 Si suo bivectore non es nullo, a es reductibile ad tripuncto. 


‘6 Ergo omni forma de gradu 3 es tripuneto vel trivectore. 


% 200 «ep I). œnev.«'P—= wa y 
4 aëp'. be YI). (tab) = (ot)b—aalot) 
,- a, begp* sh lat) — {oi 0 +, Fili if) 
"è abc, le , SE: : cnftouberdiaifl) 


dî Pi 
A | T J | 
+ RIT) lei ATTO ilintiedi 
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Yo 5. rep. yEepe@. 2e p-recta(r,y) . LE p=plan(r,y,5) . 
ab,c,dep .). 
‘0 (cabacad) {xayasat) = : 
(b—a)a(c—-a)a(d—a) : (y-x)a(s—x)a(t—x) Df 


Ù 
' 


‘01 aabacad—0 .=. (b—a)a(c-a)a(d—a) =0 Df 


= « punctos a,b,c,d es complanare ». 


Si a.b,c,dep, aabncad, producto alternato de quatuor punctos, repraesenta 
tetraedro que habe pro vertices ce punetos, considerato in grand-ore et | 
in sensu. 

aabacad = 0, quando punctos es in uno idem plano. 

Si tedraedro ne es nullo, dicere destrorso, vel positivo (Mübius,, si 
homo cum caput in «, et pedes in b, vide c ad sinistra et d ad dextera. 

Expressione aabacad vocare etiam momento de puncto a ad triangulo 
aut plano dacad, momento de segmento (vi) cab ad segmento (axi, recta) 
cad, momento de triangulo «abac ad puneto d. 


% 60 p' = papapap | Df 
= «quadripuneto » id es tetraedro considerato in grand-ore et in sensu, 
u,vep'. VE p'uO . NE DÌ. 4 Peg 
2 ur = Pv 3 (ut = Pt 
‘4 u+r Ep 5 (nu) PP) 
‘6 sent Ep° ‘7 pp=q7 | 
8 -u=(-l)u . umo=zut(—r) Df 


‘1 Si Yes un quadripuneto non nullo, ratio de quadripuneto « ad #. 
vel mensura de e, pro unitate de mensura %, es quantitate. 


‘i pt constitue svstema homogeneo ad # 


do 7 abedeep .). 
‘1 aabacad=—badacad = +bacaaad = —bacadaa 
‘2 daaabar = 0 


‘3 aabacad—uubacar+aabadae—aacadae+bacadae =0 
4-0 MoBIUs, Der burycentrische Calcul, a.1827 $20| 


Lege de commutatione in producto alternato : « si nos permuta duo fac- 
tore, producto muta signo ». 
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« Momento de vectore-p? « ad puncto d» = Iw(aab). 
« Momento relativo de duo vectore-p° a et d» = aabd. 
Distributivitate de a ad + es dicto « theorema de Varignon ». 
Kôünigs, Zecons de Cinématique, Paris, a.1897 voca: 
«Seement » = pi. 
« Svstème de segments » = g?. 
« Automoment du système. a » = «aa. 
«Vis» = « serew de Ball » = g°nraimodwor =1). 
< Torseur (Ball)» =« Dvname (Plücker)= g?. 
« Complexe linéaire déterminé par a, forme de degré 2» = gp’arziaax 20); 
illo es « système focal » de Chasles. 
E. Carvallo, Conférence sur les notions de calcul géométrique utilisées 
en Mécanique et en Physique. AnnN. a.1902 p.333: 
« Cycle » = v?. 
« Flux » = vi. 


« Produit superficiel de deux vecteurs a et b» = «ab. 
« Produit vectoriel » = I{(aab). 

« Produit algébrique » = aXb. 

« Produit de trois vecteurs «,b,c » = aabac. 


do 22 uvre va0 .). 

‘4 sin(u,»)) = mod{U a Ur) Dip 

9 sin(4,”,{) = (UvaUra 00) 'y Df 

«Sinu de trihedro ». Staudt, JfM. a.1842 t.24 p.255. 

‘3 —1< sin(,r,6) S +1 

‘4  (uanal) y = modu x mod” x mod? Xx sin(,7,4) 

8 [sin(wv,5,/))}} = 
1—cosf 14,7) —cosi£,1) —cos(r, 6)? + 2c0s(,5)c0s #,64)cos(£,2) 
i LAGRANGE a.1799, Oeuvres t.7 p.334,341 | 


R 251 apb.edev.). (aab}x{(cad) = (axe)(bXd)-(aXdbXc) 
2 a,bevfl"3 . 7). [(aaaaa,); y]X(b,abab,) y] = 
Dtrm{(4, x D) 167,5), 13:13] 
‘3 a,be Vfl'"4{ I) Dtrm[(a_X0,) |(#,s), 1411] =0 
) ‘1-3 STAUDT a.1842 JfM. t.24 p.299 | 


Y 240 rep'«0 .). rectar = parsalrar = 0) Df 
"1 aep. re pi0 .). d(a,rectar) = mod{(ouar);modwr 
2 pepi«0 .). planp = par3(rap = 0) Df 


‘8 AEp. pe p#0 ._). da, planp) = modo(aap) modmp 
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HR 25. aev. ). 


‘0 Ja = [I(aax) |x, ve xa(æxXa —0)] Df 
‘4 VariabJa = vnx3(rxa =0) ‘2 (ja) =—a 
[ xev.xXa 0 ID. (ja)x = (ja) I(ca»)] = Iaa|ILaax)] = 
(aXx)\a—{aXa)xr =—a?x ] 


‘0 Si a es vectore, Ja, lege « involutione de a», indica transformatione 
lineare scripto. Es operatione super vectores perpendiculare ad a. Suo 
quadrato vale numero —a?. Nota que id es vero pro vectores perpendi- 
culare ad a; nam si moda =1, [Kaax)x,v]} = —(comp | a). 


‘3 qÂ = [IV ‘4 quaternio = q+Iv Dfp 

Omni involutione de forma ru, ubi w es vectore, es producto de numero 
reale per substitutione indicato per A (absoluto) in $3, id es vale termine 
imaginario de quaternione. Relatione inter producto alternato de Grassman, 
et quaternione de Hamilton. 

58 UEIV .). Lu = 17 r3(u= Ir) Df 

Si « es involutione, vel imaginario de quaternione, Iu, lege «Indice 
de u», es vectore que repraesenta involutione. 


Hamilton, N.133 et 286, introduce l’operatione I, et suo inverso I-1=]. 

In libro III, Hamilton tace signos I et {, et identifica quaternione 
recto cum suo vectore. Nos ne pote seque ce conventione, contra notatione 
de Grassmann ;, quare P:2 da ad a? valore opposito ad illo de $1. 


Y 26. abeev.innegq .). 


‘1 (24+I0+(2+10) = (#+2)+I(a+0) 
| Hp. weVariab(m+]a)nVariab(r2+1d) D. wev. uxa 20. WwXbZ0 . 
(mae +24 bee = mic {aan +20 +Ida) = 
(mn) +I[(1+d)arc] = [mA x(a4-d) te ] 
‘2 real +]Ja) = in . Image) = Ja . 
K(in+4+[a) = nya . mod(in+1a) = Km*+a°) 
3 (Da) = —bXa + [I(daa) 
‘4 (IO) (1D(1a) = —(DXAMTCH(XM[AXD)a+(abac) ‘y 
5 de=0 1). b/u = [aXb + II(ab)}/a* 


Yo 28. posit 
‘1 aeqp'ev ._). posita = d (wa) Df 
‘11 abevet0 ._): posita= posith .=. de ql Df 


12 ab E g'#t0 ._): ThsP‘11 
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‘13 posit‘(g'=ev) —p 

‘2 az q'ag'a0 . ). posita = posit [p'A0 n r3(raa =O)] Df 
21 a,be p'ap'«t0 ._): posita= positb .=. ae qb 

‘3 aep'0 .). posita = posit‘[p'=t0 n r3(raa =D) Df 
‘31 ade p'«0 ._): posita= positb .—. aeqb 

‘4 a,bep.a*=b ._). posit(aab) = recta(a,b) + posit(b—a) 


‘41 a,bep.as=b.ce perecta(a,b) ._). posit(aabac) = 
plan(a,b,c) “ posit(b—a)a(c—a) 


« Posit», lege « positione », es simbolo introducto per Prof. Burali - 
Forti, (If metodo di Grassmann nella Geometria proiettiva, Palermo R. 
a.1896,1897,1901,) et Lezioni di Geometria metrico proiettiva, Torino a.1904, 
p. 95) pro defini elementos de Geometria de positione ope Calculo geome- 
trico de Grassmann. 


‘1 Si a es forma de gradu 1, non reductibile ad vectore, suo « positione » 
vale forma diviso per massa, id es suo barycentro. 


‘11 Si a et b es vectore non nullo, nos dice que illos habe idem positione, 
si es parallelo. 
« Positione » de vectore vocare et « directione », vel « puncto ad infinito». 


‘2 Si a es producto de duo forma de gradu 1, non nullo, suo « positione » 
vale positione de omni forma de gradu 1, non nullo, que habe cum a 
producto non nullo. 


‘21 Si a et b es producto de duo forma de gradu 1, nos dice que illos 
habe idem positione si a es producto de d per numero. 
« Positione» de bivectore vocare et «recta ad infinito ». 


‘31 « Positione » de trivectore vocare et «plano ad infinito - 
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VOCABULARIO IV. 


1. 


SI 


332. Geometria, (3 yvewurtgia, A geometrv. D geometrie, F géométrie, 
HI geometria, R geometrija. CC ge + -0- + -metria. 


333. ge (à yi, réa = terra. 7) ge-o-daesia, gye-o-logia, 
[| ? D gau, S gau-s. 


334. -0- D anth-o-logia, phil-o-sophia, ellips o-ide ... 
Litera de unione in G, ut L -i- (9). 


335. -metria DT) (332), stereo-metria, gonio-metria ... 
| C metro — -0 + -ia (143). 


336. metro HI ufroo-r, A meter, metre, D metrum, F mètre, R metr'. 
D dia-metro, peri-metro, sym-metr-ico. 
I S matra. (CC me- + -tro (91). 


337. ma-, me- (thema E), S mà = mensura (verbo). 
DD (scecundo Van.) L ma-nu. 
L ma-ter, matre, G /0)770, sntoi, G.dorico arno, uaroi, A mother, 
D mutter, R mati, mater-, S matar, matre. 
L me-ti-re, A mete, D messe, R mjerit)j. 
L mensura (nomen), D mass, G metro, R injera. 
L mense, G 2», D monat, S màsa. 
A moon, D inond, R mjesias = L luna. 


338. puncto, AF point, D punet, HI punto, R (non Math.) punet'. 
(C punge — -e + -to (139). Vide nota 189. 


339. punge HI. D Apunge-nt. CC pug- + -n- + -e. 


340. pug- D L punge, pu-pug-i, pug-ile, pug-no. 
I G pvx, pvre-macho-s. || ? A fist, D faust. 


341. -n-, sub forma -ne es suffixo : 

li-ne — li-(to) = sine — si-‘t0) = cer-ne — cre-(vi). 
Es «iunfixo» in thema de verbo, sub forma -n-: 

lin-n-que — (rei-lic-(to), ju-n-ge — juga, fra-n-ge — frac-(to , pi-n-ge 
— pic-(to), stri n-ge — strie ttor, sci-n-de — scis (so), ta-n-ge — tac-to, 
ru-m-pe — rup-to), la-m-be — lab (io), te-m-pore — tepore. 
| (ine, cri ne = L cer-ne, 
I Sona. ri-na-cti = || L li-n-quit, ju-na cti =|| L ju n-git. 


DI 


342. vectore, ADL vector, F vecteur, I vettore. 
(CC vehe — 0 + tore (1BN: Vide nota 164. 





343. vehe ID) vele iculo, vec-tore, via. 
Il A wag, D wage, wege, be-wege, R ves-ti, S vah- c E veghe. 
G cho} A wag-on =]|| L veh-iculo. 
Nota: E gh DL, G ch, S h, gh, AD g, Rs, 2. 


34. barycentro (P10) (vocabulo scientifico; non existe in vocabularios. ) 
C bary + centro. = centro de gravitate. 
345. barv- G Baov-s 7) barv-te (Chimica), bary-tono, bar-o-metro, ... 
| L grave. 
346. grave AFHI. D grav-itate. || G bary- (345), S guru. 
347. gravitate, A gravitv, D gravitit, F gravité, H gravedad, I gravità 
C grave (316) — -e + -itate (8). 
348. centro HI, G xérroo-v, AF centre, DL centrum, R tsentr’. 
C cen- = L punge, || S enatl = neca, + -tro (91). 
349. pondo, pondere 7) pondsr-a A, ponder-oso A, D pfund. 
[| L pende, penso, pensa. pondere (C pondo — -o + -ere (56). 
350. distantia P 21) AF distance, H distancia, I distanza, R distantsia. 
C distante — -e + -ia (143). 
351. distante HI, AF distant. (CC dista + -nte (1421. 
352. dista HI. C di- (51) +sta (T0). 
S2. 
353. recta (P1) H. F d-roite C di-recta, I retta. || À right. 
C recto — -0+ -a (126, linea... 
354. recto H, F d-roit, I retto. D rect-i-fica Dr. 
{| A right, D recht. C rege — -e + to (135; vide nota 180). 
399. rege H,F régir, I regge. D rege nte DR, reg-ula D. 
| G orege, D recke, S rg'u, 
356. plano (P2) H, AF plan, plane, I piano. R plan”. 
(CC pla- + -no (160). 
351. pla- D pla-no, pla-nta. 
I] G pla-ty-s D F plat, I piatto, D platt. 
G pla-tea FI DI piazza, AF place, D platz. 
| D fla-ch, A flat, S pra-thas, R plo-seij 
358. componente (P3) DHI, A component, F composante. 
C compone + -nte (142). 
359. compone HI, D componire. (CC coin- (47) + pone {148}. 
360. parallelo I, AD parallel, F parallèle, H paralelo, R paralleli. 
C G 20 tllyios CC par- | allelo, 


204 
361. 
362. 
363. 


304. 
365. 


866. 
-367. 


368. 


309. 


IV. 


para, par- (ante vocale), zaoa = contra, juxta, trans. 
D G para-bola n para-metro n para-grapho n... {|| L prae (57). 


allelo G C allo + allo (per dissimilatione de secundo elemento). 
|| D ein-ander. 


allo G, &llos =|| L alio. D G all-egoria, allo-tropia, par-all-axi. 


Nota: G allo — L alio = G phyllo — L folio. 


normale FI, ADFH normal, R normali. (C norma + -le (6). 
norma HIR, D norm. 

(CC gno- (250; vide nota 249) + -ro (107) — -o + -ma (secundo Van.). 
-ma 7) nor-ma n fa-ma n ani-ma n for-ma n spu-ma nlacru-ma n.... 

Il G-47, gram-ma. CC -mo (125) — -0+-a (37. 

projectione (P4), AF projection, H proyeccion, I projezione, 

R projectsija. (© projecto — -0 +-ione : 118). 


projecto, À project, D projekt, F projet, H proyecto. I progetto, 
projetto. 7) project-ile, project-ivo. 

(C pro- (134) + jac- (vide nota 240) + -to (135). 

jac-, jace, (infinito: jàcere). | 

D ob-jec-to, ad-jec-tivo, con-jec-tura, -jec-ta = F jette, I getta 

D jacère (passivo de jàcere) D F gésir, H vacer, I giacère. 

> L jac-tura, jac-ulo, jac-ta,... 


translatione (P5) ADFI. 
C trans (64) -+ lato 211) — -0+-ione (118). 


symmetria (P6) (1 ovuneroia ADFHIR. 
C sym- (32) + metro (306) — 0 + -ia (143). 


motore ‘P9) I, LAH motor, F moteur. (C mo- + -tore (138). 
motu HI, F mouvement, (| mo- + -tu (100). 


move, mo-, AH move, F mouv-oir, I muove. 

D) ino-bile, mo-mento, mo-tu, mo-tore, mu-ta. 

[| G a mers o-, S me = R mje-natt = L muta. 
‘Grassiann puta: move — mer = mone — mene;. 


homothetia ‘(P10) vocabulo scientifico). 
(homo + the (23) + -to (1351 — o- -|--ia 1143). 


homo-, (1 ou 5. DD homo-logo. homo-nvmo, homo-gen-eo,.. 

— || L sim-ile (198). 

sinu, LADFR sinus, HI seno. 

traduetione in L (anno 1500) de vocabulo Arabo g'ib = L sinu = 
F pli, introdueto per astronomo Al Battani a.800, pro indica 
chorda plicato in duo parte. 
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378. chorda, G yoodn, A cord, chord, D chorde, F corde, H cuerda, 
I corda, R chorda. 
u,vevet .D). chorda (w,v = mod(Uu—Ur,. 
Ptolemaeo a. 190 calcula chorda de arcus de 0° ad 180°, 


319. cosinu = complementi sinu. 


390. coordinata (P14) L scientitico, ADHIR, F coordonnée. 
€ co- (47) + ordina + -to (135) — -0o + -a (126, linea». 


381. ordina HI, A order, F ordonne, D ordne. 
(C ordine (297) — -e + -a (92). 
ata 
Ideographia repracsenta, ope pauco symbolo, innumero vocabulo commune. 
Me exprime aliquo vocabulo de Geometria elementare: 
ue V=t0 7). qu = vectore parallelo ad wu. 
Qu = vectore parallelo in idem sensu de «. 
ae p . de pera .Y). 
a:Qb—a)= radio de origine a et que transi per b. 
a+9 b—a) = segmento inter a et b, sine extremos. 
a+-@(b—a) = idem segmento cum extremos. 


384. radio, A ray, F ravon, H rayo, I raggio, LADR radius. 
(C rad- + -io (43). 
385, rad-= se dilata, extende, irradia. 
D rad-io, rad ice, ramo (CC *rad-mo). C E vrad, S vardh, vradh. 


386. origine, FI, A origin, H origen. C ori- (298) + -gine. 


387. -gine Dori-gine, vora-gine, lanu-gine, verti-gine. 
C (secundo Henry: -co (201, — -0 + -ine (302). 


388. segmento HI, ADFR segment. (C seca — -a + -mento. 
Nota: -€ + m- D) -gin-. 

339. seca=divide. I scie, H sega, I sega, seca. 
—) seca-nte, sec-tore, sec-tione. 
I| A saw, Dsiige, D sehe = L vide, R sjec'r. 


390. -inento D aug-mento, mo-mento. 
i] -mate G -uari, theore-mate, lem-mate, ... (60). 
CC -men (251) +-to (135) 
= -men; frag-mento = frag-men, medica-mento = medica-men,... 


UEV . VE Vequ ._}). qu+qu= vectore coplanare cum vet v) 
391. coplanare, com-planare. Vocabulo introdotto per Hamilton ; 
A complanar, F coplanaire. (C co- (47) + plano (356) — -0 + -are. 


392. -are =-ale (239). Suffixo -ale, post thema que contine litera /, sume 
forma -arc: milit-are, popu/-are, line are,..., per lege dieto « de dis- 
similatione ». In tardo latino existe forma: fili-ale. 
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GEP . UEV . lEVœequ ._). 
a+Qu+Qv = (angulo de vertice « et de lateres a+Qu et a+Qr). 
suo supplemento = a+Qu—Qv 
suo opposito = a—Qu—Qv 


393. angulo H, AF angle, I angolo. 77 tri-angul-atione DR. 
ij R ugol”. C ange — -e-+ -ulo (224). 


394. ange Y (393), ang-ore, ang-usto, ang-ustia, anxio,... || D angst, 
enge, et G ane-vlosi, anc-vra D) L ànc-ora, D angel = L hamo,... 
L une-0, un:-ino = G oncino,... Va n.). 

395. vertice HI, LA vertex; || R verch’, vers’ina. 
CC verte (204; — -e + -ice. 


396. -ice = vèrt-icenàp-ice n... rad-ice n bisectr-ice n... (CC -i- 19) + ce. 


397. -ce 1) fero-ce, mer-ce, ta-ce, -a-ce, velo-ce. 
Secundo Grassmann, || -co N. 201). 


398. Zatere, latus, H lado, I lato. D later-ale AD. 
399. supplemento ADFHI. (C sub (95) + ple (111: + -mento (390). 


400. opposito, A opposite, F opposé. H oposito, I opposto. 
_) opposit-ione DR. (C ob- + posito (216). 
401. ob=pro causa de, contra, ante. D ob-jecto, oe-curre. 
[| G epi=epi-tomenepi-graphen..., S api, abhi, Ro, ob’, 
A be-= be-get n be-fore ..., D be. 
GED . UE Vequi . IE Vergt-qr) .D). 
atqut+Qe+Qw = angulo dihedro. 
atqu es latere, A edge || L acie, F aréte C L arista. 
atqutQe, a :-qut+tQtio es facie s. 
a+-Qu+Qr+LQre = angulo trihedro ; «a es vertice, a+Qu, a+Qr,... es 
lateres, et d4Qu |-Qe, a+Qu !-Qre, ... es facies. 
402. dihedro, diedro (non L, non (3). 
A dihedron, F diédre. € di (=duo, N. 114) + -hedro. 

Si nos suppone ce vocabulo derivato ab vocabulo Graeco (quod non es), 
tune nos debe seribe « diedro », sine #. Nam in G, in compositione de duo 
elemento. si seeundo habe A ut initiale, ce À evanesce, si non seque #,p,c. 
Exemplo: an- + hvdro D GL anvdro. F anhvdre, a anhydrous non de- 
riva de vocabulo (i, sed es composito moderno de duo elemento G. 


4083. -hedro D exa-hedro, tetra hedro ... (C hedra — -a -+ -0 (1821. 


404. hedra G fou = L sede, facie. D ex-hedra, cat-hedra . 
(CC hed- + -ra. [| L sella, D sessel, A settle, R sjedlo. 


405. hed- ( #0-, || L sede. 
406. sede (verbo’, || S sad-, G hed- 365), D sitze, setze, R saditi. E sede. 


407. ra Go ou = -r0 (1070) ---0+-a (837). 





408. 
409. 


410. 
| 411. 


412. 


413. 


414. 


415. 


416. 


421. 


422. 


IV. 20% 


acte || A edge, D ecke. C ace — e+-.ie. 


ace=es acido; (in compositione) = es acuto. 

_) ac-ido, ac u, ac-uto, ac-re. 

if G ac-ro-poli, ac-ro-bata, S ac, D ihre = arista, R ostro. C E ace. 
-ie D) spec-ie, ser-ie, fac ie, progen-ie. 
facie, AF face, H faz, I faccia. D super-ticie. 

C (secundo Van. et Grassmann) face — e + -ie 371), = apparentia 
vel C (secundo Bréal) fac 137) -- -ie, = factura. 

face 1. 2 fac ula, I fiaccola, D fackel. (CC ta- -+- -ce. 

fa- = vide-re, splende ; clara, explica, Jloque. 

D fa-cie, fa-villa, fe-nestra, fo co; fa nte, fa-to, af-fa-bile, pro-fe-ssa. 
[{ ( pha-, pha-si, dia-pha-no, epi pha-neia = LL super-fi-cie, pha-e- 
momeno, pho-s-phoro, pho-to : pro-phe-ta, eu-phe-mismo, pho-no. 

[| R bjelvj = candido, S bhà = splende. CC E bhà. 
parallelogrammo, G zrouiinii;ouuun-r, ADFHIR. 

C parallelo (330) + vramma — -a + 0 1182). 

Es figura a+0w+0v. 

gramma (x oauur = LL linea, G yvonusa = L litera. 

DD grammat-ico, F.intn. gramme. CC graphe — -e + -ma (366). 
graphe G D graph-ico, phono graph 0... 

= L scribe cum quo es ligato, secundo Van... 

ij D kerhe = L sculpe. 

parallelepipedo (1 zavaiinisrireôo vr 1Euclide 1, 11 Prop. 29. 
ADFHIR. (C parallelo :330. — -0 + epipede. 

Es figura a +0 LO LO. 

epipedo (= L plano. (CC epi + pedo. 

epi G=L supra, =] L ob. D epi-evelo DR, epi-gramma. [| $ api. 
pedo G = L agro campo, solo. || G podi=L pede. 
orthohedro. Ita Mansion voca < parallelepipedo rectangulo ». 
(CC ortho + hedro (363). 

ortho G = L recto. D ortho von ale, ortho-graphia, ... 


ke Cls'q .2. 


k+qu = evlindro, prisma, que projecta fisura X secundo directione wu. 
atqui—aì = cono, pyramide, que projeeta Æ de puneto «. 


423. 


cylindro (+ x'krdeo-s, AD eylinder, F evlindre, HI cilindro, 
R tsilindr’. (CC evlinde — e + -ro (107). 

cylinde =L rota, rotula. C cyl- + -inde (20 . 

cyl- = rota. 7) G polo, L colu, R cole so DI calesse. 
prisma G zoioua, A prism, DHIR prisma, F prisme. 

C prize i= L seca, trunca) } ma (60). 
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427. cono, xdvo-5 À cone, F cône, HI cono, LDR conus. 
C co- (thema G=L cu-) + -no (160). 


428. cuneo I, H cuneo, cuno, AF coin. (CC cu- + no (160) — -0 + -eo. 





429. cu- = acue. D cuneo. || G co-no, A ho-ne, S ça, ça-na. 
430. -eo D) aur-eonroseo. || G -e0: chrvs-e0. 


431. pyramide DF, A prramid, HI piramide, R piramida. 
C Gavoazidi C Aegyptio. Simile ad G pyr = foco, G pyro = grano. 


Angulo (e,1) es recto = luxXv=—0) 
» » acuto = ( >» 50) 
» » obtuso = » <0) 


432. acuto I, A acute, F aigu, H agudo. (CC acu + -to (135). 
433. acu, F aiguille, H agu-ja, I ago 
TD) acu-e, acu-men, acu-leo. (CC ace (370) — -e + -u. 
484. -u 7) ac-u, -tu (100), sens-u, flux-u, man-u, corn-u, sin-u, gen-u, 
gel-u, ... || G -y = pol-ynbar-v n... 
Desinentia L -u in FHI coincide cum -0: L manu = I mano,...; 
sed mane in compositione, in vocabulos internationale : 
man-u-ale, sens-u-ale, vis-u-ale, man-u-brio, flex-u-oso, luct-u-090, 
corn-u-to, sin-u-oso, Gen-u-a = I Genova, ... 
Vocabulos que termina in -0: campo, naso, oculo, vento, ... 
produce: camp-ale, nas-ale, ocul-are, vent-oso, ... 
435. obtuso H, A obtuse, F obtus, I ottuso. 
(C ob (401) + tud- + -to (135); vide nota 174. 
436. tud- D tu-n-de, con-tuso. || S tud, G tvp-te, D stosse ?. 
437. sphaera de centro o et de radio r, rato ut superficie = 
| prxs[mod(x—o) = rl. 
G oœpaioa, AF sphere, D sphiire, IR sfera, H esfera. 
438. alterno, altern-ato ADFHI. (C altero — -0 + -no (160). 
439. altero, F autre, H otro, [ altro. || G allotero. C al- + -tero (269). 
440. alio || G allo (363:, Gotico alja. || ? S arja = socio. 
C al- + -io = ali + -0. 
441. al-, ali (L. antiquo) D al-io, al-tero. =|} A el-se. || D elend C D 
antiquo ali-lanti, D El-sass. 
442. éndice FHI, LAI index. (CC in (113) + -dice. 
443. -dice D) in-dice, ju-dice, vin-dice. (C'die. 


444. dic, dice (L. antiquo) I, F di-re, H dec-ir. 
D dieta ADR, dictione ADR. || G deic- = indica, dicê = justitia, 
dic-asterio, svn-dic-0, para-dig-ma. || D zeihe, zcige, S dic. 

445. positione ADFHIR. C posito (216) — -o + -ione (118). 





LIMITES 


Formul. t. 5 14. 











V. LIMITES. 


S1 Em lim 


Vocabulo «limite» habe in Mathematica plure sensu. Idea 
plus simplice es indicato per l = «limite supero » et 1 «limite 
infero ». |’ fac corresponde ad omni classe, uno numero deter- 
minato, finito aut infinito. 

In secundo loco se praesenta classe indicato per À = «classe 
limite >», A = «limite generale, à = «classe derivata » (pag. 139- 
142), que ad classe fac corresponde classe. 

Nunc nos stude limite de successione et de functione. 

Nos considera successione de quantitate, in numero infinito : 

Vo Li Ya Fg Li 
Id es, nos suppone que litera a cum uno ex indice 0, 1, 2,... 22... 
repraesenta quantitate. Indice, scripto ad dextera et sub lite- 
ra 4, differ de variabile que comita +, solo per forma typogra- 
phico. Ergo nos suppone que 

SO, x, 12, 0 QU, è 
es quantitate; quod nos exprime per signo f de functione : 

re AIN, 

lege: « x es successione, vel serie, de quantitate ». 

Nos considera valores de :: respondente ad indice de *# in 
post: x‘(1+N,). Suo classe limite generale A4x‘(1m+N,) varia 
cum 2; et sume valores Ax‘(24N,) |2N,. Me voca «limes de 
@», etindica per « Lmx», classe parte commune ad omni classe 
Ax‘(n+4N), pro in = 0,1,2, ... Collecto diverso suo elemento, 
definitione de Lm sume forma : 


w 1. x£qfN,._). 
‘0 Lma = MlAr(m+N a NJ Df Lm 
Si nos elimina signo (Y\, vel substitue ad illo suo valore 
dato per definitione, P*0 fi: 
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‘1  Lmæ = u3[ meN,._)_ ae Ax(m+N)] Dfp 
[ IIT. $6 P1-0 DIN .D. P] 
« Classe limes de x, es classe composito ex omni objecto 


a tale que, si nos sume numero arbitrario (indice) mn, semper 
a pertine ad classe limite generale de valores sumpto per x, 


de m in post». 
Nos pote elimina symbolo À, cum introductione de signo 4, 


l’, 1, que occurre in Df de A. Tunc definitione se decompone 
in tres propositione ‘2°4'8 : 








‘2 qpgLma=as[meN,._),. ae hr(m+N)] Dfp 
[ Distrib(s,n) (Di qn Lme = asfasq . ae Line] 

DfLm I). à = mot : me N; Dm as Az‘ (m+N)| 

Sa 26.2. Re , ae Ax“(m+No)] 
Distrib(e,m) DI. ' . ge qa Aæ‘(m-N;)| 

SA "2. à. h " , ae À r'(mH4-Np)] | 


« Limes finito de +, es omni objecto (numero) a tale que, si 
nos sume numero ;7, seque, pro omni valore de sx, que a es 
uno ex valores limite de classe de valores de +, de w in 


post ». 
Et si nos vol elimina signo À, nos habe detinitione sequente, 


expresso per solo signo elementare : 


‘3 deg. )-. ae Lmr =: 
MEN, . REQ un. (HN n3[mod(@,—1) <A] Dfp 


{ P:1.9.. ae Lmæ .=: men) Dm. de à mm No 
MEN Dm he 4 LM AENo)nyal[mod(y-a) <A] 


Df À ep - =. 
Import .D).'. =: Me . Mele + dn, h " u ï 
BIO de. > Da n A n] (m+No)mrs|mod(wen a) Eh I 


e SÌ i es successione de quantitate, et sì 4 es quantitate 
(finito), tune nos dice que a es uno ex limes de successione .r, 
quando, si nos sume ad arbitrio numero integro (indice) sa, 
et ad arbitrio quantitate positivo #, seque pro omni valore de .r 
ed de 4, que nos pote determina aliquo indice, sequente 7, 
et tale que differentia inter elemento correspondente in suc- 
cessione et quantitate a es, in valore absoluto, minore de >. 
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Casu de limes + co es plus simplice : 


‘4 +oeLmx =. l'&N, = x Dfp 
[ Dflm.2.:. +wes Lmr.=: meNo Dm. +0 Ar‘(m+Ni) 

Df 4.2)... » =: MEN, Im. Va m4 No) =x (1) 
meNo Ii l'ae‘(m+No)=% .=. l'& No, =w (2) 
(1). (2) D.P | 

‘3 —o eLme =. lexN=_-% Dfp 


« + æ es limes de successione 2, quando limite supero de 
valores de vale + o. Et in modo analogo pro — ce ». 


% 2. xEeqfNn.._): 
‘4 lfll'oe(@+4+N)] mn N} e Lma 


[ Hp. y= l'x(m+Nillm.az=lyNo Di 
m,neNo I. m+n+N ID MIN, 


» . Opera ID. c(M+n+No) D x‘(m+Ni) 

» . Operl' D. y(m+n) sym (1) 
meNo . (1) .D. azzl,y(m+No) .D. ae À y‘m+4No) (2) 
m.neNo I. y(m+n)e A x‘(m+n+No) - (1) D. y(m4n) e Ax‘(m+No) 

D. y‘(m+4No) D À x‘(mH4-No) (3) 
MEN, - (2). (3) (DD. ae Ax‘(m+4-Ny) (4) 


(4) . DfLm .Y. a Lmx |] 


« Si in successione x de quantitates, nos considera limite 
supero de valores de + de sx in post, illo depende de 7. Limite 
infero de valores de limite supero præcedente es limes de æ ». 


‘2 li l'a‘+Np/|ia Ni = max Lm x 
3 10, » » » min ». 


‘4 qLma [ P2:1.D. P] 


« Omni successione de quantitates habe limes ». 


‘8 XqnLma)=qnLmx 


[ S4 11.2. gnaLme D 4(qaLma) (1) 

meN, . ye A(qnLma) . PIL. PI .D. ye 24 x'‘(m+ No (2) 

» » . (2) . $4172.D. ye À x‘(m+Ni) (3) 

(3) . Export .Di: meNo Dn. ye 4 r(M+N,) (4) 
ye XqnLme) . (4). P10.. yeqnLme (9) (1). (©) DD. P ] 
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3. ceqNn.). ‘Oo lime = ? Lux Df lim 


Si classe limes de successione », que semper existe, consta 
ex uno solo individuo, casu multo interessante, tune nos indica 
per lim; lege : limite de ., ce limes unico. 

Per eliminatione de signo « Em », Df gene propositiones ‘1°2: 


4 deg.) a=lime=: 
heQ Ii A NM une m4N, DI moda, —a) <<} Dfp 


[| a=limr =: 
x — x =e Lin. e TL atri N pr NS = Lans Qu Noel =: 
heQ Dik 4 Nya ma le mEN, ah]. 74 Npmsl a m--N) > a—h] := 
» Nea ma[a-le > Van NS la (n-N, > ak] =: 
» » [ne m+N, Da dh > 2n Dal] =: 
» » » mod ru —4)<h] |] 


« Si a es quantitate finito, tune affirmatione de propositione 
« &« vale limite de successione .° », significa que, si nos sume 
ad arbitrio quantitate positivo /, semper nos pote determina 
indice s#, tale que, pro omni indice ,, superiore ad 5x, diffe- 
rentia inter et a semper fi in valore absoluto minore de } ». 


Membro definiente, vel secundo membro, contine literas /,2,,2, que non 
occurre in membro definito, vel primo membro. Ce literas debe es apparente 
in secundo membro; in vero À es apparente quare figura ut indice ad primo 
signo _); 220 es apparente quare figura cum signo 3; et 7 es apparente 
quare figura ut indice ad secundo signo 7. 


2 +e =lime =: ReQ da N #08 E m4N, dai iL, >] 
DI Dl H])!” E . D, —h}] 

«+ x es limite de successione à, quando ad omni quanti- 
tate positivo À responde aliquo indice ,., de que in post, 


semper termine de serie supera / ». In modo analogo pro 
limite — oc. 


4 lime E quewvut— x .=. maxLm.e = min Lmur: 


« Conditione necessario et sufticiente, ut limite de x es quan- 
titate finito aut infinito, es que maximo suo limes coincide 
cum minimo limes ». 











‘4 lima eq =: 
heQ Di. NN ns neN, da. mod(xm—%m+n) <<] 


i BOLZANO a.1817 p.35: «Wenn eine Reihe von Grüssen 


Pie, Pr Pig EA 

von der Beschaffenheit ist, dass der Unterschied zwischen ihren nten Gliede 
Fx und jedem späteren F#+"x,sev dieses von jenem auch noch so weit 
entfernt, kleiner als jede gegebene Grosse verbleibt, wenn man » gross 
genug angenommen hat: so giebt es jedesimahl eine gewisse beständige Grôsse 
und zwar nur eine, der sich die Glieder dieser Reihe immer mehr nähern ... »| 

Versione: Si uno serie de gross-ia habe proprietate, que differentia inter’ 
suo membro de loco x et omni ultra,... minore que omni dato grossia 
mane, quando n grosso satis sumpto es; tune existe semper uno deter- 
minato grossia, et uno solo, ad que membro de serie semper plus es prope. 


‘5 lima eq .=: 
heQ Dh. A Nfimal pe m4N, pg. mod) —q ZH 


45 Alio forma de conditione ut limite existe. 


‘6 limr = 1a8fue CISN,. l'io Da. ae Ax) Dfp 


NOTA 


Idea de limite ‘non vocabulo), occurre in Euclide in mensura de pyra- 
mide (libro 12, P9), et in Archimede; ce limite es exprimibile per symbolo 1°. 
Pro functione crescente idea «lim » es reductibile ad «l'» per P#1. 

Definitione de Wallis, a.1659 t.1 p.383, que quantitate variabile ad suo 
limite « continue propius accedere ita ut differentia tandem evadat quavis 
assignata minor; adeoque in infititum continuata evanescet » conveni ad 
casu particulare de functione crescente, vel decrescente. 

Definitio completo de «lim» es recente, a. 1860 circa. Vide citatione ad 
P42:1, et Formul. t. 4, p. 148. 

Classe « Lm » occurre in Cauchy a.1821 p.30: 

CIRO si l’on suppose que la variable æ converge vers zéro, on aura 

lim (sin =) Nate) 
F 


LI LD » 1 Li » « . 
attendu que l’expression lim | (sin = admettra une infinité de valeurs 


comprises entre les valeurs extrêmes — 1 et -- 1.» 
Versione . Laiufsin(l'c: €, qet0, 0] = (—1) 1 

Vide et P22-5, P24:5. 

Me defini « Lm » in RAM. a.1892 p.77, et Sur la définition de la 
limite d'une fonction, AJ. a.1894, t.17 p.38-68. 
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446. limite (Vide N. 253) AFHI. C lime — -e + -ite (256). 

447. lime (L antiquo), Zfmo — que es limite, es obliquo, transverso. 
CC lic- (284) + -mo (195). 

448, limes = Lm, es plurale de « lime». C lime + -s. 
Et es nominativo de «limite ». 
Ita me indica idea « Lm >». 

Formul. t.4, lege svmbolos e Lm >» et «lim» per «classe limite», et 
«vAlore limite». 


Scriptura commune lim fy, in loco de lim{f,u,x) (P40), contine litera 
= 
“apparente y, et non contine litera reale u. Es symbolo incompleto. 


N 4. const cres decr 
‘o ueClsq De. 


fe (qfu)const — fe af: : HYEU by fe=fy Df 
fe(qfu)cres .=: >» cyeu. a<ZY. day. fe <fy Df 
» cres, «=: <<» Df 
» decr = » > » Df 
»  decr.=: » =» Df 


Ces P defini expressiones : « functione constante », « functione cre- 
‘scente », « funetione crescente, quando varia», « functione decrescente », et 
« functione decrescente, quando varia ». 


449. constante DFH, A constant, I costante. C consta + -nte (142). 


450. consta HI= sta, es composito, habe per pretio. 
DD HI costa = A cost=F coûte = D koste. (C con- (47) + sta (77). 


451. crescente I. À crescent, F croissante, H creciente. 
C cresce + -nte (142). 
452. cresce I, H crece, F crot-t. (CC cre- + -sce. 
453. cre- _}) cre-sce, in-cre-mento, cre-a = fac cre. 
| G cra-, demo-cra-tia, S car. | 
454. -sce = cre-sce n no-sce n pa-sce n na-sce- n adole-sce-nte AFHI. 
‘albe-sce = fi albo, albe = es albo, I fini-sce = L fini. 
I] G -sce, S -cc'a, A -sh, wa-sh, wi-sh, D -sch, for-sche, mi-sche. 
455. decrescente I, A decrescent, F décroissante. (C decresce + -nte. 
456. decresce I, A decrease, F décroi-t, H descrece. (C de + cresce. 


‘4 fe(qfN,) jcres, >. limf=1'/"N, . limfe qu(+ 0) 

2 » decr » IfN . » L(— oc) 

« Si f es successione crescente de quantitates, suo limite vale 
limite supero de suo valores; ergo es semper determinato, fi- 
nito aut infinito ». 





% 91 ve(NfN)sim ._). limu = : 
| aeN,.. Num Nonns(un e 0a) < Ni 
(1). $max 8.7). max Nonns(un Sa) 
aeNo m= max Nya Un SA)+1 . pe ; 
‘2 xeqfN,.ue (NfN)rep ._). Lo 
‘3 > » sim. ). 
‘4 Hp'3.limr E quio vio ._ 


k 6. x,yegfN,.meN,. aEq.). 


‘4 Lm(a+<%,)|s=4+Lma 
2 +00, — 0 «e Lma yLmy . ). | 
‘3 limxeq ._). Lm(r,+y)ls = li: 
‘4 lima, limy eq ._). lim(x,+y,)fs : 
5 lime =00. —soee Lmy .).liri 
* 7 x«egfN,.). 
‘4 Lm(—x) = —Lmr 
[ DfEm.).:. ae Lm—x.=:meN, Di. 
$'2-4. 8022 9... » 
Comm(4A,—)... » 
Oper—* .7).:. » 
Df Lm I. » .=., —-te Lmx 
Oper— .D: » .=. a —Lmr 


2 limrequio ut— © . 7). lim — 


k 8. ryEeafN,. ). 
4 ae q=0 ._). Lm(axæx) = axLni 


4 

2 € Lm modæ & Lm mody. ).. 
‘8 lima, limy eq ._). lim(æ,XY,){s : 
4 limx—w.0-€ Lmy.). lim(r: 


% 90 lim/n|n=0 


1 xe QfN,.0, ce Lmr .). Luni 
‘2 rE(qu0)fN,.lima € qu0 ._). È 
‘3 » » =0 » 7 
‘4 » » DO » y. 
‘5 œEeqfN,.lim(x ,—r )lnequix 


Lime /n)lu = mir «ul |) | NE 
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—- —— = — - _ = — yT__——-— 


% 101 del+Q.0). lima* 1 n=00 
[ neN, (DD. an > Lbaa—1): lim f1H4-r(a—1Va =x :DP |] 


2 ae) .). lima” | x =0 
8 Lm(—1)"|a=1v4—1) 
Exemplo de funetione cum duo limite. 
‘4 JEUTN,.mnEN, ._). Lm x,” | s=(Lmu)" 
‘5 » . lime eq ._). limaæ"|s=—(limr) 
‘6 ae 1+Q .ueeN, ._). lim (e°/n°”) | a = 
[ #>œm--1. SQ 905.7. aNa (n +11: pla 1)fim+1)> 


Ma Ariano. OpeQon--1 D. an>|ia 1) (an-p1i)e+t1. 
Oper Jo I. CUL pont > nia] li m-1;}e+1 ] 


Yo 111 aeQ 2). lima |a=x . lin |a —0 
2 deQ .) lima ln —=1 
8 re QPN,.limæeQ . seeq 2). lim" | s= (lim.r)” 
4  Hp'3.yeufN,.limyegq._). lim My) | s = (dim»)Nlimy) 
Distrib(lim, N 
‘8 re QÉN,.lim(æ, /æ)|neQuex I. 
lim(“Je.) | = lim (@,,,/2,) | i CAUCHY a.1821 p.603 { 


6 abeQ I). lim[(Q+")/2T7 | n = tab) 


% 121 ae. lim ("1x 80 
—.——_ —_ _____=1Qnsr3(a*=2a) 
}) EIsENSTEIN JÎM. a.lB4t 1.28 p.49 | 
2 a,bEN, 2). lim[{[b 244) 0) je = (a +b) —« 
‘3° deQqnENI .). 
ner) fr Or = 10031 r-a =) 
Limiter) for] OÙ le = 2Q0113(1*+r—a —0) 
i JOH. BERNOULLI t.4 p.13: 
e universaliter "a+" a+" (+ te Le) pro aequatione 


habebitur 2° px = 0 » 


% 1341 «eq .). lim(a”/0)) | —0 
2 limJonju=o } CAUCHY a.1821 p.64! 


va SI AE 


Np % 14 
0 lim {[Num(Npnl""#),#]}2 =0 | LEGENDRE a.1197 p.464 | 


‘1 lim}[max{Np AAA on) /N I] /n! |a = 
i TCHEBYCHEF: Vide MARKOFF a.1895 ParisCR. t.120 p.1032 | 
2 lim'Num{NprAN, +31) ]-—-NumENPRAN + (ni {|n= oc 
3limo—— sf -————————————||1=1 


{ 


| 
/NumiXpñl"En] | In =/2 
2-3 TCHEBYCHEF a.1853 t.1 p.697; ‘4 CESARO a.1896, NapoliR.{ 


ke 15. 

‘Io EN, D. Lmfn/n)in = [0 (n—1)] ve 

Exempla de functione cum n limes. 

2 «eR._). Lm p(an)jn = [0(dta —1)] dte 

3 dEQeR ._). Lmf(an)n = O 

‘4 Lmpy=0@ [ ae0 . neN; DI. fu[(D)< Net Nna-;-1]—@ a OX» | 

Si de numero x nos extrahe radice, x et considera solo parte decimale 
fjr, tune, si numero n varia, fr habe ut limes omni quantitate inter 0 
et 1. 


In vero, dato numero « inter 0 et 1, radice de numero scripto in de- 
monstratione, habe 7» primos cifra decimale commune cum «. 


8 feqfN,.limf=%.lim(n+1)—/)| » =0 ._). Lin ff =9 

‘6 Lim [n-(E)}]|a = Noe 

7 Lmfa—(Ela}/(Ere +1] ) n= Quo vee 

Si nos eonsidera numero 2, suo differentia ab maximo quadrato in 
illo, et ad numero quadrato proximo superiore ad illo, tune ratione de duo 
differentia habe pro limes omni quantitate positivo, et 0 et + x. 

Pro valores de 7: 0, 1, 2, 3 ..., funetione siume valores : 
0,0, 12, 21, 0, 1/4, 2/3, 3,2, 41, 0, 1/6, 25, 34, 4/3, 5/2, 6/1, 0, 1/8, 2/7, 
3.6, 4/5, 5/4, 63, 7,2. 8/1, 0, ... 


‘4 lim!) 





+ 16. 
‘1 ke l+Q.xeq 2). senc = lim (4 "ART /ART +R") ln 
‘2 rer .). lim [B(21)+(—2!2)]| = lim (sen f #210)|;e =0 
"24 JE er ._). » » » » » =1 


Expressione analytico de fun one, que pro > rationale habe valore 0, 
et pro + irrationale habe valore 1. Peano a.1884. pae. XII. 
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e e ee ee — _ _v_—T- rr —_ — + —— -- —_- 


s lim 
201 meQ .). lim M1'n)"/n"! [n= /(1n+1) 


[$£712 D. P] 
‘2 uegfN, ._). max Lm[s(w, l'n)'a]|n max Lmu . 


min » = mn » 
[ meN, D. LmXe, 1° 22)/n | n = LanS[e, 1°(m+4-n)]/(m+4n) | n 
= Lm; Mu, l'm){m+n) + Z[u, (+41) (me +-0)] mnt | n (1) 
LmZ(u, 1°°°m)/(m+n) | n =0 (2) 
meNy 1). (2) (.D. LmE(u, 1°); n 
= Lm3[w, (m+1)(m+ri]fimtn) | n (e) 
m,yneN, .D. Z[u, (m+1)(mtn)] < nl'u(m+HNi) 
= nl, u‘(m+N) (4) 


(4) . meN, D). 
max Lm®[u, (m+1)(m+n)]{(m+n) S V'u(m+No) x lim n/im+n) | n 


min » » » = L » » » 
Lma;(m+n)|n =1- (D) 
(3) . (5). meN, -D. max LmZ{u, (1°*22)]/2 | n a l'u(m+No) (6) 


(6) ._D. max LmE[ ... }/m | n S luttm+No) | m‘N, = maxLmu 


‘4 ue CIS Q. NumuEeN, ._). lim [(X 2°!) /( Go = = Max 
i D. BERNOULLI PetrC. t.3 a.1728 | 


% 21. SERIE. 


‘0 vegfN, ._). x, N) = lim[s(w, 0n)]|n Df | 

« Si & es serie de quantitate, tune X(4,N,), que nos lege | 
«summa de x, extenso ad omni numero N, », es, per defini- 
tione, limite de summa de », de 0 ad », quando varia x (et 
tende ad infinito)». 

Summa de serie et indicare per ,+%,+..., quando non es 
periculo de ambiguitate. 

Serie es successione summando. 

Serie # es dicto « convergente », si X(w,N,) €q. 

Ni serie # es convergente, «resto» de serie x, post n termine, 
es differentia inter summa de serie X(#,N,), et summa de pri- 
mos # termine: S[w,0":(2—1). Vale summa de serie «+, +... 

Functio &# vocare et «termine generale» de serie. 





457. serte AL series, F série, HI serie, R serija. (CC sere — -e + -ie (411). 
458. sere = pone in serie. T) ser-ie, ser-to, as-sere, as-ser-to, de-ser-to, 
dis-ser-tatione, in sere, in-ser-tione D, ser-mone. 
[| G eire=L necte, G hormo =L serto, monile de collo. 
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459. convengente FHI, AD convergent. (C converge + -nte (142). 
460. converge (L scientifico) AFHI, D convergire. (C con- (47) + verge. 
461. verge I. D) con-verge, di-verge || L urge, S varg’. 
462. ad-verge (Leibniz) = converge. (C ad (41) + verge. 
463. convergentia, AF convergence, D convergenz, I convergenza. 
C converge + -ntia (144). 
464. di-verge AFHI, D divergire. (C di- (51) + verge. 
Habe plure sensu in differente auctore. Serie es divergente: 
1°. Si non es convergente. 
20. Si co = lim Z(u,0°""n)|n. 
30, Si æ e Lm Z(u,0'-"»)|n. 
‘01 ke Cis'N, . ue gf ._). X(u,k) = S(umin, kr, Na) Df 
Si functio & es considerato in aliquo classe À de numeros, nos reduce. 
Zu,k) ad casu praecedente. 


‘1 ue QfN, Di SUN) = Se, On) | AN, . X(u, N) € Quito 
| Hp .D. Zu, 0%n)|n e (Qf Nijcres . $lim 42 .D. Ths | 
« Si uw es serie de quantitate positivo, suo summa jam con- 
siderato in Arithmetica III $15 x P12, es semper numero de- 
terminato finito aut infinito ». 


‘2 u£zqtN,.>(uN,)eq ._). limu=0 
[ Hp. neN; .D. un = Su, On) — Eu, 0° (n—1)) (1) 
Hp. (1).D.limu = Xw,No) — Eu, No) =0 | 
« In serie convergente, limite de termine generale vale 0 ». 
limu=0 es conditio necessario de convergentia, sed non sufficiente. 
Per ex. serie de reciprocos de numeros naturale, considerato in P23-1, habe 
suo termine generale que tende ad 0, et non es convergente. 
‘3 uegfN,.S(,N) eq . hEQ. DEN, ._). 
A Nnmaine m+N, ._),. mods[e, (+1) "{(n+p)] <<! 
[ Hp. P:1.D. time =0 .D. limN e, (+1) +p)] =0 .D. Ths | 
Si u es serie convergente, tune pro omni valore de quantitate positivo À 
iparvo ad arbitrio), et pro omni valore de numero p (magno ad arbitrio), 
Semper existe indice 7 tale que pro omni indice nÆm, semper summa de 
p termine sequente termine de loco », es in valore absoluto minore de A. 
Aequivale ad P:2; exprime conditio necessario pro convergentia, sed 
non sufficiente. Per exemplo, in serie de reciprocos de numeros naturale, 
Z'.(e+1)-@+p)] < pin, que fi < A, si a>h/p. Et serie non converge. 


‘4 UE QfN,._).. SAN.) eq .—=: REQ. di. 4 Nnaine in+N, . 
PEN, Dan MmodS[e, (n+1)"(4+9)] <A]; P34 D P: 


Conditio necessario et sufficiente pro convergentia de serie. 
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Differentia de P:3 et P'4 es notato in tractatos de Catalan, Mansion, 
Hagen; sed confusione mane hodie in aliquo tractato. 
50 vregfN,. CN, MN) eq 2). 
S{(e, Fr. IS, No] = N04N0 HN.) Distrib(X,+) 
[ P0D. Sizst+es fs, No] = lim XY{s+e8) [s, On] la 





Distrib(Z,-t-) = lim [Xu e0, 0° na) Xe, On] Jr 
Distrib:lim, +) = lim Lu, On: |a + lim Eu, 0° 1) na 
P'0 = Zu,Ngi + Er, No) | 


‘i ae QEN,. S( (4, NJeQ . (a NYEQ DD. Ne. | 7°, N)EQ 
[Hp D. Zar ur |r, Nd SEA No ur |, No] = T ANNEE, No ] 


% 221 vegfi,. SN) €q. deq .). Mar, N) = aS(u,NO) 
[ Hp DD. Z(au,N, = lim Xau, 0° n) |a = lim aZiu, 0° no |a = 
a lim Zu, Ono |n = aË(u,Ns: ] Commis, aX) 


‘2 nre QflN,. Mex), SN) €Q DI. 
SI Sw. vb, 0172) a, Ni = JUN) X X(©;N) 
i CAUCHY a.1821 p.127! 
[ peNy (D. Xe, 0%E pl] X N] #,00%E p/2] < S[F(emenam| mm, 0), 
Op] << Ze, 01pii< Le ,0"p. :D. P ] 

Si & et 7 es serie de quantitate positivo, ambo convergente, 
tunc serie DIC bea sel (IIS, STIVA E e CLI SUEDE SITR D SE 
ubi nos multiplica omni termine de primo serie pro omni 
termine de secundo, et collige productos que habe identico 
summa de indice, es convergente ad producto de summas de 
duo serie dato. 

In vero, summa de termines de serie que resulta, de 0 ad p, es com- 
prachenso inter productos de suimmas de termines de serie dato, de 0 ad p, 
et de 0 ad maximo integro in p/2. Ambo ce quantitates tende ad producto 
de summas de duo serie dato, quando p verge ad x. Ergo, quantitate 
comprachenso verge ad idem limite. 


+3 ArEQTN,. SAN), SAN), X S(u2 la, 0°°*72) |n, No] EQ 
._). Ths P:2 | ABEL a.1826 t.1 p.226 | 
‘4 ag (QfN,) decr,. SAN) =x.neN,. he 0(a—1) I. 
Ma, AXN,+/h) =0% 
80 «e QEN,. SN) €Q .D. 0= min Lm ne, |a 
i ABEL t.2, p. 199: 


« pour qu'une série Zu soit convergente, il faut que la plus petite 
des imites de 222, soit Zéro ». | 
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‘6 “£(QfN.)decr. x(w,N) £€Q ._). 0= Lima |a |P-:3 DP] 
} CATALAN, ParisCR. a.1886 | 
‘7 vuegfN,. Lm S(w, 01%) | Dq . ae (QfN)decr. lima =0 1). 
S(au, N) eq i ABEL t.1 p.222 | 


va a ea I res 


fo 230 ve CSQ.) Xu — 
= l'x34 Cls' n ra(Numr e N. = N?) Df 
Summa de quantitate positivo (in numero infinito, es limite supero de 
summas de numero finito de quantitates. 


‘01 ve CIS'Q . qu DI). Nu E Qua 
‘02 re (QfNsim .). SUN) = SrN,) 


| 4 xN=% ! LEIBNIZ a.1673 MathS. t.1 p.49 { 
| [reNi+1.. ES f1i2%))2> 1-7 2 D. P | 
"2 abeQ I. S{(a+N = x 


| 8 #81+Q .D. IN," €Q 
| 5 ; (in-1) LENS L1+ (n—1) 


Stieltjes AM. a.1887 t.10 p.299, da valores de X N,-", si me 2-70, cum 
32 cifra decimale. Vide V. $4 x P11:1. 


8 me 1+Q DD. SON HD "= (1—-27%)XN7" 
;i.Joh. BERNOULLI t.4 p.11 { 
[ SN = 2284 (2N-4-1)228. SOON nm = 2-mSN,-m (DI. P ] 


Yo 24 veQfN, . ): 


‘0 RE0:nEN, Ii tai, <h D. SUN) < (1-1) 
[Hp Di neNo (Di ten <gh" 2. Nite, No) < (Ar |r, No) - $£ P12:1.D. P] 

Si in uno serie de termine positivo, ratione de uno termine ad prae- 
cedente es semper minore de uno quantitate À minore de uno, tunc summa 
de serie habe valore (determinato et finito) minore de numero seripto. 

Resto in serie considerato es summa de serie de idem natura; ergo es 
minore di wn /(1—4), si wn es primo termine relicto. 

Seque criterio de convergentia P ‘1. Hp de P ‘1 contine literas % et m 
que non figura in Ths. Si nos elimina h, criterio sume forma P ‘2. Si nos 
elimina m, nos habe P ‘3, de que P ‘4 es casu particulare. 


4 he0. meN ine mtN, Di af <h i). Su, No) EQ 
Hp . P:0 .D. Zw,No) = Eu, 0° (m_—-1))4+F(u,m+No) . Xu,m+No)eQ  DP 
MEN, . ITrz(s+1 ) lus |s°24+N})] £0 ._). x(#,N,) £Q 


RETE Î LT | 
Le] LUTTE fl, À | 
- } 


[pe] 
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‘3 max Lm(u,,,/u,) |n<<1 ._) S(u,N,) €Q 
[ P-2. Elimm (DP ] 
4 lim(u, ,/u,)]n E 840 . 7). X(u,N,) €Q [P3DP] 


‘44 lim (e, fu.) | £1+Q .D. M(uN) = < 
[ Hp .-D. limu=o .I. Ths ] 
i CAUCHY a.1821 p.123: 


«Si pour des valeurs croissantes de », le rapport 


Us] 





converge vers une 


n 
limite fixe k, la série sera convergente toutes les fois que l’on aura &<!1, 
et divergente toutes les fois que l’on aura £>1.»! 


5 € QfN,. max Lm "fu, [nr <1 .). s(,N,) eQ 
BA __——--———5I.). ——— = 
i CAUCHY a.1821 p.121: 


« Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, tandis que 
1 


n croît indéfiniment, l’expression (4,,)", et désignez par X la plus grande 


de ces limites, ou, en d'autres termes, la limite des plus grandes valeurs 


-de l’expression dont il s’agit. La série sera convergente si l’on a X<{]1, et 


divergente si l'on a k>1.»! 

Versione: quaere limite aut limes verso que converge, dum » cre ad 
infinito, expressione un[Nn, et indica per X plus grande limes. Serie 
converge, si X<1, et diverge si X5>1>». 


[ Hp:5.D. 4 (A5m)a(he0 . meN, : ne mtN Da. ta <A) (1) 
Hp'5. he@ . meN, i ne mM4N; .Dn. en <h DI). 
Eu, m4No) < Eh |n, m+-No) = Am/(1_Ah) (2) 


(1) . (2) D. P5 ] 
[ Hp°51. meN, .D. qnt No)» naun >1) .D. limu -=0 .D. P'51 : 


% 251 wve(QfN)decr.limu=0 .). M(—1)"%, [2, N] £ 844, 

Si 4 es successione de quantitate positivo, decrescente, ad 
limite 0, tune serie u, — +4, — converge ad fractione de 
primo termine #, Id es: 

Serie de quantitate alterno positivo et negativo, que decresce, 
et verge ad 0, es convergente. 

LEIBNIZ a.1713 Maths. t.3 p.987: 

«quandocunque series constat ex membris alternatim positivis et privativis 
et membra ipsa decreseunt in infinitum, series est advergens | 

Resto de serie considerato, post plure termine, es serie de idem natura; 
suo primo termine es primo termine relieto, Ergo resto de serie considerato 


es fractione de primo termine relieto. 
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% 261 uzqfN,.>(modu, N)eQ._). x(v,N,) eq 
[ Hp.D. Zimodu-+u}+(modu—u), No]/2 = Xmodu, No) € QD. 
Zimodwu +, No), Xxmodu —u, No) €Q0 DI. 
Z[{modu +u) — (modu —u), N oJ 2 = Zu, No) € qy ] 
i CAUCHY a.1821 p.129 | 
Si « es serie de quantitate relativo, et si serie formato per 
valores absoluto de x converge, tunc et serie dato converge. 
In vero, serie « es differentia inter summa de suo termines positivo 
(modu + «)/2, et de summa de suo termines negativo, considerato in 
valore absoluto (modu—«)/2. Summa de ce duo serie es finito, tune etc. 
2 uegfN,.X(modx, N) €Q. veNfNyrcp ._}). (ur, N) => (u,N,) 
} DIRICHLET JfM. a.1829 t.4 p.157 | 


‘3 UE qfN,. X(u+modu, N,)—=@ .x>x(u—modu, N) = — . 
limu —0 . hequito ._). F(NfN)rcp n cs[x(uo, N) =h] 
i RIEMANN a.1854 p.221! 


Y 271 uvre qfN,. X(modu, N), X( (mode, N o) £Q DI. 
SUN) X x(0,No) = SI X(t0,,U,_a 11% 0 n)[n, No] 
} CAUCHY a.1821 p.132 | 
[ peN, .D. modiZ(u, 0° p) X E(v, 0--*p) — X{X(Umun-m|m, 0 n)|n, 0---p]! 
Z(inodz, 0'-:p) X XZ(modv, 0--‘p) — 
Z|E(modummodwvn-m | m, 0° *m) | n, 0---p] (1) 
(1) . P22:2 (D. lim;X(n, Op) X Xv, 0 *p) — 
Z[Z(12mUnem | m, 0‘) | n, 04*pji | p —0 .D. P] 
Si serie x et v converge in valore absoluto, tunc lice mul- 
tiplica illos cum regula P22°2. 


‘2 u,vegfN,. x(modw, N) eQ. XP,N,) eq ._). ThsP1 
i MERTENS a.1875 JfM. t.79 p.182 | 
‘3 a,be(QfN)decr,. lima = limb=0 . }: 
ZI(—1Ya,|r, N]XX[(—1)"0,|r, No] = XIZI(-1)"a,b,_,|r, 0n]|n, Noi 
=. lim b.x(a, 0-*n)|n = lima, 3(b,0°"n)|n =0 
| PRINGSHEIM AmericanT. a.1901 pAll | 
Ths P'1 subsiste et in alio Hp. Vide Pringsheim, Encykl. IA3 p.96. 


+ 28. 
‘1 ueQfN,. heQ. cose Lm nu, |n . 7). X(u,N) €Q 
i CAUCHY id. | 


Formul. L & 15, 
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10 


ue QfN,. S(u,N) =. aEQ . 7). 
Spec /{x(0,0n}" |a; No €Q } ABEL t.2 p.198 | 
8 ue QEN SAN) = 0 DD. SI, iN On)]lr, Ni = 
‘+ ABEL a.1828 t.1 p.400 | 
‘4 ue QfN,. SUN) =0._). S[e,/x(u, 0°n) 
i Dini a.1867 p.43 | 
‘8 uegfh, . MuNI=%0 ._). 
Su, Se, OPS 2, (+1), NE ‘% 
‘6 ue qfN,. X(u,N,) eq ._). 
Su AS, OX Tu, 0° (+1) Ir, N] = ilo (UN 
| neN, -D. S'urpilZiu, Dr XX, Or ir, Oni = uy—/Eu, 0° (n+1))] 
} F. D’ARCAIS RdM. a.1895 t.5 p.180 | 
‘7 eq. moda<1 7). Niue 1x], N = (1—x)* 


‘71 » >1 » » —ax(1—x)* 
> D'ARCAIS RdM. 1.5, p.187 | 
Exemplo de functio analytico, que sub conditiones differente, repraesenta 
funetiones algebrico differente. 
‘8 x eq. mode<1 .). SNMP, N = (1—2) 
sii ——_——_—_—_——_— —_—_—_——_ = %/(1-a) 
i TANNERY J., DarbouxB. s.2 t.5 p.182 | 





n, Nol = 00 





% 29. 
40x80 I. Se (1—r") [n, N] = SiNumNr n'N)Xx" |n, Ni 
) LAMBERT Archilechlonik a V'TT1 1.2 p.507 
2 x:80 1). Sua" (1—-r") n N] = XYINum[N 2 n (N,+10)]2" |n, N} 
i EULER PetrNC. t.5 a.1760 p.70 | 
$ 1=/2142/3!43/414+...= S[u/An+1D! |, N, | 
i Joh. BERNOULLI a.1692 t.1 p.525! 
‘4 a,beN,.D(ab) =1._). x /INpr(aN+0)j = 
i DIRICHLET a.1837 t.1 p.313 ! 


% 31. BINOMIO DE NEWTON. 


‘1 meq.xeq.modea <1 ._). (1+2)* = S[C(n,n)æ" |n, No] 
Si m es quantitate, et si x es quantitate, minore, in valore 
absoluto, de uno, tune binomio (14.r)* vale summa de serie : 


1+ma4+m(m_1)/2!1204+...+m(m_1)...(Mm_n+1)/nta0" +... 
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te re“ ———————  ————_ —— ——y——___ -———6_——y__r_-—_ 


Hoc es importante theorema, ita exposito per suo inventore: 
i NEWTON 13 Junii a.1676 : 


«Sed Extractiones Radicum multun ibn per hoc Theorema. 


m m—n Mm— ee 
P4PO|n n=P; + = AQ+ x BQ+ 7-7 28 ca. + ———DQ+ &c. 
ubi P+PQ significat Quantitaten cujus Radig “vel stia Dimensio quævis, 
vel Radix Dimensionis, investiganda est, P primum terminum quantitatis 


| . su: m | 
ejus; Q, reliquos terminos divisos per primum. Et 7 numeralem Indi- 


cem dimensionis ipsius P+PQ: Sive dimensio illa integra sit; sive (ut ita 
loquar) fracta; sive affirmativa, sive negativa. 

Nam, sicut analy stae, pro «a, aaa, &c. scribere solent a*, a’, &c. sic ego, 

1 8 
; mr . 5 > 

pro Va, Fat, |Caë &e. scribo a *, a”, . 
Et si co ib = 

gie pro =—====-, scribo ax a+bbr| 3 

IC: a+ bb * a+ 
. Denique, pro terminis inter operandum inventis in quoto, usurpo A, 


à 
of © 


B, C, D, &e. Nempe A pro primo termino P =; B pro secundo _ AQ; 


& sic deinccps. » | 
Demonstratione. 


Nos considera valore absoluto de ratione de termine de gradu n+1 ad 
praecedente. Suo limite, pro n =, vale modæ, et es, per hypothesi, 
minore de uno: 


Hp .D. lim mod;[C(m,n+1}\v®+1]/[C(m, a)" ]: | n = lim mod[x(m—-n)/n] n 
= moda <1 (1) 


Tunc, per theorema « si in uno serie ad terminos positivo, ratione de 
uno termine ad praecedente habe limite minore de uno, serie es conver- 
gente », nos deduce que serie formato per valores absoluto de terminos 
de serie dato es convergente : 


Hp . (1). P25:4 (DI. 2[modCm,n})xc® [n, No} £Q (2) 


Et per theorema «si serie formato per valore absoluto de termines de 
serie dato es convergente, tune et serie dato es convergente », seque 
convergentia de serie binomiale : 


Hp . (2). P26:1 .D. E[C(m,n)æn |n, No] eq (3) 
Summa de serie binomiale depende de valore de m. Nos pone 
fm = X[C(mm)xwn |n, No] 


vel nos voca f expressione considerato, in quo varia 7; tune pro omni 
valore de m, fm es quantitate (determinato et finito); ct f1 = 14+x: 


xeq . moda <1. f= XCGr,n)e" |n, No][t® . (3) . D. fe qfq . /1=1+%e (4) 


228 V. $1 lim 


Nos conserva ad f valore dato per (4); si m cet x es quantitate, tune 
lice multiplica duo serie /m et fn, ambo convergente in valore absoluto, 
cum regula P27:1. Theorema de Vandermonde dice que coefficiente de 
x” vale C(m+n,r), unde producto vale fim+n): 

Hp(4) . m,neq . P27:1. 82154 YI. 

(fm)x (fn) = ZZ[C(m,r)C(n,s—ræs |r, 0°**8] |s, No! 
= Z|C(m+n,s)æs |s, No] 
= f(mtn) (5) 

Si m varia inter 0 et 1, et x es positivo, serie, de secundo termine in 
post, habe termine de signo alterno, decrescente in modo continuo et 
indefinito ; ergo summa de serie es minore de 1+mx : 


xeQ . me@ . P251 9). fm<1l4+mx :6) 
Et si x es negativo, summa de serie es minore de 1 : . 
ce —Q . meo I). fm<1 (7) 


In omni casu, limite supero de valores de f in intervallo de 0 ad 1 es 
finito : | 

(6) . (7) .D. l'f°8 eq (8) 

Ergo functione f satisfac ad relatione Am+n) = (fm)X(fn), pro omni 
valore de m et n. De theorema noto super ce proprietate functionale nos 
deduce que, pro omni valore de m, es fm = (fim: 

Hp(4) . (5) . (8). $q P12:4. meg .D. fm=(1+x)m (9) 

Demonstratione de Euler, a.1774 PetrNC. t.19 p.109. 

Suo expressione in symbolo es dato per formula (1) (2) (3) (4) (5)... (9) 


2 me-1+4Q._).2"*= x[C(m,n) |n, N,] }ABEL a.1826 t.1 p.245! 
‘3 meQ .). 0= X(—1)"C(12,2) |a, N] 
4 Hp" .7). (1—x) = S[C(m+n-1,n)x" |n, No) 
[ (—m,—x)lim,x)P'1 7. P ] 
8 meq.xceQ-/2 7). (1+2)" = x{C0n+n,M[e/(1+2)]" |, Nol 
‘6 meq.xreQ.neN, .n>Mm ._). 
+2)" — s[C(m,n)x"|r, On] e OC(in,n+1)x"" 


320 uegfi,. (u,N,)eq . ). 
x(u,N = Six[C(n,7)u,|r,0"n]}/2"+1!|n,N, | 


35. PRODUCTO INFINITO. 
‘0 uegfN,._). IuN)=%,..= lim Hu, 0n) [n Df 
4-8 (II| >) P21:1-3 
Producto considerato es infinito per forma. In valore pote es finito, 
tum vocare «convergente ». 
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% 360 ue QfN,.IKu,N) EQ . >. limu=1 

[ Hp. neN, .D. un = I(u, 0°n)/IT[u, 0--(n—1)] (1) 
Hp . (1) .D. limu = IX(u,Ny)/IXu,No) =1 ] 

‘01 ue QfN, ._). II(1+u, N) E Qui 

[ Hp .D. II, 0--n) |n e (QfNy)cres . P42 .Y. Ths ] 

‘02 ue OfN,. ). II(1-u, N,) € Quio 

4 ue QfN,. SUN) — © . 7). 11(1+u, N) = 

[ Hp. SIT 41. neN+1.D. IT(1+u, 0'n) > 14-Z(u, 0--*n) . P:01.D.P ] 

‘11 ue QfN,. IT(1+u, N,) £€Q. I. x(u,N) €Q [P1.D.P] 

‘2 ue OfN,. x(u,N) €Q I. IT(1—u, N,) €Q 


[ Hp .D. qgNonma[Z(u, m+No) 80] (1) 
Hp .meN, . Zu, m+N,) 80 . 817442 DD. IH1-u,m+No) > 1—-Z(u, m+N,) (2) 
» » . (2). P 02.77. II(1—u, m+N,) €Q (3) 


Hp . (3) .Y. Ths ] 

‘21 ue OfN,. I(1—u, N) =0._). 5(u,N) = [P:2.D.P] 

‘3 ue QfN,. SUN.) €Q ._). II(1+%, N) €Q 

[ neNo . Hp .D. 1314, 0--n) = /I{1—- u/(1+4+), 0.7] (1) 
Hp .D. u/(1+u) e 0fN, . Z[u/(14-%), No] €Q (2) 
Hp . (2). P:2.D. ZI[1—- «/(14+%), No] €Q . (1) .D. Ths ] 

‘4 ue OfN,. II(1-u, N) eQ 7). SUN) eQ 

[ Hp. neNo Di IT(1—u, On) = /II[14u/(1—), 0''-n] (1) 
Hp .D. u/(1—u) «QfN, . Z[u!(1—w), No] €Q (2) 
(D. P:8.D. I[1+ u1—), No] 8Q . (1) .D. Ths ] 


‘441 ue OfN,. X(u,N) =0 7). II(1-, N) =0 |P4DP] 
ve QfN, . i: II1+u, N) £€Q.=. SUN) EQ [P1182P] 
ue 0fN, Di [—u, N)EeQ =. s(u,N) EQ [P242P] 

64 -——— I-u,N)=0.=. S(U,N,) = © [P-2141.DP] 

‘7 vuE(-1+Q)fN,. SON), SUN.) €Q DD. I1+u, N) €Q 
°74 ——— . M(u,N,) EQ. SON) = 0 .). I1+u, N) =0 
} °4-.71 CAUCHY a.1821 p.460 ! 


Dm. Weierstrass a.1856 t.1 0.173. 
Pringsheim MA. a.1889 t.33 p.563. 








+ 37. 
4 adeqg(—XN) ab.) IT(+1)/0b+1) |r, N} =0 
‘2 » a>. » » » » ste €) 
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3 req. mode <l .). /(1-) = (1+2)(14+2)(1+2%(1+22) ... 
= II}{14+aN2")! |n, Ni i EULER a.1748 p.273 | 
[ æeq . neN, (DD. 1— N21) — = (1. DA? ) 1, 0») .D. P ] 
‘4 (1-/4)(1—/9(1—-/16)... = (n°) |, N,+1] = ;2 
[ neN; D. IITA—n-2) |, 2-20] = (2n4-1)/(42) D. P ] 
5 pel+N,._). 1(1—p") |a, N] € QeR 
} EISENSTEIN JfM. a.1844 t.28 p.39 | 
‘6 mel+Q, Di SN, "=; /(1—n") |, Np] 
i EULER a.1744 PetrC. t.9 p.172 ; a.1748 p.225 | 


7 ae .). I{1+a")|a,N,]XZ{1—a*)|a,2N+1}= 1 


% 38. x,yeq. mode <1 ._). 
(+ ya, N,)} = 1+xoN#(2+1);2]/ZZ[(1—r7)|w, 1%) y" fn, Ni 
AI{(1—- » » » Di x” i» » >» |. 
II{(1-x")[n, N J=1+S[(—1)"}22(3n2—1)/2]+aM2(3a+1)/2]{], N] 
i EULER a.1748 t.1 p. 259-270 | 

I(1—-2")(14+2") n, N,] = 1— 2S[( pet, N,] 
IT{(1—-e®*)/(1-2"7)|ne, N] = 14+X}2(2+1),2]| 2, Nil 
Ia" Pin, N = 145 —)" a+ DaNa(rt1).21la, Ni 

i JacORI, Fundaunenta $66, Werke t.1 p.237 | 


% 40. LIMES ET LIMITE DE FUNCTIONE. 
ue Cls'qu ire pu. fe af I. 
‘0° Lin(f;ar) = agtre Cls'q. mein. Do. AE After) DE 


u es classe de quantitates ; 2 es elemento finito aut infinito 
de classe derivata des #4; fes ‘ quantitate functio des «. 

Tunc signo Lm (fur), lege « limes de functio f, quando va- 
riabile varia in «, et tende adr » indica ommi elemento a tale 
que, si es classe que non habe . ut elemento de classe de- 
rivata, semper “ es limite generale de classe de valores de f 
in classe des #, non e ». 

Si nos elimina signo .f, definitio sume plure forma respon- 
dente ad differente casu particulare : 


‘1 area De. de Lmifirr) =: 
h,REQ . nr A Ut 13 NT <<. mod(fy—«) <R | Dfp 
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«Si a et x es finito, tunc « es limes de functio f, pro 
variabile in classe x, tendente ad «x, quando, si nos sume ad 


‘ arbitrio duo quantitate positivo À et k, semper nos pote deter- 


mina elemento y, pertinente ad classe «, diverso de x, diffe- 
rente de x de quantitate in valore absoluto minore de h, et 
que redde difterentia fy—a minore in valore absoluto de £ ». 


2 + ve Lm(fu,r) =: 


h,keQ . Dh,k. A un ya mod(y—.c) <h./fy>k] Dfp 
‘3 +oe Lm(fu,x) =: 
heQ . Dh. l'f‘iunysz[mod(y—r) <h]! = > Dfp 


[ Df Lin .D. ‘1:23 ] 


Nota homogeneitate de omni definitione possibile de signo Lm. 
In P40‘0, membro definiente contine literas variabile 4,#,7,f,%, 
Signos &.q.Cls’,1,41 es symbolo constante. Litcra « es apparente, 
quare praecede signo 2. Litera r es apparente, quare es indice 
ad signo _). Ergo secundo membro contine literas reale x,fiu, 
et nos pote repraesenta illo per membro definito, seripto sub 
forma de functione de f,u,7. 

In P40:‘1 secundo membro contine literas apparente /,à,y, et 
literas reale w,r,f,a, que occurre in primo membro. 


‘31 abeq. ©. fe qfub I). 
Lm(f, ab, a) =(\[Af{(r°a) | 1° ba] 
‘4 qLm(/,7,2) 
«Omni functione semper habe limes ». 
‘50 veCl'u. ce pr.) Lm(fr,x) D Lm(fu,r) 


we Cls'q . Opern II. vent TT) Umil* 

Oper f .2). five) DI flirt 

Oper i (YI. AP cir) DI LAP itato. 

Oper ae Di | ae Af (rar D). e A f*tumi0 
Sv 72... ceCls’q Die. ae Affiner: Ii weCls'q Die. ded > 


Oper az Di: a3| » » 7 » |Das[ » » S » 
Df Lm.2. P ] | 
6 re Cls'q. ice punpyr. fe qfuur) .7). 
Lm(f «ur, €) = Lm(f} 1,2) à Lm(f, 1,4) 
P'8 et ‘6 exprime variatione de Lnifir.r), cum variatione 
de campo « de variabilitate. 
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7 Lm(fu,x) D Adf‘u 


‘8 ae pf'u ._). qpunx3 ae Lm(fu,x) | 


[ x= |’ qresiu se pf‘{ur(z—Q)]t Di 
req. heQ .D). Gee pf'{un(tx—h—Q)] . a pffunxth—Q)] ID. 


ae pf'lun(æ—h) +2] .D. ce pu . as Lmif,u,x) (1) 

x = +0 I. Ths(1) (2) 
(1) - (2) D. P ] 

‘9 feqfN, .). Lmf=Lm(f,N,%) Dfp 


Si x es successione de quantitates, tunc Lm f, definito per 
Pl:0, coincide cum limes de functione /, quando variabile 
sume valores N, et tende ad o. | 


%k 42. ueClsq.aepu.fegfu ._ y 

0 lim(fu,x) —=71Lm(fu,x) Df 

Si classe limes de functione f, in campo «, pro valore x, 
consta de uno solo individuo, nos voca illo: limite de functio 
f, in campo , pro valore x. 

Eliminatione de signo Lm porta ad definitiones sequente : 


‘4 a,xeq ._)". a=lim(fus) =: 
kEQ . Dr. M hslye vete. mod(y—x)<h . y. mod(fy—a)<k] Dfp 

Primo, in ordine de tempore, ennuntiato completo de definitione de limite. 
‘0. Bonnet BD. a.1871 t. 2 p.219: 

« Étant donnée une fonction réelle .... bien déterminée, {fy] d’une variable 
réelle ... [y], on dit... que cette fonction tend vers une limite finie et déter- 
minée [a], à mesure que [y] tend vers une valeur particulière [.r] (nous sup. 
posons x fini... ), lorsqu’après avoir fixé arbitrairement un nombre réel et 
positif X aussi petit que l’on veut, il est possible de trouver un autre nombre 
réel et positif A, tel que, pour toute valeur de y, dont la différence avec x 
a un module différent de zéro, mais inférieur à A, la valeur correspondante 
de fyaitavec a une différence dont le module soit compris entre zéro et &. » 


"2 o=lim(fu,x) =:kEQ. DK. 
A QM sl ye une. mod(y—æ) <h . y. fy>>K] Dfp 


+3 lim(fiu,x) eq =: REQ Dik. AM al Y,5£ nta . 
mod(y—.r) </ . mod(2—x) <<h ._)y,z. mod(/y—f3) <A ] 
‘4 lim(f;na) equo un. re (su. epr i). 


lim(f, 1,9) = lim(/,1,%) | P405D P] 





V. $1 lim 33 


‘8 h,keCls'q.fekfh.geqfk.xeph.lim(fh,a) e ph.) 
lim(gf, À,x) = lim(g, 4, lim(f,h,9)] 
‘6 lim(fu,x) = 1 agfrve Cls'u.x£E puo . ),. ae Af‘v) Dfp 


‘7 Jimfu,x) = 1 save ufN, limy=x Dy. s=limfy) Dfp 
Definitione possibile de limite de functione, ope limite de successione. 


% 431 “e Clsq.ae pu. feqf(uiN): 
neN, - )n. lim [fx,n)|x, “, a] Eq: 
xi[" mod lr,n)| a%%]) a, N,]eQ :). 
lim }S{fx,n)la, Nt |a al = Sjlim[/(0,22)[20, #4, a] |, No! 
Commilim, x) 


— 


|A= |l'mod}i,u)fort «|a Di 


LAN eQ , Lim, oil =0 (1) 
meu. MEN, - DI. Mmod/ir,n) S lin 2) 
REN» (2) .D). mod lim] firyra)|, 1,0] = lin (3 
3). P26:1 pes | iimlfia,n la, 4, a||#, N, £(] (4) 


JE meN, O Ea), Nol = Za, On —1)| 
-EIF rh), mA No | n 
meN, . (5). Oper Lmix (DI 


Lum sf), No], wai = Xylim|/(2,n)|e, w, a]ja, Om] 


Lan sf mn), mi Nalin, te, a (0 
men, + (2) DI LmE[f(æ,n)ln, m4 Ng) DION, mm, (ri 
meN, i (6). 11) 2). Lan) forme, Nolla, 2, 8} DI Eilimiflr.nilo, u, all. 

D" {ar —1 || EC, mi =, (89) 
(8). Oper imm. (4) (I). 

Lamine, Nata a 72 Tm fe a, Na 4 10 ti, 
(9) DI Lx), Nella, tea! = PE lin[fur, #6, a] ma 10 


(10), Oper: (D. P] 

Nos considera flan), functio reale de duo variabile à et ll, 
ubi æ varia in aliquo campo #, et # sume valores integro N, 
Tune serie X{/br,n)la,N,|, si converge, habe summa que depende 
de x. Limite de ce summa, quando sv varia in #, et tende ad 
aliquo valore 4, prope alios #, vale, in generale, serie de lim' 
tes, ut pro summa de numero finito de termine. Ld es, es co 
mutabile operatione lim cum », 

Existe ullo casu de exceptione, Pro elimina illos, nos si 
que serie formato per limites supero de valores abs 
termines de serie dato, quando 4 sume omni Valori 
convergente, Nos SUppont Gctian (pui: OMMI Lermui 


dato habe limite determinato et finito. 
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In vero, si nos voca 44, h, , Re, ... serie formato per limites supero de 
valores absoluto de termines de serie dato, serie À es convergente, per 
hvpothesi. (1) 

Et omni termine de serie dato es inferiore in valore absoluto, ad ter- 
mine correspondente de serie A, non excluso casu de aequalitate. (2) 


Idem fi pro limites de termines de serie dato. (3) 
Ergo serie de limites de termines es convergente. (4) 
Nos decompone serie dato in summa de primos 7% termine, plus serie de 
termines sequente, vel resto. (5; 
Tunc classe limes de summa de serie dato vale summa de limites de 
primos m termine, plus limes de serie resto. (6) 
Serie resto es minore de resto in serie #; ergo serie resto es fractione 
positivo aut negativo de resto in serie 4. (0) 


Si nos substitue in formula (6, nos obtine (8); et si nos sume limite 
per 7, resulta que classe limes de serie dato consta de solo numero summa 
de serie de limites. (9) 

Ergo, limite de serie dato vale serie de limites. 

* 
4°" * 
Non in omni casu operatione «lim» es commutabile cum « X serie». Per 
exemplo de propositione : 
req. mote <1 9. 11e) = 1+r+at- +... 
seque : 
Eq. mode<1 D). 1 = lr +uedl—e 4% 1—2.+..... 

Limite de summa de serie in secundo membro quando .e tende ad 1, 

vale 1. Serie formato per limites de termine de serie considerato vale 
} | — 
0 + 0 + 0 +... = 0. 
Ergo limite de suinma de serie non vale summa de limites. 


Serie Sr, da No] 
es convergente, pro totos valore de . in campo #, quando (P34) : 
D'EU Dir i heQ Dia A Non p3ige po Di MOdE[ Force, peg] < hi 
Serie es de convergentia « gleichmässig «Weierstrass a.1841 t.1 p.6,0 
uniforme, aequabile :, si satisfae conditione 
het Ik Nan parete. qe PNg «Dago MOdË[/ trier, n, pig] <h: 
que differ de praecedente per positione de .r. 
Abel:t.1 p.22f: nota valore differente de duo conditione. 
Vide Cauchy ParisCR. a.18953 1.536 p.454; Œuvres s.1 t.12 p.34. 
Theorema praecedente, in quasi ommi tractato de Analvsi, consta de duo 
parte : 
1. Si serie formato per limites supero de termines de serie dato es 
convergente, tune serie dato es de convergentia uniforme. 
2.9 Si serie es de convergentia uniforme, limite de serie vale serie de 
limites, 
Aliquo Auctore voca «serie de convergentia uniforme simplice » , Dini), 
vel «de convergentia uniforme in sensu lato » (Tannery), serie que satistac 


< 

VS fi 
nt 
fendi 
er 
st 
ve” 
ei 
LS” 
ve 
- 


' ad conditione sequente : 


heQ Dh. a Nnpsireu Die. modË[firnile, p-ENo] hi 
Progressio geometrico 
xe —1 1 .). 11—x) = 1+a+a tas... 

que nos considera in exemplo praecedente, nos es de convergentia uniforme 
in intervallo —1T7 1. In generale nullo serie ordinato secundo potestates 
de variabile x, es de convergentia uniforme in campo, ubi converge. 

Substitutione ad convergentia uniforme, de conditione plus simplo de 
linea 3 de theorema es indicato per Weierstrass a.1880 Werke t.2 
p.202. Vide Form. t.4, pag.325. 


lim Cx Subst 


Y DI. mneN veCisCxn.aeepu.feCxnfu ._). 
Slim P40-43 

Definitione de limite, et suo proprietates subsiste si nos con- 
sidera numero complexo de ordine ,. functione de numeros 
complexo de ordine x in aliquo campo e. 

‘1 ae Cxm ._): ae Lm(f,1,x) .. 0€ Lim[ mod(fy—a)|y, è, 2 | 

‘2 » a= lim » O= lim » » 

‘3 xe Lm(fur) =. x € Lm(modfiu,r) 

4  œ=lim{f,u,;r) =. = lim(modf, #,.r) 


R 521 neN. ueCxnfN,. (mode, N) eQ . 7). XAN,)E Cxn 


| reNo . se dr 7). modi, };, & modur (1) 
8e dn 7). Zur )a r, No] eQ (21 
(2) .D). EfEltur )s unit(n,siis, 1'n]r, No! eQ (4) 


(4). SCx P21 .D. P] 
«Si x es serie de numero complexo de ordine », et serie 
de modulos es convergente, tunc serie # es convergente ». 


20m, nEX,. mn I). X[(mod:r) "e, Cxn = (0] €Q 
| FINSENSTEIN JfM. t, 55 | 
Super limite de determinante al determinanti LI te! 


Formul, t. 4 pu, 21] 


imulite Imtibito. Wie 


Me DI, ae (Substn)f N, ._). 


"0 mu = à (Substn) » hose Cxn Le) . Hontr) = lui Li 
3 Min —0 .—, lim mode =) Li 
"è De Substn sr linue = =, limin=—/) A) fp 
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+ 60. lim q' 
‘4 ueqfN,.aEg.x(u,a" |n, N) eq. xeq . mode < moda ._). 
E(u,æ" |n, N.) £' i ABEL t.l p.223 | 


2 vEgfN,.aEg'. ce Lm[mod(u a")]|n. eq’. mode < moda 
-D. j(u,æ" |n, N) eq 
‘3 vegfN,. cEq . }: 
modx << /maxLm”"(modw) .)). Su, |r, N) eq 
» > » » » = D 
i CAUCHY Œuvres s.1 t. 5 p.360: 
« Une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières 
d'une variable x, soit réelle, soit imaginaire, est convergente ou diver- 
gente suivant que le module de la variable est inférieur ou supérieur à 


l'unité divisée par la plus grande des limites vers lesquelles converge la 
racine niéme du coefficient de x® ».| 


Radio de convergentia de serie Z(un a” [n, No) 
= l'modjq'n as[Z(un an |n,No)e q')! 
circulo de convergentia = q'nx3(modx < radio de convergentia). 
‘4 uegfN,. agg. s(u,a"|n, N) € .D. 
lim[x(v,%*|n, N,) |x, 0a, a] = x(«,a" |n,N) }ABEL t.1 p.223 | 
‘3 a,beq.reala<realb. bee —N, ._). II(a+»)/(b+r) |, N] —0 
‘6 u£zq={t—1) FN,. xmodueQ ._). 4I{(1+%,) |r, N] Eq 0 
i WEIERSTRASS a.1856 t.1 p.176 | 





% 70. (v|Cx)P5l 
(p|Cx) —— 


Nos extende Df de limite ad vectores et ad pun: 


% 711 KkeCls(quCxupuv).xedk. fel 
‘1  lim(fk,x) = pr asjlim[ d(a, f2) |2, k, x 
Si f es classe de punctos, vel figura, fu 

reale, vel complexo, vel puncto, vel vec 

aliquo classe A, proximo ad x, tune limite « 
in classe À, pro valore x, es omni puncto ; 
distantia de a ad figura fz, quando z vari 
tende ad x, vale zero. 

Ex. $ rectaT, planO, … 


2 aEp.uE(ve0)fk. lim(u,kr) e veto .D) 
lim[recta(a, vx)|x, &, x] = rectal[a, lim: 
[ Hp.v=lim(u,k,x) .D. limfrecta(a,ux) æ,k, 
pris lim;d{z,recta(a,ux)] &,k,x: = 0) = 
présilimf (YJi(2—@1--[(3—@ Xx Ux]?:)/(modwua)la 
pres ie —a}°—[(z-@)X Ur]? (mode) = 0] = pi 
= recta(a,v) | 
Limite de recta passante per punto 
vectore variabile, es recta passante per p: 
lelo ad limite de vectore variabile. Nos si 
variabile habe valore non nullo, in campo 
suo limite es determinato et non nullo. 
In modo simile, nos determina limite de 
vectores, vel de coordinatas, reduce illos a: 


‘3 acp.leve0. ue (V-qi)ff . lim(u,k,x) €: 
lim{plan(a, À, ux)|x, k,æxæ]—=plan(a, l, lir 


4  Lm(fk,x) = pra3i0e Lm[d(a, f5)|5, k, x 
Generalizatione de Df‘1. Ex. $Tang. 


‘8 aeCls'p. xep ._). lim[d(y, a) | y, p, 2] 


% 72 keClsq.aedk.rel3.ueg'fk . 
lim(u,k,x) =19" n bafce più ._),. lim[(24ca 
Df de limite de forma geometrico, analogo ad D 
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$2 cont 


Ù 1. inmeNn, ue CIS Cxn.u_)òu ._). 


‘0 fe(Cxmfu)cont .=: fe(Cxmfu):xen._)_. lim(f;u,a)= fe 
Df 
‘04 » = » 1k8Q. Eu Do. 
QUA yen. mod(y—x) <h . y. mod(fy—fx) <k ] Dfp 


Si # es classe de numeros reale aut complexo de ordine 
quocumque, et si omni v es proximo ad alio x, tunc nos dice 
que f es complexo functio des « continuo, je (Cxm fu)cont, si 
f es complexo functio des #, et si pro omni x pertinente ad 
classe «, semper limite de /, in campo «, pro valore x, es 
æquale ad valore de f pro valore ir de variabile ». 

Si nos elimina signo « lim », Df sume forma: 

« f es functio continuo in campo #, quando, fixato ad arbitrio 
quantitate positivo À, si x es individuo de classe x, nos semper 
pote inveni quantitate positivo , tale que, si y es individuo 
de classe , differente de .r minus que À in valore absoluto, 
semper fi ditferentia inter fy et fx minore in valore absoluto 
de È ». 


Definitione P‘0 occurre in Abel t.1 p.223. 


465. continuo HI, AF continue. (C con- (47) + tene — -e + -uo (214). 
Nota. Vocale -e- de thema, ante uno solo consonante, fi -i- in com- 
positionc : 
tene, con-tine, at-tine, abs-tine, ob-tine, re-tine, per-tine,...; 
preme, op-prime; ... 


466. tene, F tien-t, HI tiene. ||. L ten-de, S tan, G teine, hypo-tein-usa, 


D dehne. | 
L ten-ue = A thin = D dünn = G tany- = R ton-cij = S tanu. 
In L con-tin-uo, per-tine, ... « tene » = «se extende >». 


‘4 u=pu.fe(Cxmfu)cont VV. Af‘u= f'u 
| ue pfu.Slim P41:8 DI. y punæxslas Lun fiuse)] I. 
A un aalaz lim(fiu,æ)| DD. qunasa= fx) I. ae f'u (1) 


(14) Di pf'u D fu DI. Af'u = f'u | 
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‘2 up. fe (qfr)cont ._). maxf‘r, minf‘” eq 

[ Vf, fus Af'u. P'1 2. P] 

Functio continuo in aliquo campo «, coincidente cum suo classe derivata, 
sume valore maximo ct valore minimo. Si vu = pw, campo « es finito, ct 
contine classe limite. 


3 u=pu.fe(Cxin fujcont. kReQU I). 
a Qn si æ,yeu . mod(y—xr) hi. r,y. mod(fy—fx) <k ] 
[ xeu . gx = l'Onhz;y,zeu . modiy—r)<kh . 
mod(z—r)<h y: modify —fs)<k! DD: 
v.yeu . modiy—x)\<gr+9y -D. gx = 9Yt+modiy—x) . gy S JL + 


modiy—+) .7). mod(gy—yr) S mod(y—2) (1) 
(1) .D. ge (Qfu)cont (2) 
(2). P:2 .D. ming'u eQ (3) 


h= min g'u . r.yeu . mod(y—x <h 2]. modi fir- -fy;<k | 
Theorema de « continuitate uniforme ». Differ de Df de funetio continuo, 
P:01, per positione de yeu. 
Vide Heine, JfM. a.1870 t.71 p.361 JfM. a.1871 t.74 p.188, Liiroth, 
MA. t.6 a.1873 p.319. 


‘4 fe CxXR (UN): nEN Ia f(x,n)lx € (Cxn f u)jcont : 

Sil'[mod/f(r,n)r "ulin, N €Q DD. SI) a, Nol] € (Cxn f ujcont 
[ Slim 43:1 .2. P | 

Nos considera serie, que habe f(r.n: pro termine de ordine »#. x es nu- 
mero complexo in aliquo campo «. Si ommi termine de serie es functio 
continuo de x, et si serie formato per limites supero de valores absoluto 
de termines de serie dato, dum . varia in suo campo, es convergente, tum 
summa de serie es functio eontinuo de x. Seque de theorema super limite 


de serie. 





% 2 «be. ab. fe (_f a bjcont ._): 
4 fa<0.fb>0 .). 0e fa d) i CAUCHY a.1821 note 3 | 
[y=l'atbnrsife <0) .D. ye a bd. fy =0 1 


2 fa-fb I f‘{a-b) 


% 3. neN, .). a (Cxnfq)contnfa(f‘q= Cxn) 

Existe complexo de ordine », vel puneto in spatio ad # dimensiones, 
funetio continuo de variabile reale, vel de tempore, tale que trajectoria de 
puncto mobile ple toto spatio. Id es, existe linea continuo, que transi per 
omni punto de plano, et existe linea, que transi per omni puncto de spatio, 
ete. Ce resultatu habe interesse in studio de principio de Geometria; nam 
non existe charactere specifico, que distingue linea ab superficie. 
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Si nos vol que, dum variabile f varia de 0 ad 1, puncto de coordinatas 
x et y, functiones de #, describe toto quadrato (9: 6), nos evolve # in 
fractione decimale, vel analogo ad decimale, in aliquo basi: 

t = D'a,asas… 

ubi a,,0g,03... es cifras. Si cum cifras de ordine pari nos forma numero x, 
et cum cifras de ordine dispari nos forma numero y, nos habe correspon- 
dentia reciproco inter uno fractione decimale et duo alio fractione deci- 
male. Sed duo fractione decimale de forma differente, ut 0:0999... et 
0:1000... pote habe idem valore; et correspondentia inter numero # et 
numeros x et y non es continuo. Si nos decompone quadrato de latere 1 
in 100 quadratos de latere 1/10, tune si # transi de valores 0-0900...70-0999... 
ad valores 0-1000...70-1999..., puncto (x,y) transi de ultimo quadrato in primo 
columna ad primo quadrato de secundo columna, et ce duo quadrato non 
es adjacente. 

Nos pone quadratos partiale, ut illo fi adjacente. In basi 2 de numera- 
tione, nos sume 4 quadratos partiale in ordine ut in figura (a), et în 
basi 3 ut in figura (b). | 

Tunc me divide omni quadrato partiale in alios quadrato, et ita ad 
infinito. Fig. (c) repraesenta successione de 16 quadratos in basi 2; fig. (d) 
successione de 8 quadratos in basi 3. 


. ® La 1 9 
I nos r > r sig [] cessione ‘ i ( 
S epraesenta per signo successione | 3, vel figura (a), tunc 


figura (e) repracsenta successione de 64 quadratos in basi 2. 


1 2 DIE 
03 6356 | Sen 
(c) (e) 


(a) (5) (d) 

In scripto Sur une courbe qui remplit toute une aire plane, MA. a.1890 
t.37 p.132, me da expressione analvtico de correspondentia continuo inter 
numero reale #, et numero complexo (.£;). 

Vide Hilbert a.1891 MA. t.38 p.459, Cesàro, DarbouxB. a.1897 t.21 
p.257, Moore AmericanT. a.1900 p.72, Lebesgue, Zeçons sur l'intégration, 
Paris a.1904 p.45. 
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%æ 10 e—l[1+/m)"Im"Q] Df ce 
«e» indica limite supero de valores de (1+1/m)», quando varia m, in 
campo de quantitate positivo. 


4 e=l[14+/m"H!|m Q] Dfp 
[ m,neQ . $SQ 3178 .D. (1+/mMm < (1+/n)Nn+1) (1) 
(1) .D. l'[A+/mMnim'Q] S 1[(1+/mNm+LimQ ] (2) 
meQ D. (14/m)Nm1) = [((+/mNm](it+/m) (3) 
G) DI (+) +1) S 111+/m mime Q)X(1+/0) (4) 
(4) .D. 1[(1+/m)Nm+1) m'Q] s e (5) 
(2) . (5) .D. P.] 


Idem numero es limite infero de valores de (14+1/m)\m+1), pro m posi- 
tivo. In vero, omni valore de (14-1/m)\m es minore de omni valore de 
(1+1/m)Nm+1). Ergo limite supero de primos es inferiore vel aequale ad 
limite infero de secundos. Ratione de uno numero de secundo classe ad 
correspondente numero de primo classe vale 1-+-1/m, que es proximo ad 1 
ad arbitrio. Tunc limite supero de primo classe aequa limite infero de 
secundo. 


2 meQ 7). (1+/m) <e<(1+/my"+! |P01DP] 
3 2<%e<3 0 [ (1|m)P:2. (5|m)P:2 .DP ] 
Si nos pone, in loco de m, let 5, nos deduce parte integro de numero e, 
Pro m = 20, nos habe: 
(1,05)%< e <(1,05)°1, 
id es, numero e supera valore de 1 franco ad interesse composito de 5 
pro 100, per 20 anno, et es superato ab valore de 1 franco ad idem taxu 
de interesse, per 21 anno. Pro m = 25, nos deduce, ab tabulas de interesse: 
2:665< e <2:772. 
e — 2°11828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 
47093 69995 95749 66967 62772 40766 30353 54759 
45713 82178 52516 64274 27466 39193 20030 59921 
81741 35966 29043 57290 03342 95260 59563 07381 
32328 62794 34907 653233 82988 07531 95251 01901 
15738 34187 93070 21540 89126 94937 99405 34631 
93819 87250 90567 36251 50082 37715 27509 03986 
67692 05047 15575 85094 92906 45748 86005 84299 
93469 94757 59371 00435 26480 0... 


Formul. t. 5 16. 
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_ AL - —f 1À1ÀxÀ 


Nepero inveni numero e, ut basi de systema de logarithmo, que habe 
suo nomen; et calcula illo cum 7 figura decimale, cum positione m—10. 

R. Cotes, Logometria, a.1714 p.11, calcula 12 cifra decimale de e, 
quem voca « Ratio Modularis ». 


Euler, PetrC. a.1739 p.187, indica illo per «e», et calcula  E:eXN23). 


Vega, Thesaurus logarithmorum, a.1794, p.309 » E(eXM2). 

W. Shanks, LondonP. t.6 a.1854 p.397 o» E(eXN188). 

M. Boorman, Math. Magaz., t.1 a.1884 p.204 » E(eXN346). 
e = !. "HILL. IT... 1 (expressione de e in srstema binario). 


‘4 xeqe0 . ). e > 1+x 
[ æxæeQ.(/x)m P°2.. (+7 Nr <e .D. Ths 
TE —Q.x> —1.(—/x—1jm P°2 (DI. Ths 
LE —Q.1+xù <0 .7. Ths] 


5 me Ou—Q ..). e° L'/1—X) | (—x)x PAD P] 
‘6 e,e'e QeR } EULER a.1737 PetrC. t.9 p.98 { 
‘7 xers0. ) e‘«eR i LAMBERT a.1761 p.269 | 
‘8 eÆR+IÎR }) LIOUVILLE JAM. a.1840 t.5 p.193 | 
Y 20 «€Q .). loger = ‘Logr Df log 


log, lege: logarithmo naturale, (ncperiano, hvyperbolico), es 
logarithmo in basi e. 


‘01 (log, Q= (eu, q) * 

Logarithmo neperiano es funetio inverso de exponentiale. 

4 aeQul.reQ.). “Logr = (“Log e) logx = (logr)/(loga) 

2 “Loge = /(logl0) = 

* 43429 44819 03251 82765 11289 18916 60508 22943 97005 80366 
69661 14453 78516 58646 49208 87077 47292 24949 33843 17483 
18706 10674 47663 05733 64167 92871 58963 90656 92210 64662 
81226 98521 27086 56867 03295 93370 86965 88266 88331 16360 
17384 9051428443 48666 76264 65860 85135 56148 21234 87653 
43543 43573 17247 48049 05993 55353 05... 

Ce numero, dicto « modulo de logarithmos decimale », es calculato cum 
282 cifra per Adams, LondonP. a.1878 p.93. 


3 re(Q-1)«(0._).log(1+2)<@ [ P142P ] 
31 » . » > x/1+%) 

[ (—x[(1+©):|e P3 D P ] 
‘4 re Quel. neN, DID. me—1)>logxa > MI"N/) 

[ (e—1)|c P:3:31DP ] 
‘8 GE Real. ).logr=Er i LAMBERT a.1761 p.265 { 
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% 31 e = lim((1+/29)" |, q=—0, to] Dfp 
[ SQ 31°2 (DI. (14+/m jp |m e (QfQ)eres . Slim 41.9. 
lim[(1+/2 Nnim, Q, 0] = e (1) 


lim{(1+/mMNmnim, —1—Q, ©] = lim[(1—/m)-m|m, 1+-Q, 0] = 
lim;[1—/(m+1}]-(m+1)[m, Q, coi = lim {[m/(m+1){_(m+1)lm, Q, | 
= lim [(mn+1)2|Nm+1) m. ...]= lim[(1+/m)(1+/m)|m,...]= e (2) 
(1 2DP] 

Numero e, que es definito ut limite supero, vel infero de classe, P1:0*1, 
pote es definito ut limite de functione. Nota que idea de limite supero, 
indicato per l', pertine ad algebra elementare, et es multo plus simplice 
que idea de limite, indicato per lim. 


2 e — lim[(14+2)Nx |r, —14+Q, 0) SPA] 


‘3 æEeq ._). lim(1+x/m)"|m—=e" 
i EULER Berol. Misc. a.1743 t.7 p.171: 


; z\® ; i 
«e. = (+ 2) existente n» numero infinito. »| 


| Hp -D. lim (mp fm = lim [(1 -2/m)\n/x)] Na |m = 
lim {14/2 Ne ir = [ lim (+ ln ]M = ee |] 

Functio e7, que vocare «functio exponentiale», es limite de functio 
algebrico (1---x/m)", quando m varia (et tende ad infinito, per valore in- 
tegro,. 

Ce propositio demontra-re ab Eulero ut seque: 

Expressio considerato vale (14x/m)Nm/x), toto ad x; sed (14-x/m)Nm/x) 
habe forma (14-1/r}" , que tende ad e; ergo... 


% 4 
4 æeq ._). e = Ma"/n! |n, N) 
[ P23 .D. ez = lim (1+xr/mmIim 
$Z 451 .D. » = limXCom,rucr [mr |r, No] Im (1) 
lin C(m,r) e nr Im = er Jr! lim: 1—</m)s,0"""(r—1)] jm = cer Jr! (2) 
l’ mod » »  » ‘N, = (mod.cy/r!. S{(modx)” /r! |r, No] €Q0 (3) 
(1) .(2) .(3) . Comm(lim,Z) .7). P | 
Pro omni valore de quantitate x : 
e = 1+-r+-28/214-22/314+ ... 
Demonstratio: er vale limite de (14x/m)\m, quando m varia, per propo= 
sitio praecedente. 
Formula de binomio da evolutione de {1+x/m)", secundo formula (1). 
Termine de gradu r, in ce evolutione quando m varia, habe pro limite 
ar [r! (2) 
Es satisfacto conditione, ita ut limite de serie vale serie de limite. (3) 
Ergo subsiste propositio. 
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i NEWTON, 13 junii, a.1676: 

22 23 24 25 . 
Dabb | 6aabi + lab + 120291 ©te+ ubi coefti- 
cientes denominatorum prodeunt multiplicando terminos hujus arithmeticae 
progressionis, 1, 2, 3, 4, È etc. in se continuo; et hinc ex logarithmo dato 
potest numerus ei competens inveniri. » | 


2 e=1+x5/(N)=(/2]|n, N) [P1.xe=1D.P] Dfp 
‘21 P42 . ). P41 
[f= Zon /niin,N,).x,yeq . glimP27:1 YI. fxxfy = faety) . fl=e. 
S qP13:4(pag.118) .D. fe = ez] 
Si in serie ‘1 nos pone x = 1, ori serie multo convergente pro numero e. 


Vice-versa, si nos sume ce serie pro definitione de e, seque serie gene- 
rale ‘1. 


‘8 neN,. ). e € S(/r!|r, 0°") + 0/(n!n) 
i FOURIER; Vide Stainville, Mélanges d'Analyse, a.1815 
p.339; CAUCHY a.1821 p.118 } 
[ P-2.neN, .D. e= Z/r!r, 0-2) + Zi/r!ir, n+N,) (1) 
Z(r!lr, n+N,j) = DE :14/00+2+/[G+202+3)]+...! 
<a +D! (14/G+1)+/G2+1)°+/(m+1}+... ] 
= /(n+AN (n+-1/x = j(n!n) (2) 
(1).(2).2. P] 
Resto in serie ‘2, truncato post 211 termine, es minore de ultimo ter- 
mine scripto, diviso per n. 


Si, per exemplo, nos pone n = 10, et calcula primos termine, cum 8 cifra 
decimale, in defectu, nos habe: 


« (Area hyperbolae) = + 


141 = 2 00000000, 
1/2! = 050000000, 
1/3! = 0 16666666, 
1/4! = 0 04166666, 
1/5! == 0: 00833333, 
1/6! == 0 00138888, 
1/7! = 0 00019841, 
18! — 0- 00002480, 
1/9! = 0 00000275, 
1/10! = 0- 00000027 





2. 71828177 
Ergo e > 271828177, nam nos calcula termines in defectu, et supprime 
resto. Si nos calcula termines in excessu, id es, si nos adde 8x10\-8, 
et si nos adde 3 x 10N—8, que supera resto, id es ultimo termine scripto di- 
viso per 10, seque e < 271828188. 
Unde, cum errore minore de 10N—7: 
e = 27182818. 


Summa 
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Si in serie ‘1 nos pone x=1/2, x=1/3,..., nos obtine: 
de =1+1/2+1/(2X4) + 1/2X4X6) + …, 
ife =14+13+1/Bx6+1/(3x6x9)+..., 
serie multo commodo pro calculo numerico. 
Si nos muta x in —x, resulta: 
ea =1-x+ 2/2! — 23! +... 
serie cum termines de signo alterno (per x>0). Resto es minore de primo 
termine relicto : 


‘4 mEeQ.neN, DD e — S{(—a)'/r!fr, On) e 0(—2)"*/(n+1)! 
Quod resulta de Slim P25-1, si termines de serie es decrescente, id es si 
€<1. Sed ce limitatione non es necessario. 





‘5 neN,.aerfl "n. ). e"+x(a e" |r, 1°) = —0 
i HERMITE a.1873 ParisCR. t.77; cfr. GORDAN a.1893 MA. t.43 | 

Eulero proba que e, et suo quadrato, es irrationale (P1:6). Lambert 
demonstra que, si x es rationale tunc ez es irrationale (P1:7). In fine Her- 
mite proba que e non es irrationale algebrico, id es, que numero e es radice 
de nullo aequatio algebrico, ad coefficientes rationale. Numero que non 
es «algebrico » vocare «transcendente ». 

‘6 NEN,.xE 40 .). 

(e"*—1) /(e'—1)= x}e"x[0-(n—1)}" rt! |r, Ni 
‘1 limn/"N(2)) |a =e Dfp 
[... = lime nr nn 
SlimP11:5 .D. ... = lim{(n+1}+1 /(m+1)! Jan Xx n!]|n 
= limf(a+1}n}r | = lim(14+/n)" |a = e | 
‘8 limn'\J[(2n)!/n'!]In = e 4 





$ 91 as: .. limf{(e"—1)/x |x, q, 0] = a 
[... = lim(14+ax+{ax:92!4... —1ir |x, q, 0] 
a + limfaeX(a32! + ar!3! +...) |, q, 0] 
» » » Le, +0, 0] 
a + lim[-+0xrXx(moda?'2! + moda?/3! +...) |e, ...] 
a + lim[-k0x£X(eNmoda — 1 — moda) |, ...] = « ] 


9 aëQ (I. loga = lim [(a°—1) ‘|, q, 0] Dfp 
[ dJoga| @P1DP ] 
3 LE Q) 5 À los « == lim n("Qu—1 [y 


[P2DP] P24D l 





"4 Jimiiog, D, ©) = x 


“ M 


0 Iimilogo ft (ut. LI, AE | 





Be me een 0-0 nn TC es a RENE Lù 


STA ee meme 
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‘6 mn,n€Q . 7. limi(logx)"/x" |r, Q, 0] = 0 
7 x€Q .). lim(log,Q ,x) = logr Comm(lim, log) 
‘8 log € (qfQ)cont [ P-7. Dfeont .D P ] 


% 61 xEq. —-1<<1 ._). log(1+æ) = >{(—1) x" fr |r, NJ 
=a_-/2+0/3—-... 
i MERCATOR a.1668 p.32: 
« Hinc posito ..... 01 = numero terminorum: invenio, ..... 
Versione: Me pone 0'1 = x et inveni 
aream ...= numero terminorum = 0[1, minus summa eorundem 
log(1+x) = x 204] — foda = x°/2 
terminorum = 0|005, plus summa quadratorum ab iisdem = 
= 0005 + fa?da = 23/3 — etc. 
0[000333333, minus summa cuborum = 0|000025, plus summa 
quadrato - quadratorum = 0|000002, minus summa quadrato 
cuborum = 0|[000000116 , plus summa cubo - cuborum = 
0|000000013, &c. » | 
[ xeq . mode <1. P31 .D. log(1-+x) = lim n[ K1+x) —1] |re 


Slim 41:19). » = lim #6; 2[C(/a, mar |r, No] —1:|n 

» = limX {x C(/n, mas ir, N] | (1) 

reN, DD. lim aCifn,raucr |a = (—1)-1a fr 12) 
» l'mod » jet a = (mod. /r (3) 
modr<1 n sii fre |r, Ni] e Wo (4, 
» ).(21.(8).(4) . Commilim, 2) (I. Ths (D) 


Slim25 ‘4 S X{(—1)"1/r |r, Ni] eQ . Slim60°4 ai 
Z[(—1)-4/r Je, N] = lim; X[(—1ytoe” jr fr, Ni] «0, 6, 1! 
= linflog(1+.r) |, 0, 1] = log? 16) 
(5) . (6) D. P ] 
2280 I). log[(1+w)(1—-x)] = 2x + 2958 + 155 +...) 
[ P'1.D. log(14-xe) = a—xr?/24-28/3-.... log 1—x) = —r—r?/2—... .D. PI 
‘3 xeQ . ). log Sn: æ=2)/(2x+1)+/32x+1)]+ ..| 
a+ DC2x+ 1)" Jr, Nol 


i GREGORIO a.1668 p.12! 


») 
si 
AN 
— dt 


| /2ex+Li]ke P2.2. P] 


4 log? = 1—/2+/3—/1+.. 
log2 = /2+/(2X29)+/(3Xx29+ 
se = 2[/3 + /BX3) + /5X3) + /(7TX3) +... 
(—[2|e PA. 1jr P-3 2 P ] 
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P:1-‘3 permitte calculo numerico de logarithmo naturale de dato numero, 
P. ex. pro calculo de log ?, nos deduce tres serie convergente; primo con- 
verge in modo lento. Ultimo es rapido. Me calcula 8 termine: 


2/3 = 0: 666 666 666 
2/81 = 0: 024 691 358 
2/1215 = 0: 001 646 090 
2/15309 = 0- 000 130 642 
2/177147 = 0° 000 011 290 
2,1948617 = 0: 000 001 026 
220726199 = 0: 000 000 096 
2,215233605 —= 0: 000 000 009 
Summa = 0 


* 693 147 177 

que es valore de log? per defectu. | 
Nunc me calcula termines per excessu, id es me adde BX10N—3. Calcula 

resto per excessu: 

2/ 17x17) +219X3N19)-k..... 

2/19 X8M7:-52115 X3M9)+.... 

2! 15X3N15)X(1/9--1,/9N2-(-.....) 

2:(19, M5 K18 = 0 -000 000 001 

Valore per defectu, plus 10X10N—9 es valore per excessu de log 2. Unde, 


I ITA 


cum 8 cifra decimale : log2 = 0:69314718..... 
Si in P:3, x = 4, seque 
logò = 2log2 + 21 94+1/3x99)+105X99)-;-.....] = 160943791 
et log10 = log2+logs = 2:30258509. 


Suo reciproco es modulo de logarithmos decimale P2*2, id es factore que 
transforma logarithimos naturale in decimale. 
Pro ultimo exemplo, me quaere logarithmo decimale de 11. 
Log11 = Log(10x1:1 = Low10-; Logl'1 = 1--Logl'1, 
Si me voca m modulo de logarithmos decimale : 
m = flog10 = 0-43429..... 
et si me evolve in serie logl'1, secundo formola 6-1, seque 
Logl:1 = mlogl'1 = mXx0*1— me 0:01/2- ‘0 -0:0013— n x0-0001/4+ 
Me calcula cum 8 citra primos termine : 
19 termine = 0-04342044, 


20 » = — 000217147. 
30 » = 0:00014476, 
40 > = -- 000001080, 
0 » == 000000086, 
69 = 


— 000000007. 


Summa = 001139267. 
Errore, vel differentia inter Log1:1 et summa pracecedente 
classes : 
8X 10N—8 (errore in 1° termine — 0% ION—® terrore in 
0X10N—8 — 0X10N—8 --0x10N-* — D LON—S (errore 
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+8X10N—8 (errore in suppressione de resto de serie; nam per Slim P25'1, 
resto es fractione de primo termine relicto, que vale 108) = 
(-37+4)10\_8. Ergo, summa praecedente minus 3, aut plus 4 unitate de 
ultimo ordine es valore per defectu et per excessu de Logl:1: 

0:04139264 << Logl'1 < 0-04139271 
unde Log11 = 10413927 
cum errore < 10N—7. 


3 a,beQ . ). 
logf(a+b)/2] = (loga+logb)/2+x{[(a—b) (a+b)F"/(2n) |2,N,! 
[ (a+ /2=Kab)A}1—[(a—ba+b)}. P41.2.P ] 

Si es noto logarithmo de numeros 2, 3, 7, 11, 13, ce formula, ubi serie 
es reducto ad suo primo termine, da logarithmo di omni numero cum 
errore inferiore ad {10\—7)/2, (Koralek a. 1851, Cau chy s.1t.11 p.383). 

‘6 xreQ.neN, ._). 

log(14+2) — s{(1)"t"/r|r, l'en] e (1)"0x"!/(n+1) 


‘7 xeq. moda<1 . ). log[x+K1+2)] = 
S[(—1) C(r—;2, rh (27+4)|x, No] 

‘8 xeQ.neN,.). 
logle+(1+25)] — X[(1)"C(r—,2, n)x?+1/(2r+1) | r, On] 
€ 0(—1)"#! C(n+/2,n:+1)x2+8/(22+-3) 


% 71 mneN, .). lim x/(nernn)|n=logm 


‘2 mneN,. n<zn._).lim x/(mp"np) |p = log(m/n) 
i Joh. BERNOULLI II a.l1729 CorrM. t.2 p.300: 


« Si l’on coupe la progression harmonique 1/x... en deux parties ... soit la 
raison du nombre des termes dans la première et seconde partie comme m à ny 
la somme de tous les termes de cette seconde partie sera = log[(m+-n)/n}.» 


‘8 ae (eM—-/e) 1.2). 
Him(aN"1 |a = S(2+1)""(loga)"/n! |n, N 
} EULER PetrA. a.1777 t.1! 
‘4 xeQ.). 
logie = [(e_r) 2] IT UN2 ah 27/2 
logo = [(2—1) IL [(14+N27):2 |», N] = 
At) AT (14-27) 2 7, NJ] 
i SEIDEL JfM. a.1871 t.73 p.276, 278 | 





v, N 





Y 51 mine” eQ=eN— 0) 
‘20 max[(f.r) Le ‘Q]= eNe 
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EB $ 91 Ee=2. E/fe=l 
neN, DI H/B)ÿ" e = 2n. E(/B}ÿ"e = KH/B)""'e =1 
| COTES a.1714 Logometria, p.1: 

« Dividatur ... 2,71828 &c. per 1,...& rursus minor per numerum qui re- 
liquus est, & hic rursus per ultimum residuum, atque ita porro pergatur: 
& prodibunt quotientes 2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, 12. 
1, 1, 14, 1, 1, 16, 1, 1, &c.»l 

2 neN, I. E(/6)"e—1)/(e+1)] = 2+4(n—1) 

i EULER a.1748 p.319 | 


Super alio fractio continuo relativo ad numero e, vide $Fc P11. 


Np % 104 ac0.7). — 
Jim }[Num(Np n 2-*n) —5/log‘(2"n)]IXnNa+/2)! In =0 
i JENSEN AM. a.1899 t.22 p.364 | 
2 neN,._). 
limi (Num Npn1*x]ix—Y[r!/(logx)"!|r,0"%]}(loga)"!*|e = (n+1)! 
i TCHEBYCHEF JAM. a.1848 t.17 p.384, Œuvres t.1 p.44 | 





Subst e 
% 11. neN,.a,be Substn. ). 
0 eî =S[(a"/n!) |a, N] Df 


Si a es substitutione de ordine n, ea indica summa de serie 
P5‘14, semper convergente. 


‘1 e“ £ Subst 7 


[ reN,.Slin 2*4.. mod(ar /r!1 (moda: | r! (1) 
Pa DI. Z[(moda)” fr! |r, No] €Q (2) 
(Dad Z[mod(a” | r!) |r, No] €Q (3) 
(3). Slim 514 .D. Sa” | 1) |, No] e Subst a 14) 
(&. POD. P ] 

‘20° = lim(1+@»)"|n [ (Subst[qgP5-1D P ] 
"3 uh ha asp ? [* = pp 
P-0 D. es e = Xe rt fr, Na) < EU x 
Slim 351 7). = Ly j NT nl () À 
ES 151 — Ya bi in! lé, N, 
Pr}, = è 


‘4  DtemeM = Muvara 
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2 xeq.mEeNHI . ). 
s2mx) = cx X}(—1)"29+! C(m+r,2r+1)(80)?"+1 |r, 0“ (m—1)| 
8[(2m+1)x]}=(2m+1)X}[(-1)"2°7/(2r+1)]C(m+r,2r)(8x)?"+! |r,0--m| 
s(mx) = sx X}(-1"C(m—-r—-1, r)(2ex) 21 |r, OE[(m—1)/2]! 
c2mx)=1-2msS}(— Da + DIEM 2r+1)(s0)?"+? }r,0"(m—1)} 
c[(2m+1)x] = cx X}(-1)"2"C(m+r, 2r)(sx)”|r, Om 
2e(mo) = (2cx)"— 
mXx(-1)/rt1)]}C(m—r—2,n)(2cx)m-?-2 |r, 0-E[(m—2)/2]} 
i EULER a.1748 t.1 p.206 | 
‘3 me 2N,.rEq.). 
(cx)" = x {C(1,») c[(m—-2r)x] |r, 0°*(m—2) RI 2" + C(m,m/2)/27 
(sa)" = (—1)(1/2) x }(-1)"C(1,7) c[(m—-2r)x] |r, 0° (m—2)/2 } /2** 
+ Cln, m/2)/2" 
‘4 me 2N+1.2Eq ._). 
(cx)" = x {C(m,r) c[(m—2r) vl |, O(m—1)/2 { 277 
(sx)" = (—1}m—102 x i(—1) C(m,r) s[(m—2r}r]|r,0"( (m—1)/21/2" * 
‘3 X,yEq . Sinye —= 0. MEN, ._). 
X{s(e+2ry)|r, 0m] = s(x+ my) s[(m+1)y] / sy 
S[c(x+2ry)[r, 0m]= c(x+my) s[(m+1)y] / sy 
[ Zicér+2ry) + is(x+9ry)] |r, 0m! = 
ZIeNi(x+2r4)] lr, 0m] = eNix);[eN2(m+1)iy] —1! /[eN2yi) —1] 
= Mi(r+my)leN(m+Liy] — eN—(m+Diy]::[eMiy) —eN—iy)] 
= eNi(r-+my)] s[(m+Uy] /sy ] 
i ARCHIMEDE, de Sphaera et cylindro I 21 | 





‘6 xeq.sinvxe=0.meN, .). 
2 Est) |a, On] = 2 — c[(M+1)x] Sn) / 8 
Sera) |r, Oa] = in + car) s[(n+ Dr] | 


% 16. req. ). 
4 sa au" /3 ut is —Xi[(—D'attt/2n41)!] |a, No} 
2 cr—=l—2/2+r/A = Xi(—1'x"/En)!] |, Nol 
[ Nim) = bic —r?2 —i 28/3! + 2414! «+... . Oper real . Oper imag .D. P-1:2] 
i NEWTON a.1676 | 
‘3 neh, 2 
ST — M(— A (2r+1)!{r, Ova € (—1)"+! 0x"+3/(2n+3)! 
Cr — S[(—1)"x®"/(29)! |, On] & (+! 0 x°"+?/ n+42)! 
Hp. re 072, que occurre in plure tractato. es inutile. 
Dm in Peano Zezioni a.1893 1.1 p.83. 


V. $3 e 291 


Notatione sin°x pro indica (sinx)* es in Legendre a.1811 Exercices 
t.1 p.9; adoptato per Jacobi a.1827. 

Gauss, que adopta et notatione de Formul., dice: einige neuere ma- 
thematische Schrifsteller für das Quadrat von cosÀ, cos*A gebrauchen, gang 
gegen alle Analogien ». 


cEq._): 


‘4 co—(er+te-b)/2 . sx—(er—e-i)/(2i) Dfp 
3 CE Cr +ist . CE =ca—_isa 

i EULER a.1748 p.104 | [ Dfs,e D P'4:5 | 
‘6 sO 0. O—I.sS—-x— ST. C—x—=CX [P4DP] 
°7 cr +3: =] Pd. OperX .D. P ] 
8 —ISssSi . -1scosl [P-7DP] 

% 14 vyateg I 

4 sx+u)=s5sccy+ cx sy à CL + y) = CL cy — SX SY 


—— » | D 3 D _— » + » 


[ Mix) eNiy) = eMitx--y)] . Oper real . Oper imag .D. P ] 
| ABOÙLWEFA a.998; Journal Asiatique a.1892 s.8 t.19 p.419 } 


2 s(x—y)s(2—Ù) + s(y—2) S(c—Ù + s(2—x0) s(y—t) =0 
‘ } PToLEM&O t.1 p.36 | 
[ Sn 6-2 2. (e2ri —e2yi pe2ri —e2ti) 4 (e2yi —e2si jeri —e2ti) + 
(e22i —e2ri(e2yi ezti, =0 7). 
efety)i elr-y)i —e-iz-y}i) elx+bi (ela-bie-(-ti) +... =0 . 
D. (etr-y)i —e--yiijets-tie-a-0i)-1.., =0 7. P ] 


w 19°1 LE . men, n) 

car) = real(ce + is)” 

= X}(—1) Ce, 27) (su)? Dr, 0 E(r/2)t . 
Sax) = imag(ca + is)" 
= Xi(-1)C(2, 2r+D(619)727 (su)?! |, Or ET(2—1)/21 
[ eRouie: = [eNix Ma. Oper real . Oper imag .D. P ] 

} VIETA a.1615 p.11 : « Si fuerint duo triangula quorum angulus 
acutus primi [x], sit submultiplus ad angulum acutum secundi [mr] ... 

Ad similitudinem laterum circa rectum ... efficitur a base [cosu:] et perpen- 
diculo [sin] primi ut binomia radice potestas æque-alta | (cose !-sinæi |, et 
sungularia faeta homogenen distribuiti in duns partes successive, ntrobigune 
primum aflirmata. deinde negata, ch linfa prima parti similis fit basis si 


cundi |cosmar], perpendiculum |sinner| veligue, 


El voentri sne pe «formula de Mm 





+ 10 7—= 2 min QMyrz(cx —0) Dfxr 
Numero 2/2 pote es definito, in modo analytico, ut minimo 
radice positivo de aequatione cose =0, id es de aequatione 
1a 2140 /4!/—... —0. 
Numero x se praesenta ut ratione de circumferentia ad diametro. Ce 


signo, introducto per Jones, adoptato per Euler, es hodie de usu gene 
rale. Illo es litera initiale de zeoiueroos. 


. 
tea 


cos(x;2) = 0 [Dfx D PI 

. | . ‘6 » fr P 

2 xebn 2 .7). cosx >0 [D Dil are. 
‘3 xe0x. 7). sinx >0 


{ sinx = 2sin x-2)cos(1/2) . cos(x;2) >0 LD. sgn sin-r 
1) . neN, -D. sgn sinx = sgu sin(v/2” | 
(2) .D. sgn sinx = lim sgn sin(.c/2n )jn 
P16:5 .D. sgn sine = 1 |] 


‘4 Sin(z/2) = 1 | 
| sinx2;*-Lcosix 28 = 1. cosix 2) = 0. sin(z/2) >O 


‘8 etif2 =; 


‘6 er =-1 . e2ri 1 


% 21 7/1e(3/9)—0X" {AH 

N.41. « 9.9/9 =1.9-1=8.8x8=6t ». 

N.42. « 10 . 10/9 =1+/9. 10—(1 1/9) = 8 L2/3+/64 

:;8+2/3+-/64-/18%? = 794-/108+/324 ». | 

Papyro de mathematico ‘aegyptio Ahamesu, de ant: 
vulgare, es toto composito ut duo linea transeripto. 2a. . da ad citra 
forma actuale. Interpretatione, que nos debe adde, es : 

N. 41: Si nos suppone que 9 es diametro de cireulo, tune divide illo 
per 9, et habe 1; subtrahe ce nono de illo, et habe 8; eleva ad potestate 2, 
et habe :‘circa) area de circulo. 

.N. 42: Si 10 es diametro de: circulo, tune divide illo per 9, et habe 
14-1/9; subtrahe ce nono de illo, et habe 8--2/34-/6+-/18 (secundo methodo 
aegvptio, ubi omni fractione de denominatore >3, habe 1 ut numeratore). 
Eleva ce fractione ad quadrato, et resulta fractio seripto, que exprime area. 
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‘4 lim(sinx/x|x, q, 0) = 1 

[ limj(eie —1)/x|x, q, 0] =i. Oper imag .D. P | 

‘5 lim[sgnsinx |æ, Q, O0] = 1 

[ æeQ .7). sgn sina = sign(sinx/x) . P:4 TD. P |] 

‘6 xeq.reQ. modr<1 ._). 
(1—rcosx)/(1—2rcosx+r®) = x[r"cos(na)|n, No] . 
rsinxæ/(1—2rcosx+7r") = x[r"sin(na)|n,'N,] 

[ Zf(reir)r|n,N,] = 1/(1—reiz) . Oper real . Operimag .]. P ] 

‘7 aw,mneq. moda<1 .). 

(142acosx+a)" = x[C(n,)a”|r, Nol 
+2zfa"cos(ra)xX[a"C(1,5)C(n,r+5)[s, N |? Ni 


% 17. cEeq.cre=0 .). ‘0 tngx = tx = sx/cx Df 
‘4 te=(e—1)[ile&+1)] . t0=0 . t-x=-tx 


Nos non introduce alio functione trigonometrico : 
cotang = /tng, sec = /cos, cosec = /sin. 


TABULA DE e” 


= ‘0 “1 “2 +3 4 BO 6 ‘7 8 9 
er — 100 1-10 1:22 1:34 1:49 1-64 1:82 201 2:22 2:45 
æ= 1° 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
er = 271 7138 200 545 148 403 1096 2980 8103 22026 





VOL Va 





St a 


+ 10 7— 2 min M:ra(cr =0) Dfx 
Numero 2/2 pote es definito, in modo analvtico, ut minimo 
radice positivo de aequatione cosx =0, id es de aequatione 
1—2* 244! ... O. 
Numero x se praesenta ut ratione de circumferentia ad diametro. Ce 


signo, introducto per Jones, adoptato per Euler, es hodie de usu gene- 
rale. Illo es litera initiale de zsotuetoos. 


. 
(1) 


cos(a 2) = 0 [ Dfr D Pi 
2 re O7? ._). cosx >O [ Dfr D P] 
‘8 xe0x. ). sinx >0 


[ sine = 2sin x 2)cos(x/2) . cos(x/2) >0 LD. sgn sine = 
:1) . REN, -D. sgn sine = sgu sin(e2n | 
(2) .D. sgn sine = lim sgn sin(.r/2 ln 
P16:5 .D. sgn sine = 1 ] 


‘4 sin(a’2)= 1 
| sin72)*--cos(7218 = 1. cosa?) = 0. sin(a/2) >0 .2),. 


‘8 erif2 =) 


6 eri —=-—-1 , e2ri 1 


R 21 7/1E (8/9) —0X * :AHAMI 

N41, « 9.9/9 =1.,9-1=8.8x8=61 ». 

N.42. « 10 . 10/9 =1+/9. 10—{1 +-/9) =8-{-2/3+/6+/18 

:8+2/34-/6-4-/18:? = 794-/108+/324 ». | 

Papyro de mathematico aegvptio Ahamesu, de anno ci 
vulgare, es toto composito ut duo linea transcripto, NI 
forma actuale. Interpretatione, que nos debe adde, es: 

N. 41: Si nos suppone que 9 es diametro de circulo, tune divide illo 
per 9, et habe 1; subtrahe ce nono de illo, et habe 8; eleva ad potestate 2; 
et habe (circa) area de cireulo. 

.N. 42: Si 10 es diametro de circulo, tune divide illo per 9, et habe 
1+1/9; subtrahe ce nono de illo, et habe 8---2/3--/6+/18 (secundo methodo 
aegvptio, ubi omni fractione de denominatore >3, habe 1 ut numeratore), 
Eleva ce fractione ad quadrato, et resulta fractio seripto, que exprime area. 
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2 3+1/7>xn>3+ 10/71 
i ARCHIMEDE, Küxlov uetomoic P3: 

Ilavids xvxlov 7) xeoiuerooc Tic duauéroov tounlaoiwvy Éoti, xai Ët 
dreoéyer êläooon per À ÉPdducw uéoe ts dauéroov, pueltovi dè Î) déxa 
éBôournxootouévots. | 

Versione: « Perimetro de panto evelo es triplice de diametro, et quod 
super es minore que septimo parte de diametro, majore que decem diviso /1». 


‘3 1£3+8x604+30x60—0 60 ? } PTOLEMAEO t.1 p.512: 
..T00 Àéyov tv neotuétowy mods tas diautétoovs Èvros, è Exe TA 
n i noòs Tò Ër.! 
‘4 n 62832/20000 — 0X * 
i ARYABHATA p.399 (Versione de Rodet) : 


« Ajoutez 4 à 100, multipliez par 8, ajoutez encore 62000, voilà pour un 
diamètre de deux invriades (avutàs) la valeur approximative de la circon- 
férence du cercle »| 


+5 311/120> x > 333/106 
i A. ANTHONISZ, voir BM. a.1888 p.36; a.1889 p.84 ! 


7 


a € 395/113 — 0X * + A. METIO a.l625 p.88 | 
‘8 ne +13 —50X° ‘| IdM. a.1901 p.269 | 
‘84 z € (14.6) +K(9—36) —0X * | MascHERONI a.1798 p.248 | 
‘82 x € 9,5 + 3,5 —0X" i VIETA a.1593 Opera p.393 { 


‘83 x € (40/3 —253) +70X * | KOCHANSKI AErud. a.1685 p.398 | 
°*84 x € (13146) 50 +0X * i SPECHT JfM, a.1828 t.3 p.83 | 
+85 x € (501+80/10)/240 —0X* 

i GERGONNE Ann. a.1817 t.8 p.292 | 


‘86 ze 4— 22+ 213 /3 + (6 /3 —20X* 


} George PEIRCE, AmericanB. a.1901 p.426 | 
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an = 3 
14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128 
LE >» 48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196 
oct 44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83169 27120 19091 
‘°° 45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273 
1) \. Lt, 12458 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436 
| ” 78925 90360 01133 05305 4820 46652 13811 16951 94151 16094 
US 33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548 
5 Ì 07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 83011 94912 
98336 73362 44065 66430 86021 39501 60924 48077 23094 36285 : 
53096 62027 55693 97986 95022 24749 96206 07497 03041 23668 
86199 51100 89202 38377 02131 41694 11902 98858 25446 81639 
719990 46597 00081 70029 63123 77381 34208 41307 91451 18398 
05709 85... 


Vieta, Canon mathematicus, Lutetia, a.1579 p.15, calcula E(10N9 x) 


Adriano Romano, Ideæ Math., Anvers, a.1613 » » 15» 
Ludolpho a Ceulen (D. Cüln, L. Colonia) a.1615 p.144 » » 32» 
Grienberger, Elementa Trigonometrica, Rome a.1630  » » 39» 
Sharp a.1699 (edito per H. Sherwin, Mathematical 

tables a.1105 p.59) » » 71» 


Machin, (edito per Jone:, Synopsis Palmarium 
Matheseos a.1706 p.243, que designa illo per x) » » 

Lagny, Hist. de l’ Acad. des Sc. de Paris, a.1719 p.144 » » 

Vega, Thesaurus Logarithmorum, a.1194 p.633 » » 136» 

Thibaut, Grundriss der reinen Math.,4.ed.a.1822 p.312  » » 

Dahse a.1840; JfM. a.1844 t.27. p.198 » » 

Clausen a.1847 (edito per Schyhmacher, Astrono- 


mische Nachrichten t.25 col.207) » » 248» 
Richter, Archives Math. de Grunert, a.1853,t.21,p.119  » » 330 » 
Rutherford, LondonP. a.1853 » » 440» 
Shank Sy » » » » 530» 

» » « »  a.1874, t.23, p.45 » » 707» 


Calculo de x in basi 2, proposito per Leibniz (Opera a.1768 t.3 p.521, 
547,...), facto per Jacob Bernoulli (a.1705, Leibniz MathS. t.3 p.97). 


V. $4 x 


dg 31 72€ Q-R ) LAMBERT Ber » 
2 ER i LEGENDRE Gé 


3 neN,.cerflen DI. x"+5(x a" 
i LINDEMANN a 1882 MA. t.20 p.21 
cfr. GORDAN a.1893 MA. t.43 p.22 


% 4 x<Eq Yi ‘1 se=0.=.xena 


‘2 s(7—-x) —=Sx . sQatba) =: 
‘3° ct —0.—.xe x/2+nx 

‘4  C(z—X) = —CX . CQa+x)= 
‘8° Cr =s(7/2—-x) . ST —=C(x/2-. 


% 51 exil3 — (1+if3)/2 

ei = [1Hb+iN(10—2b)}/4 . € 
erif8 = [N(2+2)+i{(2—2)]/2 
exi/10 = [(10+2p)t+i(5—1)]/4 
exi[12 = [f6+P+i 46—2)]/4 
exijl5 = ezi/6 x e—xi/10 | 

= |1(804+65)45—1HiN(104+2 
eai/16 = |f24 24 NH 


Constructione de polygonos regulare, correspor 
dente, es in Euclide IV P6-16. 


eif17= [154 JIT+ JB1—2419+24[17+3Y 
ANR TN A 
} Gauss a.1801 t.1 p.462 | 
ezi/20 = |(34+5)+6—b)+iN34+b)- 
ezi/30 = |18+65)+J(10—2)+iy(BC: 
czil60 = |N5+}+HMO-3P)I+{15+3f 
+i[ > è» a a 


M 60 nen, Y). "l—[eN2mai/n)] |" 
1 neN.xEq .). 

LC] — [ilr—eN2rnaxi/n)|lrn, DD ET 

+ +1 — [Tie—eN (204 ain]! tit, | 


| CoTEs Rogero a.1722 p.114: 


Formul. t. 5 
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‘2 nE2N,. €90 ._). 
LL = (21) 27 cz. n) +1] |a, 102) 2. 
L'41 = ii —2r ci(2ra241)7. ui [ue, On —2)/2; 
‘3 nEe2N,+1.req ._). 
LA = ir) DE 2r c(Qinz'n) +1] |a, 01) 21. 
LA = (+ DID |e—2e c[(22+1)2/]+1] |a, 0723); 2{ 
passe 
‘4 REN, .). IDs{rx (2n)lr, Leni = qa 2° 
Dem. in Heinrich Weber, Lehrbueh der Algebra, Braunschweig, 1895, 
t. I, p. 978. 
3 AEN,.ae qFOvn ._). 
Dtrmja[rest(r+-s, #2)] |(1s), (0° : On) = 
IT}X(a x" |r, 00e, “NED 
i J. W. GLAISHER a.1879 QJ. t.16 as 


PRRÉPUNANE tabula: que figura in ce P dicere « circulante ». 


Yo Ti 7/11 (—1)'/PAr+l) la, Ni | Stang-i P71.y=1.D.P] 
} LEIBNIZ sa MathS. t.5 p.120: 
«Quadrato Diametri existente 1, 


| 1 1 l 1 _ 1 l l 1 1 
Circuli arcam fore = —— a + 

l 3 9 ] tg n 13 ES 19 
nempe quadratum diametri integrum demta (ne nimius fiat valor) ejus tertia 
parte, addita rursus (quia nimium demsimus) quinta, demtaque iterum (quia 


nimium re-adjecimus) septima, et ita porro, »| 
2 a/4= /SC(/2, n) la, Ni = / 1+/44/ 2x4) +...] 
i Gauss, Werke, t.3 | 
‘3 n/6= N Ne 
i EULER a.1736, Petrl. a.1734-35 t.7 (edito a.1740) | 
‘4 2/90 = SN ‘41 me, D: SN PERT” 
i Joh. BERNOULLI t.4 p.24 { 
1/8 = 143945 ET IL... 
n°/32=1—-34+53-... 528/1536 —1—3 +5... 
i EULER a.1748 p.137 | 
TO —logla/4) = SQN,+1)+x@2N,+1)*/2+x@N+1)*/3+- 
i EULER a.1748 p.150 | 
‘8 log(2°/6) = NNp *+xXNp /2+xNp ‘/3+... 
i EULER a.1748 p.255 | 


etc., 
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9 a=1+4/2+/3+/4-/5+/6+/7+/8+/9—/10+..... 
= XM(/aXx(1x[mp(r,)|:,Npo(4N,—1)]n,N,| 


i EULER CM. t.1 p.557 ! 





% 84 cEeqen ). a [sla] = x+u) |», n] 
® cegqen .). a/t(ar)=/r +2xeS[/(e°— n) |a, N] 
= lim[N/—r)|t, —nea]in | EULER a.1748 p.159 } 
3 regni .D. a[eNar) + N—22)}[Nax) — N20) = 
ix + X}2v.(2°4+2%) ln, N 
4 aebn:2.7)./a=/ta + S}27"t270) |r, N 
i EULER a.1746 CorrM. t.1 p.371 !{ 


x 9. 
4 xEqe2n7.ae(QfN)decr. lima =0 ._). S(a,ef |r, N°) eq 
2 ae (QfNdecr. lima =0 ._): 
req=2nx ._). Sfa,c(r2)]r, N] €q : 89.) Sas(rx)}r, No] eq 
CPE 1 
% 10. 


‘1 x —2(2/1) (2/3) (4/3) (4/5) (6/5) (6/17)... 
—= 4II[(1-n?) |n,2N,+1] = 2//4I[(1—-n 3) |a, 2N,] 
— 2I7\2E[(n+1)/2] /[2E(#/2)+1] |», N! 
! WALLIS a.1655 t.1 p.469: 


Dicimus, fractionem illam OA: set Dee in 

a DA ARR 1r—€È€m&_&_x_—_—_—_———— . 
24x40 6X68 < &e. 8,2244880 &c. 

infinitum continuatam, esse ipsissimum quaesitum numerum || precise 


ad quem ita se habet 1, ut Circulus ad Quadratum Diametri » ; 


2 neN, .). C@n,n) < 2% (na) 


> 2° (24 :2)7] PA: Po] 
xeq ._). se = e11[(1-x°nx®)|n, N] i EULER a.1748 
‘4 » ce = I (1—tr nr x) |n, 2NT1 p.120! 


‘5 re 012... ITicos(r'2*) |[n,N,{ = sino :r 
i EULER a.1737 PetrC. t.9 p.235 | 

‘6 æEeq .). (e'-e)/2 = (14281 1422272)... 
——————— -——=elI[(142°%*» *)|n, N] 
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— ——— 


—r—_—_—_ + =--++.Ò+|Ò| 


‘7 xE9 TY) (e'+e7)/2 = (144221442832)... 


—— = 114420 nn) [n,2N,+1] 
i EULER a.1748 p.119,120 | 

Functiones in P-6 et ‘7 dicere sinu et cosinu «< hyperbolico » et indicare 
per Shx, Chx (Riccati a.1757). 


‘80 lim(a!tn “e"Aln)|n = (22) {STIRLING a.1730 p.137 | 





B ax 
Mk 114 neN, ID. sN) = 2" -1a%B /(2n) . 
2SON, HI = — s[(17/r® |r, N] = (221) a2*B_/(2n)!. 
i JOH. BERNOULLI t.4 p.21 | 
2 lim(#°B,/B,. 
‘3 lim B,(xe/n}N2n+/2) |n = 4xe 
‘4 rEq0. modr <22r._). 
x/(e°—1) = 1— x/2 + x[(1Y+!B, x°/ (Er)! |, N] 
aeN, ne N, +1 ._). log a! € (log 2x)/2 —a +(a+/2)log a 
+X}(-1YB,,/[(2r"+1D(2r+2)] a #11 |r, O(n— 1) + 
0(—1)"B,../[(22+1)(2n+2)] at STIRLING a.1730| 


Jan = a 


cr 


$ 121 requ0.moda<x.). 
/sinx = /x +2[2(2214!—-1)B n41 a02%41/ (2n+42)! }n, N] 
2 xeq.modr<x/2 .Y). 
tinge = xj2?(22*—1)B, a22-1/(25)! |n, N 
= L40342! (BAITE (5X TX) 
‘8 Hp .). æ/tngx — 1-S[2?*B, x22/ (2n)! |a, N, 


‘4 Hp" .). log(sinr /x) = —x}221B, 2"/[n2n)} |n, N 
‘5 xeq. modr< 2/2 .Y). 
log cos x = —X}(2% —1)2°*1 Bn /In(2n)!x* |n, N. 


— — 09/2124! 16X172* 81... 
‘6 xequ0. moda < 2/2.) 
log(tngzx /x) = 321 —1)2°%B, /[a(2n)' Lx n, Ni 
i EULER a.1748 p.152 | 





89 log* sin cos ' tng' 


$ 11 «Equo ._}) log*rxr — qnys(e'—=2) Df 
è ———— jogr — 2 (log“æ) " y3(—n <'imagy <a) Df 
‘3 sin ‘= "=—1{s,(—7/2) (x/2)]  : Df 
4 cos't=c'=[c, 62]! Df 
8 ftang  =t"={t,(—1/2) (7/2)] ‘ Df 


log*x indica classe de solutiones de equatione ey =x. 

loge = « valore principale de logarithmo », indica solutione que habe 
coefficiente de unitate imaginario inter —x et +x. 

Si y es quantitate inter —1 et +1, sin-1y indica quantitate, minimo in 
valore absoluto, de que sinu es y. Idem per cos-1y, quem nos sume inter 
limite 0 et x; et tng-ly, inter limite —7/2 et x/2. 

Ce functiones es inverso de sin, cos, tang. 

Notatione que nos adopta es de nsu generale in Anglia. Vige et nota- 
tione arc siny, arc(sin =). 

Euler, BerolMisc. a.1743 t.7 p.167, adopta notatione: sinAx, Asinx, 
per: sine, sin-1x; A es litera initiale de Arcu. 

Logarithmo imaginario occurre in: 


i COTES a.1714 LondonT. t.29 p.32 : 


«... Si quadrantis circuli quilibet arcus x], radio CE [1] descriptus sinum 
habeat CX [sinx], sinumque complementi ad quadrantem XE [cosx]: su- 
mendo radio CE pro Modulo, arcus erit rationis inter EX-+XCJ-1 et CE 
[cosx + i sinr] mensura ducta in 1.» | 


i EULER a.1728 (Vide BM. a.1899 p.46): 


. ‘ ‘ . . . . aa 
«Sit radius circuli a ... habebis quadrans circuli = --—logi—1)» 
4-1 ©: 
% 21 reQ..reg. —7<rSn 7). log(reiz) = logr + ir 
imag log x vocare «argumento, amplitudo, azimuth, anomalia,... »* dex 


Numero imaginario, de modulo r, et de argumento x, vale reir, 


2 regqi0 .). log*r =logx + 2nai 
[ ye log#x .D. eNMy—loga = 1.D. y—loga e 2nxi | 


3 logi—=ia/2 . log(—1)= zi 


% 3 yEe(—1) 1. ): 
4 S'y = =yY. —7/2LrL7/)) Dfp 
11 Cy = rqhnas(cr =y.0Sr <a) Dfp 
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| 
| a 2 qnissc =y) = (2nr+s ‘y)v(x+2nr—s ‘y) 
| 


‘21 qnra(cx =y) = (2nr+c ‘y)o (2nx—c y) 
3 ss "y+c ‘y = 2/2 31 es'y=f1-y) 
‘4 s'y=—ilogtf1—y)+iy, Dfp 


‘41 c'y=—ilog[y+il(1—-y)] Dfp 


‘3° p,geq.d'<DP' ._). 
qn r3(2*—3p.c+29 =0) = 2 Jp cile 4g p_3/2)+ (0°°2)7], 3! 
} VIETA Opera a.1619 p.159 | 


Resolutio trigonometrico de aequatione de gradu 3), 
% 4 veq.): 


4 t'y=iqgnara(tr=y. — 2/2 <r<n/2) Dfp 


‘2 t'y—=log{(l+yi)/(1—yi)] A(2i) Dip 
i Joh. BERNOULLI t.1 p.409; EULER a.1148 p.105 ; 





‘3 qposlte=y) = natt ‘y 
"4 yeQ. dt'yut+t'/y=a/2 
‘8 2€Q.yeq.). log(e+iy) = log Je"+%)+it'(y,2) 


‘4 E]. mod(ry) 1 a? t'[(r+wm/A(1—rm]= the +ty 


EN, LYyEN, ty= A, b= ar. = 444 I. 
Ja = =t'/b+t la 


| i, ba N. D:blla=tbIpht teLe.,=, be albe) +L.=. 


ro 


PERTE + | ] 

3 ade ‘4 x—=4d(t"/24t7"/3) 
41 a=Bt!/344t 1/7 | EULER a.1737 PetrC. t.9 p.231 | 
[ 1/3, /7)] (0,4) PI.D. tng-1/2 = tng-1/3 + tng-1/7 (1) 

(1) P:3 DD. Ths | 
42 n= 8t!/2 — 47/7 ) BERTRAND a,1855 p.301 | 
‘43 a=16t/5—4t!/259 | MACHIN: V. JONES a.1706 p.263 | 
| 45, [DI | (o) P'1 0, tug- 9/12 = 2tine-1/5 (1) 

[ 5/12, 5/12;] Luc PA 11) 2, mg-1120/119 = 4Atng-1/5 2) 


pr —1) ir) P 1.2. tng-1/299 = tug-1120/119 — tng-1 1 (3) 
(2. (8). P6 Da Ths | 
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8 a=4(t6/2+t/59+4+t/8) i DAHsE a.1844 p.198 | 
6 = 20t/7+4+8t 3/79 i VEGA a.1794 p.633 | 
7 a=16t'5 — 4t/70 + 1t 199 
i EULER a.l1737 PetrC. t.9 p.232 | 
‘8 (n,n,r y)Amn,nen.LyEN, . cmt '/r+nt"/y= 21/4] 
= ((1,1,2,3) w ((2, —1,2,7) v4(2,1,3,7) vu «4, —1,5,239) 
i STORMER BsF. a.1899 t.27 p.170 | 


. & 61 Eq .mode<l.ee= +1.1). 
log(1+x) = e—r°/2+20/3-... [ 1q'!q) Dem Se P6:1 ] 
Serie de log(1+.r) considerato in $e P6‘1, subsiste pro æ 
imaginario, si suo modulo es minore de 1, et si suo modulo 
vale 1, exceptuato r =—1; da valore principale de logarithmo. 
Contine, ut casu particulare P6-2 ... 9 et PT'1. P6:1 es successivo es noto 
ad Eulero a.1718. 


2 E qenz .). log'2c(r/2)] = cr — c2r) /2+ (Br) /3— .. 
8 ce(ala.). 1/2 = sx —s(2x)/2 + 8(3.£)/3— 
‘ EULER PetrNC. a.1760 t.5 p.204 | 
| eizkx P:1. Oper real . Oper imag .D. P:2:3 | 
4 rE201.). sr+s2r) 245830) /3 +... = (ar) 2 
[Gex P:3 D. P] 
+ EULER PetrNC. a.1774 t.19, Cale. Int. al 194 1.4 p.235 | 
5801). sc+s(3.2) 34500) bt. — 7 4 
| P-34. Oper .D. P | 
} EULER, Calc. Diff., Pars II, Art. 57-93 | 
‘6 veqenz ._). logf2sr/2)] = —@r—c(2.r)/2—0(3r)/3—.. 
[ (we P2 D. P] 
req. mod" [1 . .r£q ._). 
7 log (+ 2er +) = rer — 1%(2.2)/2 + ec (52/3 — … 
8 t''[rsc/(l—rcr)] = 
rss + rs020)/2 + rs Gr)/3 +. = fr" star) /n ln, N 
| rex P1D PTS ] 
Delambre a.1808 applica P:7:8 ad quaestiones de (reodaesia. 


o T1 yeq. SSL.) t'y=y—/349/5_ 
i LEIBNIZ a.16753-74, MathS. t.5 p.401 ! 
[ (y, 2.2) | (r,x) P6:K8 D. P ] 
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Commercio epistolico, etc., publicato in 1722, tribue ce Pad Jae. Gregory, 
secundo copia de litera de 1671 ad Collins. 

Sed, secundo Joh. Bernoulli, (Leibniz MathS. t.3 p.917,934), authenticitate 
de ce litera es dubio. 


‘2 yeq. neN,._). 
t'yEey—-YI3Ky/5 —... +y*/(2n-1) + 0" '/(2n+1) 


do 8. 
4 ye0 ID. sy =y+1/(2X3) ÿ + (1X3)/GX4X5) # + 
(1X3X9)/(2X4X6X7) y + … i NEWTON a.1676 | 
‘2 yeq. mody<1. meq ..). 
s(ms'y) = my+x}mT{{(2r+1)}—m| 
‘3 Hp2 .). cms'y)= 
14+XK—1)"+! Z7|(22!—4,%) |, O°n]y?*+2/(zrn+t2)! |n, Nol 
i EULER Calc. integr. p.101-106 | 
‘4 meQ.ae07/2 .). tang* (en tanga) = 
r4+X}[(2—1)/(22+1)]" sin(2nr)'nin, N,! 





rn, 0-*n]y?+8/(2n+3)! n, Nf : 


do 91 a=4Ssit'(29)|2, Ni 
i PEACOCK a.1820 Er. of the diff. Calc., Cambridge p.67 | 


2 n—A\it"(2"—1) |a, NH = at 8 +7 + 1/15+-...) 
+ PEACOCK a.1820 p.68 | 


3 a =4Nt/(1°4+n+1) |, Ni |} EULER PetrNC. a.1764 t.9 | 


$6 ang 


Y 1. u,r,woe va) ._). ‘0 ang(u,r) = cos ‘[cos(u,r)] Dt 
‘1 ang(u.r) e 9a ang 
‘2 ang(,r) =ang(r,n) = ang(—«, —r) = ang(Uw, Ur) 
=a—-angli,—r) iRvcLine 1 P15 13} 
‘3 ang(#,0) S ang(#,7) + ang(rur) » XI P20! 
4  ang(4,r) + angir ae) L'ange) < 2a » 21! 


[P:3.D. ang rs Sang —u,v Lang —u,u) ID). 
ane(ese + angie p angre Æfang'ast)-tang(—ur:] Éfang(u,) 
+ ang —uuw]=x-t-1] 
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‘8 Cos(u,r) —=cosang(u,t) . sin(u,7) —= sin ang{(w,v) Dfp 
ang(u,v) es angulo des vectere « et ©, rato ut numero. 
Angulo de vertice puncto o, rato ut loco de punctos, es 04-Qu+Qv. 
Geometria et considera angulos ut systema de grandore homogeneo, 
Nostro ang'u,v) es ratione de angulo de vectores « et v, ut grandore, ad an- 
gulo dicto « radiante », que es angulo clauso per arcu de circulo aequale ad 
radio. Unde: 
(angulo recto) = x/2(radiante) 
gradu sexagesimale: 1° = (angulo recto)/30  , 1’ —=1960 , 1° =1’/60 
gradu centesimale 18 = (angulo recto)/100 
seque: radiante = 579,29377951308 (Calculato per Cotes, a.1722 p.95) 
= 3437',7467707849 
= 206264”,806247 


% 2. p9ep.pe==qg.reperecta(p,g). a= d(q,r) . b=d(r,p). 
c= d(p,q) . «= ang(p—Q,p—r) .b'= ang(q—r,q—p) . 
C'=ang(r—p,r—Q).s={(a+b+c)2 I). 


À. ADD i EUCLIDE I P 5, 6 | 
2 a<b.=. d'<b » 18,19} 
3 a+b+4c=a | P14] i EucLIDE 1 P32 
‘4 a=b+e — 2bc cosa' [= IV $vet P13/1 ] 
5 sina/a=sinb''b=sinc'’e 


i NasîR EDDIN ATTASI a.1260 Lit | 
[ pur=(p_®+(g—-r) .D. [empLp—g]p—-» = [empp—9)]@—7) 
Oper mod .D. P | 


‘6 besina = 24[S( A :HERONE a.—150 p.286} 

‘be sina')/2 es area de triangulo pgqr. | 

+7  sin(a’/2)—=\{(s—b)(s—c) (br) . cosa 2) = \[s(s—-«) (bc)] . 
tng(a'/2) = \J}(s—b)(s—c)'Ts(s—«)]! | 


‘80 tngl(a'—dD) 2] / tng[(a +0) 2] = (a—b) («+D) 


MR 3. veve. re Ve/t . 10€ Ve (qu+qr) > 
‘0 ang(4;70) = ang[(empl 1)», (emp: «el Df 


= angulo dihedro determinato per planos ur et ur. 


a= ang(r 0). b= angre,u).r=ang(s,r). a'=ang(rir io). D= ang 
(3000). = anghourr) . = (ab) 2.8 = (1404029. 
‘01 A<D+ce . 1+b+c <2a [ = P53:5:6 | 
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02 a; =. = ‘03 Ad<D =. “<< 
‘04 d>b4c-a . a Lu +b+e << 37 


1 cose=cosbcosc+sinb sine cosa' 
CL cosrse = Ur Ur 





= * empfae Ur — emp_re Ur em a Cee - emp_e Us 
= {cup 4 Ur 7 canp e Uri" empu Ur empa Cr D. P ; 
} AL BATTANI a.929; vide BD. a.1892 p.144 | 
} REGIOMONTANUS a.1533 p.121 : 

«In omni trianzulo sphærali ex arcubus circulorum magnorum constante, 
proportio sinus versi anguli cuiuslibet 1—cose |] ad differentiam duorum 
sinuum versoriun, quoruin unit» est lateris cum angulum subtendentis 
[1-cosa], alius vero differentiæ duorum arcuum ipsi angulo cireumiacen- 
tium | 1— cosò cose — sinb sine ] est tanquam proportio quadrati sinus 
recti totius [ 1 ] ad id. quod sub sinibus arcuum dicto angulo cireumpositorum 
continetur rectangulum [sind sincj. -: 

Demonstratione de ce P, dicto <«theorema fundamentale de trigono- 
metria de sphaera , es traductione de illo dato per Cauchy :s<.1 t.9 
p.26», per methodo de projectiones. Substitutione de projectiones per pro- 
ductos 7, reduce duo pagina de Cauchy ad duo linea. 


41 DmPl'3 [ P1D. cosu Æ cos b ,-e . Oper cos .DP ] 
2 sind /sina= sind / sinb = sinc'/sine 
I ABOLWEFA a.9407 998; vide Journal Asiatique a.1892 
3,8 1.19 p.423 ! 
} REGIOMONTANO a.1533 p.99 : 


«e In omni triangulo ... sinus lateruim ad sinus angulorum eis oppositorum 
eandem habent proportionem >» ..‘ 


‘30 così = — cosl'cose+sinb'sine'cosi 
‘4 cosb cose = sinb'inga — sine toga 


‘8 sinb sine sind = 2f[sins sin(s—«) sin(s—b) sin(s—c)] . 





‘6° sine 2) = isin(s—b) sin(s—c) (Sinb sine).  NEPER 
COS(E 2) == sins sin(s—4) (sind sinc)f . a.1614 p.48; 


sin 2) = Jh—coss cos(s —1) (sind sinc){ . 
cos(i 2) =yjcos(—2) cos(s —c) ; (sind sinc)} . 
sin[(e'—D') 2] sin(e 2) = sinf(e—0) 2] cos(e" 2) . - 
cost ((—D') 2] sin(e 2) = sin[(a+0)/2]sin(e' 2) . 
sin!(e/+0) 2] cos(e 2) = cosf(a—0) 2] cos(e 2) . 
cost (140) 2) cos(e 2) = cost(+0) 2] sin(c' 2) . 

> DELAMBRE Consutiss, des temps, a.1807 | 
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| = ‘tng(c//2) cos[(a—b)'2] cos[(a+b)/2] . 
tng[(a'—d);2] = » sin» sin » |. 
i NEPER a.1614 p.18 | 
= tng(r/2) cos[(2'—b)/2]/cos[(a'+0)/2). 
— » sin » sin » 


‘7. [sin(:,2,w)}} = 4 sins sin(s—«) sin(s—b) sin(s—c) 


79 , 


Vide alios formula de trigonometria de sphaera in Formul. t.4 p.336. 


% 41 ab,eep. dad) =d(ac=d(be)=1.). 
cos(b—a, c—4) = sin[a—b, a — “nn )/21 = /2 
sin » = COS » » = 3/2 
2 a,b,r,;dep.d(ab) = d(a,c) = d(a,d) = d(b,c) = d(b,d) = d(c,d) 
=1 ._). cos[(a+b)/2 —c, o )/2—d] = /3 


sin » » » = 22/5 
cos[( SA —c, CZ — (c+d)/2| = \2/3) 
sin » » » = 4/3 


Angulos de sian et de tetrahedro regulare. 


k 5. abep,._). 
‘0 ang(a,b) = min r3[pYyea . pe] . r,SED. PSS. 
L= ANY( D—4,}—$)] Df 


4  ang(t,b) € 02/2 


% 6. aep,. bep, ._). P5°0"1 
2 ang(a,b) = ang{a, (proj0)«] Dfp 


k 7 «bep, .). 
‘0° ang(a,b) = max .wralrep,. re. = ang(r,)] Df 
+ =PO5M 
Pò-7. Angulo de duo recta, de recta cum plano, et de duo plano. 


TABULA DE SIN ET TANG 
Gradu O0 10 20 30 40 50 60 70 SO 90 
sin 000 ‘173 ‘342 200 612 766  *S66 ‘9:59 cOst 1-000 
tang ‘000 *176 ‘363 ‘577 ‘KO 1191 1-732 2747 5671 0 
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ST Rotat vel w 


Si a,b es vectore unitario et orthogonale, et nos voca i? rota- 
tione que fer a in b: et si { es quantitate reale, et v es vectore 
in plano a,b, tunc ew repraesenta vectore « rotato in plano 
a,b, de angulo que habe £ pro mensura in radiantes. 


ei a indica vectore a rotato de uno 0+a+ia+ia,2 ota-tia 
radiante. Unde resulta constructione 
simplice de radiante. _ 

Per definitione: 

eiaz(1+i+î?214/314...)a 

Contrue puncto o0+a, adde ia, et re- 
sulta puncto o+a-tia. Adde (ia)Xi2, 
id es termine praecedente rotato de 
angulo recto, et diviso per 2, et habe 
otat+ia+i?a/2. Adde ®B!az(i?a 2)i 3, 0 . 0+a 
id es termine praecedente rotato de angulo recto et diviso per 3. Et ita 
porro. Successione de punctos 0, 0+a, o+a+tia,... verge in modo rapido 
ad limite o-+ei a, extremo de arcu de centro 0, et aequale ad radio a. 

Signo eMit) es multo importante in applicationes de Calculo ad Geo- 
metria. Signos Rotat, vel, # oecurre solo in praesente $, que es cxercitio. 


* 1 
a,bev.a'=b'=1.aXxb=0.i=b'a . 0Ep. p,q,re o+qa+ab. t,t'eq. 
MEN, . UE qa+qb ._). 


‘0  Rotat(n,1,f) = [o+e"(p—0) | p, 0+qa+9D] Df 
= rotatione de punetos in plano a-l-qa--qb, circa 0, de angulo de 
radiante. 


‘1 Rotat(0,i,7') Rotat(0,i,4) = Rotat(0,i, (+4) 

‘2 Rotat(0,i,6)" = Rotat(n.i nb) 

*3 Rotat(g,i,—{) Rotat( p,i,6) = Transi[(l—e-“)(9—p)] 
‘4. Rotat(g,,4) = TransIf(1—e#)(g—-)] Rotat(p,i,) 


5 e'e=l ._). Translu Rotat(p,i,f) = Rotat[p+#/( le“), i,{] 
6 >» Rotat(p,i,0 Transl = Rotat{p—w/(1—eÉ), i,6] 








V. 87 vel n 269 


7 eff] . ). Rotat(g,i,f) Rotat(p,i,t) = 
Rotat[ p+(g—p)(1—-e#)/(1—e#+%), i, 4 é 


‘3-7 Producto de duo rotatione, in plano considerato, vale translatione vel 


rotatione. 
‘5-6 Producto de translatione per rotatione vale rotatione. 


% 20 dE q* o ? vela — [Im(aax)|x, p"] 
4 aeg I. vela € (vfy')lin 


‘2 abep' ._). vel(a+b) = vela + velb Distrib(vel,+) 
‘3 agp. heq ._). vel(ha) = hvela 
‘4 UEV ._). (vela)u = If[(wa)au] [ Df vel.IV$aP18:3 D. P] 
‘8 uev.D. ux(vela)u =0 

[ ux(vela)}u = uXI|(wu)au| = ua(wa)auiy —0 |] 
‘6 MYEP .). (x—yX{[(vela)r] = (x—y)x{(vela)y] 


7 neN,.aepfln.ue vflen. leg I. 
S[uX(vell)a .|r, l'a} = lax(a,ar,|r,ln)/'P 


‘0 Si a es forma de gradu 2, nos indica per vela, lege: « velocitate 
repraesentato per forma a», transformatione indicato. Determina motu inf- 
nitesimo de corpore rigido. 

‘2 Lege de compositione des motus infinitesimo. 

‘6 Resal, Traité de Cinématique pure a.1862 p.28: « Lorsqu'un {segment 
de longueur invariable] se meut dans l'espace, les projections des vitesses 
des deux [extremités sur le segment] sont égales et de même sens ». 

‘7 Summa considerato in primo membro es labore de systema de fortia w 
applicato ad pnnetos a, quando ce puntos sume motu repraesentato per 
forma /. Peano, TorinoA. a.1895 d.125. 

Kôünigs, l'inématique, p.435:« Le travail virtuel est égal au produit 
du temps écoulé ôf par le moment des deux systèmes de segments qui 
représentent, l’un le dyname des forces, et l’autre le système de rotations ». 


% 30 ap.) ua —= eNvela) Df 
ua es «motu repraesentato per a, forma de gradu 2». Ce exponentiale 
es definito in Se P11. 


4 aep. modwa=1 . }). u(xa) = Sym(rectaa) 


Si {6q, sita) repraesenta rotatione de # radiante circa axi a. 


‘2 aevi.xep ._). (ax = a+ 
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3 ax). (ua, p) = TransIIa) 


Si a es bivectore, substitutione wa, super punctos es translatione indicatò 
per vectore Ia. 


‘4 ae .). (ua, p) € Motor 
‘8 ie Motor ._). a g'ra3[a = (va, p)] 


Omni motu habe forma ua. 
‘6 rev. var a—Ù , DEP ). 
(Sym o4)(Sym 07) = «[2ang(,r) OUI(/ar)] 
‘7 OED. M,TAUEV . varato =) .). 
a{2ang(4,r")oUl(uar)| #[2ang(#,0)0UI(ra:c)] u[2ang(ic,u)oUl(ra)] 
a | 


Si o es puncto, w,#,22 vectore non coplanare tune: producto de tres rota- 
tione circa axi per o, perpendiculare ad facie de trihedro (u,r,#r), et de 
angulo duplo de angulo de facie, vale identitate. 


S8 Fc (fractio continuo) 


% 1. cdeqtnNn,.seN, ._). 0 Fela, 1l)=,u, Df 
‘04 Fcela, 1°(2+1)) = [a, + Fc(a, |, 1°) Df 


‘1. Faa,N)=lim Fc(a, l'h)ln Df 
a es successione de quantitate, et 7 es numero. Fela, 1°») indica fractio 
continuo formato per elementos @,,0g,...,0n . Df per inductione. 
Notatione 1 





eee 
i, À 
(la = i 
dg >... mon es commodo. 

Cataldi, Trattato del modo brevissimo di trounre la Radice quadra... 

a.1613 p.10 : ‘ 
« Notisi, che non si potendo comodamente nella stampa formare i rotti, 
& rotti di rotti come andariano,... noi da qui inanzi gli formaremo 

tutti à questa similitudine 


. e ui 2 4 2 02° , 2 
Di 18. la R Sa 4. ETE TK € a 


facendo vn punto all'8 denominatore di ciascun rotto, à significare, che 
il seguente rotto è rotto d’esso denominatore. » 


kE. & Ly su «È 
J. Müller 17/7. Arithm. a.1838 introduce notatione — °° — Dea 
7 ‘a ++ + an, 


1 


sà nl 
modificatoin —— ——,,, per alias, 














Y% 2 ae N{N,. nEN,.). ‘4 Fca, le RI1-R,) 
2 ntFca,l: e ]= +: XntFcela,1*(2+1)] +nt Fc(a, 11%) 
‘3 dt » > » dt » » dt » 


‘4 Fela, 1(+1)) — Fela, La] = 
(—1)° dt Fe(a, 1°) X dt Fe[a, 1°(2+4+1)|! 

Si a es successione de numeros naturale, tune differentia inter duo tractio 
continuo de ordine successivo vale + 1 diviso per producto de denomina- 
tores de duo fractio. 

Ce regula occurre in Schwenter Daniel, Deliciae Physico- mathematicae, 
Nürnberg a.1636 p.111. 

x dt Fc(a, L°"n) = dt Fc[a(i—r+1) 

‘» CAYLEY, Phil. Magaz. a.1853 | 

dt Fe(a,l:'n) vocare « continuante de ordine » de serie a» (Sylvester 
AJ. a.1Nt8 t.1 p.344). 

‘6 Fc(a,l'"n1)— 

‘a+ X}(—1) ;dtFcla, Lr)XdtFefa, 1°(+1)]|r, 
+ EULER PetropC. t.9 p.104 | 


‘7 meN,. nn.) Fela, 1a) Fela, ln) = 
(—1)"dtFe[dm+r+1]3, 1°°(——1)] |AtFe(a, 1°) XdtFce(a, 1°) 





r, l'a] 


1::(2—1)! 





Yo 31 MER. D) a N00 03|a N fl 0 as|e= Er + Fc(a, 152) || 
2 a,b,cen. D(a,b=1. moda<modb : neN, . de N,Fl'"x 
mod(a b}= Fed, Lx). = (+1)! XsgnaxcxdtFc[d,1* 
(2_-1)). = (—1)*XxsgnbxeXxntFce{d,1(—1)] DD. ren. 
autbe =C } LAGRANGE, BerlinM. a.1767 p.179 | 


% À aeN,.fN,.neN, ._). 
‘0 ntFaa, 1°(n—1)] nt Fc(a,ln) = Fela,_,,, | L(2—1)] 


‘4 dt » dt » = Fela,_.. 47 112) 
‘2 nt Fcla, ln) = dt Fela, 102—1)] = 
Welt, Ln) = Fuleit jp" ln) 
4 DJEN, , pLG.PE XN +1 MyXN—1) . ). 
HN n3 )AN,t l'**} ji Ii, {{ — Pi fl. l*"*}) —z: Felt LF l'n)]l 
4 Fola,l=n) = Fe(a trat ic) Pe ? 
{nt Fe(a,l--n))° £ [(dt Fe(a,1m)XN,+1]y (At Fe, 1""%%))XN,1] 


} SERRET Ji IM. t.15 s.1 A.IS4S p.12 | 





6 —i id à 7 


Fer nr tal A © SN SE i D « 
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e 10. ae NiN,.nEN,.). ‘1 Fcia, N) € 0*R 
‘2° Fe, N) — Fara, L'an) & 0(—1)" dt Fe(«, 1°°n)]? 
‘3 Fc(a, 122) << Foe, N) < Ferla, 1°*(2a—1)] 


‘4 b,ceN,. mod [Fc(a, N)—b'c] mod [Fc(a, N)—Fa, 1° n)] 
._). b> ntFc(a, 1°»). > dtFc(a, Lx) }EULER a.1748 $382! 


Y 111 rEQR.). «= Ex + FU(E(SB)'xln, N) 
2 (b—D2=Fc(1,1,1,.)=FUlLIN,) 


nt de ce fractio continuo forma « serie de Fibonacci »: 1,1,2,3,5,8,13,... 


8 aEN,.).a'+1)=a@+ Fc(24, 2a, 2a, ...) 


121 aQIN,._): Fc(a,N) £Q.=. Sa, N] = 


: Seidel, Untersuchungen über die Konvergenz und Divergenz der 


Kettenbriicke, München a.1516. : 


$ 13 e=24+Fc(1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...) 
(e-1)/(e+1) = Fc(2, 6, 10, 14, 18, ...) = Fe[(£re—2) |, N] 
2/(e'-1) = Fc(3, 5, 7, ...) = Fe[2xe+1) x, N] 
(fe —1) 2 = Fc(3, 12, 20, 23, 54, ...) 
de —1 = Fe(1, 1, 1,5,1,1,9,1,1,13,...) 
(Ne —1)2 = Fc, 18, 30, 42, 54, ...) 
i EULER a.1737 PetrC. t.9 (edito in 1744) p.121 | 
neN, ._). 
(Je—1) (Je+1) = Fc(2n, 64, 107...) = Fe[(4x—2)» |x, N] 
2'‘(Je—-1) —2n +1 = Fc(6x, 107...) = Fell4r+2)» |, N,] 
i EuLER a.1737 PetrC. t.9 (edito in 1744) p.132 | 


% 14 1=3+ Fc[(7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2, 


2, 1,84, 2,1,1,15,3,13,1,4,2,6,6,1,..] {WALLIS t.2 p.51} 


Reductione in fractio continuo de valore de x dato per Ludolff. 
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VI. CALCULO DIFFERENTIALE. 


$1 D (derivata) 


Derivata de functione es limite de ratione de incremento 
de functione ad incremento de variabile, quando incremento 
de variabile tende ad 0. 

Ergo nos considera functione f, que es dato pro valores de 
variabile pertinente ad aliquo classe ». Classe # pote coincide 
cun classe de numeros reale q, vel cum intervallo, vel habe 
forma plus complexo : 


ue Cls'q . fe qfr. 
Nos sume in classe # uno numero x, que nos suppone 
proximo ad alios valore de classe 71 : 
NE UMÒI. 


Ratione (fy—fx)/(y—x) depende de y. Suo limite, quando 
y varia in « et tende ad », es vocato « derivata ». 


$ 10 neCls'uy./feqfu.re undu I. 
‘0° Du) = lim[(fy—fr)/(y—x) |y, 4, 2] Df D 


Si 4 es classe de quantitate, si f indica quantitate fun- 
-Ctione des #, et si x pertine ad classe #, et ad suo derivata, 
tune D(/,4,x), que nos lege « derivata de functione f, in campo «, 
Pro valore x » vale limite de (fy—fr)/{y—x) ubi varia y, in 
Campo , et tende ad .r. 

Membro definiente derivata, CORANO AS reale f,u, x et 
litera y apparente, nam seque s . Ergo nos 





indica derivata queesito per signo D(f.e, vi ubi four omni 
litera variabile reale. 
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Campo « de variabilitate es necessario in notatione de de- 
rivata, nam derivata pote depende de campo w. Vide P6‘6. 
In aliquo casu non tace illo, justa conventiones ‘14: 


‘1 Du = [D(fu,x)|x, u} Df 
Nos indica per D(/,u) lege « derivata de f in campo « » functione 
D(f,u,x) ubi x varia in campo u». 


‘2 DAW0xex= D(f,u,x) [ PIP | 

Si nos indica per uno litera À systema (/,u) de functione et de campo 
de variabilitate relativo, tunc À es « functione definito », et suo derivata 
pro valore x resulta indicato per Dhzx, que significa {Dh)jx « valore de 
derivata, pro valore x de variabile », ef non D(Axr), « derivata de numero 


hx », que non habe sensu. 


‘3 uve Cls'q. fe qf(). ce inunino ._). 
D(f,u,x) = D(f,0,x) 
‘4 ue Cls'q. fe qfu.xe inu ._). 
D(fx) = Dfx = maire Cls'u . re ine Di. y= Dffir,ri 
Si x es interno ad campo «, tune nos tace campo «, et per D(f,x) 
vel Dfir nos inteilige valore constante de Difiv,r), ubi x es classe arbi- 
trario, que contine x in suo interno. 


NOTA. 
Leibniz indica derivata de y relativo ad x, per signo Fe ubi 


«recta aliqua pro arbitrio assumpta vocetur dx » (MathS. t.5 p.220) et « ipsas 
dx, dy, ut ipsarum x,y differentiis sive incrementis, vel decrementis mo- 
mentaneis proportionales haberi posse » (p.169). Acta Erud. Lips. a.1684: 


« Additio et Subtractio: si sit z—y ++ x æqu. è, erit dz -y+ + 


seu dv æqu. ds—dy+du+dx. 


Multiplicatio: drv æqu. rde+vdx 
Potentiæ: dat = a.xt- 1 dr. 


. b a a bi 
Radices : d,yæ = 7 dr |a 
Suffecisset autem regula potentiae integrae tam ad fractas tam ad radices 


determinandas. » 
In aliquo casu ille pone ds=1; tune signo 4 indica derivata: 


di =1, da'=2x, da'=Bo' et. dig = = etc. 
"E 


(Briefwechsel t.1- p.226) 
Newton indica derivata per uno puncto supra functione (vide Taylor 
in P15\; Lagrange per uno accentu (vide P17); Arbogast per Dfx. 














Cauchy (Œuvres 8.1 t.4 p.255) indica derivatas per Dz, Dy ,... ubi in- 
dice designa variabile respectu que nos deriva. 

Jacobi, Werke, t.3 p.396 a.1841: 

«quando sine graviori incommodo licet, quanquam maxime affectanda 
sunt signa, quibus et omnis ambiguitas tollatur, et formulae sine omni 
interpretatione verbali adjecta, per se clarae et intelligibiles fiant, in hoc 
tamen casu... ». 
distingue derivatas de functione de plure variabile, per signo d; ce derivatas 
vocare « partiale ». | 

Ce notatione ne suffice, quare si nos habe functione de 3 variabile 
fe af(q‘a‘q). et si ve qfq, we qf(qiq), es necesse plure specie de d pro indica 
4 derivata respectu x: 

D'fix,y,six, Df(2,ux,2)e, Dffx,y,u(x,y\lle, D ffx,ux,u(x,ux)]læ. 


467. derivata. Vide 280. | 


468. differentiale, AD differentiale, F différentielle, H differencial, I dif- 
ferenziale, R differentsfal’. Es dx de Leibniz. 
CC differentia (166) + -le (6) 

De textu praecedente resulta que in scriptura dy/dx de Leibniz, hodie 
multo diffuso, dx et dy es quantitate finito, da es arbitrario, non nullo; 
in casu particulare de = 1 (Leibniz), dy = Dy. In applicationes de Calculo 
ad praxi, aliquo Auctore considera differentiale ut quantitate satis parvo, 
vel infinite parvo. 


* 2. 
ue Cls'q . fige qfu . xe ndu . D(fu,x), D(g,u,x) Eq. «eq I. 
‘4 D{(a+fr)lr, u, »] = D(fu,æ) 
« Derivata de summa de quantitate constante et de functione 
vale derivata de functione ». 
2 D((f2+92)/x, u, x] = D(fiu,x) + D(9,7,2) Distrib(D, +) 
« Derivata de summa de duo functione vale summa de deri- 


vatas de functiones ». 

{ DfD D. Difr-grie,u,x] = lim((fy+-gy {fr gay —2) ly, u, a 
Distrib‘!,-L\, D. » = lim (/y—fe ly—xi + gygy  » 
Distribilim,+) .D. P ] 

3 Jeq ._). Dax: |, a) —=a 

4 D(axfr |r,u,r) = axD(f,u,a) 


« Derivata de producto de «quantitate constante per functione 
vale quantitate constante per derivata de funetione ». 





-_ 


LR VE SD — . 





8 D(frxgxr x, u, x) = fr XD(gu,r) + gr'XD(fu,r) 

« Derivata de producto de duo functione vale primo factore 
per derivata de secundo, plus secundo factore per derivata 
de primo ». : 

[ Difrxgo | a, wr = lim[(fyXxgy—feXg9n)y—2x) ly. u, x] 
= lim[faeXx(gu- gays + ga Xi y Pay + 
ty fe ly—e:Kigygoliy a) Xiy—2) |y, u, x] 
= fexDig,u,ci + grexDif,u,x: +0 ] 


M 31 «eCis. fgegFu .D. f+9 = [(fr+gx) | ©, ©] Df 
2 neCis. feqFu. agq ._). axf=(aXfr | x, u) Df 
8 uo Cls. fe rFu. ge rFe DD. gf=[9(f2) | x, u] Df 
‘4 ne Cls'q. du. f.9,Df,Dg e qFe I. Df+9) = Df+Dg 


| ==P22%] 
‘8 Hp'4.aeq ._). D(axf) = ax(Df) =P24 ] 


Df ‘1-3 simplitica aliquo formula praecedente. Df‘1 jam occurre in III 
.$20 Cx P1°2. 


Y% Li «veClsq. ferFu.geqFfr. re di .freûr. 
Dr, Dg(fix) eq . 7). Dgf)x = Dg(fx)XDfr 

u et » es classe de quantitates; f es functio definito, que 
ad omni # tac corresponde aliquo #; g es quantitate functio 
definito de “; .r pertine ad classe # et ad suo derivata ; nos 
suppone fr, que es ”, proximo ad alios ». Functio f habe 
derivata pro valore .r, et 7 habe derivata pro valore fr. Tune 
derivata de functio gf (funetio composito de g et f, producto 
functionale de g et de f) vale derivata de g pro valore fr 
multiplicato per derivata de /, pro ‘valore +. 


[ Digf e = liml cgfy-gfr fly |y, u, >] 11: 
mi gfy—gfr doyen | y, unys fy-=frs x] 
= lim[igfy—9yfr fy fox fy—fr ge | y,ttr] 


= Dgifr), 4 Dfx 2) 
ysu fu = fr D. gfu = gfr D. 

Caly—gfey 2) = Dyfox fy fr) (y — x) 13 
(3). Oper lim .D. lim[(gfy—yfe (y—2) | y, uny3(fy=fr), x] 

= Dyfe x Dfr (E 


(3.4 DL] 

















‘2 u,ve Cls'q. fe (oFu)rep . xe un du. Dfx € quo. y=fa 
. i Df ‘y = /Dfx 
Si « et » es classe de quantitates, et si f es » functio defi- 
nito des #, et reciproco (III $1 P4:‘6), si x pertine ad classe « 
et ad suo classe derivata, et sì derivata de functio jf pro valore 
x, habe valore determinato finito non nullo, et si nos voca y 
valore fx, tunc derivata de functio inverso de f (definito in III 
$4 P3), pro valore y, vale reciproco de derivata de f pro 
valore x. 
In modo plus breve, si nos tace plure conditione : 
« Derivata de functio inverso es reciproco de derivata de 
functio directo ». 
[ DAtogy) = lime —/1y)(2—y)2,0,y] 
= lim[(e—-/-1y)/(fie—y)0,u,x] 
= lim fro—fr /(we—-x|w,u,x] 
=/Difiu,x) | 


R 91 xEqu0 . ). D(/, x) = —/x 
[ D'/,r1 = lim fy—{x {y —2x) |y, q=00, x] 
= lim[—/(yrì » » ]=—/e?] 
2 HpP2.0-efu .). D(/fu,r) = —D(f,,)/(fe) 
| 1q=0, f|ing@ PA D.  » = D(},fx XD(fu,ær . P'1 .7P] 
‘3 Hp2 ._). D(gr/fr|r,u,x) = 
ÉrXD(g,4,r)—gxxXD(fu,r) fr) 
Dem. 1 | P25.P52.7). P] 
Dem. 2 [ D(ge/fa | ur) = lim[(gy,fy golfe ya l'y 
= lim; (fe Kg —-gr X Ty yes KP TYT |, 
= lim fx gy—gr) gr Ty fe) ga Xfexfy]|y, 
= lim;{fx x (gy—geK y —2)—ge X (y —fr ya XPy | y, … 
= (frDgx—-gxDfr)! fr ] 
« Derivata de quotiente de duo functio vale denominatore 
per derivata de numeratore, minus numeratore per derivata 
de denominatore, toto diviso per quadrato de denominatore ». 





% 61 men. ceq .). Dure, we) = re! 
Dem. 1 [ Dump, e = lim y2n —rem.fy—r:4/, q, «| 
= lim'£ nr or} | ; L'on y Me a] = mpryn-l ] 


Dem. 2 [m=1.2P (1) 
mEN,. D.eNm|e, x = miN m—1.. P25 2. 
Deem+ 1 e, si = Diem ie Les] = mat ar + om = (on 4 iMn 19) 


(1:.(2:. Induct .7. P | 





= ms RI ee 
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Si m es numero naturale, et x es quantitate, tunc derivata 
de x", ubi varia x, in campo de numeros reale, pro valore x 
i de variabile, vale max". 

Nota que in formula x" | x, litera x es apparente; fogna vale sm|z, 
| et indica « potestate m » ; litera x non es idem litera x, que occurre in 
| | Hp. Si nos pone m = 2, formola fi: 
| eq I. De? | e, x) = 2x. 
i et si nos pone x = 1, formula fi: 
| De*|a,.1) = 2. 
« derivata de quadrato, in campo de valores reale, pro valore 1, vale 2 ». 
In formula incompleto Dr? = 2x, que occurre in plure libro, non lice 
substitutione materiale de valore numerico ad x. 
| Demonstratione 1. In vero, ratione de incremento de functione ad incre- 
mento de variabile es summa de m termine, que omni tende ad æm-1, 
Demonstratione 2. Potestate es casu particulare de producto, et regula 
deriva ex regula de derivatione de producto. 
; P-2:3:4:5 extende regula ad alio valore de exponente. 


‘2 men. eq DI). D(e*|xc, a) = mx" 
[ meN,. P'1.D. P (1) 
rnEN,.m=—n 7). Dire, e) = D(/e |a, n) = 
—norenlfrîn = —nae-n1 = mam-l (2) 


1).@ ID. P] 


‘3 reQ ta Dj, x) = /2h) 
» = zi (ue) —x) = lim /(Myu+de) ] 


‘4 meN,. Pe DI DO" pe |, x) = /[m "e 1] 
Dm. 1 [ DeoMMmlx, r) = lim{(Mm—aNm\y—2) ly, Q, cl 
= [limi (AN Nm (YAN) » >» 
= a rifmNm_-1)] ] 
Dm. 2 | (4,Q) = (22 | 2,01 DD. 
Di Lu = Dm 1 2,0, mar) = [Omer | Abe] = /[m(mke)n-11 ] 
‘58 mer. xeQ ._). Dx dE. 
[Pei] 


F2, ©) = MX 





‘6 xeqe0 ._). D(mod, x) = sgnz . 
D(mod, Q, 0) =1 . D(mod, —Q,, 0) = — 


Derivata de funetione « mod » depende de campo de variabilitate. 


‘7 ab,cdeq.xeq. 3 Fe DI 
DIic+d»r)/(a+bx)|r, x] (ad—bc)/ia+bx) 


*8 LEQ =) aa L| = (14+r*N—-3/2) 








VI. 81 D 7 28t— 


* 7. THEOREMA DE MAXIMO ET MINIMO. 
4 a,beq. a<b. fe qFa b.æxea-b. fx = max f'a b.D/fx Eq 
[ Hp .D. Dfx = lim! (fy—fr)({y—x)ly, atx, x] (1) 
Hp . ye a bn(x—Q) ID. fy—fx 20 
» » » D. (fy_fa\ly—x) 0 (2) 
(1) . (2) D. Dfr 0 (3) 
Hp .D. Dfik = lim[ (fy-fa)/(y—x)|y,e db, x] . (4) 
yet bnir+Q D. (fy-fo)lyma) 0 (5) 
(4). (5) .D. Dfr &0 (6) 


(3).(6).2. P] 


a et b indica quantitate, et per exemplo a<<b, et f indica 
quantitate functione definito in intervallo de a ad b. Si ad va- 
lore x, interno ad intervallo considerato, responde valore /x 
maximo inter valores de functione in toto intervallo, et si de- 
rivata de functione /, pro valore x, habe valore determinato 
et finito, tunc derivata vale zero. 


In vero Dfr, que per definitione es limite de ratione (fy—fr)}/Y—x), 
quando y varia in toto intervallo, es etiam limite de dicto ratione, quan- 
do y varia in solo intervallo de a ad x. Tune fy—fix £ 0, nam fx es 
maximo valore de functione, et y—x <0; ergo ratione considerato es 
250. et suo limite es S0. 

In modo analogo, derivata es etiam limite de ratione considerato, quan- 
do y varia in solo intervallo de x ad d. Tunc es semper fy—fx £ 0, sed 
y—x >0; ergo ratione ‘considerato es 0, et suo limite es <0. 

Ergo Dfr, que es S0 et <0, vale 0. 


‘2 (min | max)P:! 
P:1 subsiste, si in loco de maximo valore, nos considera minimo. Plure 
auctore moderno voca « extremo » valore que es aut maximo aut minimo. 


Exemplo. Nos vol decompone dato numero « in duo partes æ et a—x, 
tale que producto de potestates m et x de duo parte fi maximo. Expo- 
nentes n2,7 es p. ex. numero naturale. Funetione s"{(a—xrl|r, es nullo pro 
valores 0 et 4 de variabile, et es positivo in interno de intervallo de. 0 
ad a, et es continuo. Ergo ce functio fi maximo pro valore de variabile 
interno ad intervallo considerato. Ce valore annulla derivata, vel satisfac 
acquatione : 

menlia — pt — nrn(a el 20; 


si nos supprime factores .r#-l et (a—r)1, que non es nullo in interno 
de intervallo considerato, aequatio fi 
mia — r) — ne 20, vel eim = ia)". 
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Valore de : que satisfac ad aequatione es unico, et es valore quaesito. 
Ergo duo parte debe es proportionale. ad exponentes, ut es noto per 
Algebra, III $12 P30. 


Applicationes de theorema pruecedente ad Geometria. (Erercitio). 


1. Rectangulo inseripto in triangulo, et maximo in area, habe altitudine 
acquale ad altitudine de triangulo ;2. | 

2. Cvlindro in sphacra, maximo. in volumen, habe altitudine = 278, 
radio basi = 42/31; r es radio de sphaera. 

3. Cvlindro in sphaer "a, maximo in superficie laterale, habe diametro de 
basi = altitudine = (radio sphaera)xf2. 

4. Idem, maximo in superficie totale, hahe altitudine = (radio sphaera) 


XA - 1 I. 


5. Cono in sphaera, maximo in volumen, habe altitudine = (radio sphaera) 


X43. (Fermat a.1636.. 

6. Idem, maximo in superficie laterale, idem. 

4. Idem, maximo in superficie totale, habe altitudine = 
radio x (23—417) 16. 

8. Cvlindro inseripto in cono, et maximo in volumen, habe altitudine 
aequale ad altitudine de cono ;3. 

9. Idem, maximo in superficie laterale, habe altitudine aequale ad alti- 
tudine de cono /2. 


‘3 abeq. ane=b. f,Df e qFatd .). fe (qFat b)cont 
Functione que habe derivata in dato intervallo, es continuo. 


[Hp rea 65 D. lim fy—fr y, a db, x] = 
limfify—fie | y Cyr ly, ab, x] = Dfr x 020 |] 


% à. THEOREMA DE ROLLE. 


‘1 abeq. ab, fDfe qFatb.fa=fb=0 ._). 
4 be a13(Dfr =) 


Si funetione f, habente derivata in toto intervallo de « ad 
b, es nullo pro valores « et b, tune existe valore interno ad 
intervallo de a ad b, que redde derivata nullo. 

>» ROLLE a.1689 p.127 : 
. Les racines de chaque cascade derivata) seront prises pour les hypo- 


f 
Ù 


theses movennes de la cascade suivante ». 


i Hp. Pr D. fe great. cont (1: 
Hp. 1°. $ cont 23.7). max fab, min fa "be 2? 
Hp. Qae fat db D. max fat de) 

ae a Th fr = max fed D. re dd :3) 


vo .3. PT. Ths 4 
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Hp. 4g Qn fed DID. qQa (7 “ab. 1.2. Ths (D: 
Hp. Y'a bg i-Qu fat db I. fe 0 Fan d DD). Ths (6, 
(4) 15). (6: DD. P | Ex. Dm P9:1°2, P31'1 


Functio f, que habe derivata, per theorema praecedente es continuo. 

Ergo existe suo maximo et suo minimo valore in toto intervallo. Si 
functio f sume valores positivo, tune maximo intra illos es positivo, et 
responde ad valore interno ad intervallo. Ergo per theorema super maxi- 
mo, derivata es nullo. In modo analogo, si funetio sume valores negativo, 
vel si es semper nullo. 


% 9 THEOREMA DE VALORE MEDIO. 
1 abeq. ae=b.f,Dfe qFatd .). (fb—fa)/(b—a) e Df‘ ab 
{[ Hp.g=[fir-fa-ar—-a:fb—-faifb—@ ]|e DD. 


gaz gb =0 . Dg = Df—fb--fal b—ai. PS D. . 
qu bras DA fb—-f@] b-a=0] D. Ths ] 


« Si a,b es quantitate differente inter se, et functio f habe 
derivata in toto intervallo de « ad b, tunc ratione de incre- 
mento de functione ad incremento de variabile es uno de 
valores de derivata in interno de intervallo ». 


Invero, nos considera funetione fa —(pr+9), ubi varia v, et determina 
coefficientes p et q, in modo que ce funetione es nullo pro aa et x=b. 

Tune funetione y habe forma seripto. Per theorema de Rolle, sno derivata 
es nullo pro valore interno ad intervallo, unde seque P. 

Theorema praecedente es multo importante in calculo differentiale. et 
vocare « Theorema de valore medio ». 

In geometria significa < si arcu de curva, in plano, habe tangente in 
ommi suo puneto interno ad arcu, in aliquo puneto de areu tangente es 
parallelo ad chorda. 

1 CAVALIERI a.l635 LVI p.19. 

e Si curva linea quaccunque data tota sit in eodem plano, cui occurrat 
recta in duobus punctis..... poterimus aliam rectam lineam praefatae aequi- 
distantem ducere, quae tangat portionem curvae lineae inter duos prædictos 
occursus continuatam ». : 

Exemplo. Si nos considera radice secundo, et duo valore de variabile 
100 et 101, theorema dice : 

NIOL — 4100 e 124100 1-0] 
vel y101 < 104-1/20 = 10:050 
et 101 > 10:-121 = 10/047 ... 


‘2° a,beq. eb. f, Df, g, Dge Fat db. ee Da -b ._). 
(fb—fu)/(g9b—ga) € [ (Dfr)/(Dg.1) | a Td 











2 
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[ Hp. h=[fx—-fa—(yr—gaïfb—fa)f(gb--ga)] | e D. 
ha=hb=0 . P8.9. qa bnx3[Dfe—Dgx x (fb—fa)(gb—ga)=0] 
ide Pt] 
i CAUCHY Calc. diff. a.1829 p.37 | 


Si a et b es quantitate non aequales, si f et g es functio- 
ne reale definito in intervallo de « ad bd, simul cum deriva- 
tas, et si derivata de g non es nullo in interno de intervallo 
considerato, tune ratione de incrementos de duo functione es 
uno de valores que sume ratione de derivatas, respondente ad 
valore de variabile interno ad intervallo de a ad bd. 


In vero, me voca Ar functione de x de forma fx + pgr + q, ubi pet q 
‘es quantitate que me determina in modo que ha = hb = 0. Functio À habe 
expressio seripto. "Tune per theorema de Rolle, suo derivata es nullo per 
uno valore inter a et b; unde seque theorema. 

Ce theorema es vocato « secundo theorema de valore medio ». 


% 10. 
‘1 abeq. a=—=b. fe qFa"b. Dfe QFab .). fe (qFa” bicres 


‘9 » » (—Q) » » » decr 
‘3 » » (£O) » » » const 
[ P91DP] 


Si valore de derivata de functio f es semper positivo, functio 
‘es crescente; si negativo, functio es decrescente. Si derivata 
habe semper valore nullo, pro omni valore de variabile inter 
-a et b, tunc functio es constante. Seque de theorema de va- 
lore medio. 


% 11. abeq. ab. fe qFa db y: 


1 ed b.DfEe qF(a br). lin(Df, ab. x)jeq I. 
D(f, ab, x) = lim(Df, «7 b,.r) 
2 Dfe qF(aTbh). nega b DD). Dfir e Lm(Df, a db, x) 
‘3 » . Dfa<0 . Dfb>0 ._). 0EDfaT db 
‘4 » . i DfAT Dfb I Dfrab 
"i » heQ I Ain neN, re (47 b 0 njeres . 


IA di re 01) 7). mod(Dfr, —Dfr <<! 
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‘6 hEQ.I. q(n,a)aineN,. xe(a dbfOn)cres . 
CL =a e, =hre O(n—1) (D 
mod[Dfw, (fr, à —f2,)/(t,.1—x,)) hi 
Derivata de uno functione, et quando non es continuo, habe plure pro- 
prictate de functiones continuo; p. ex.: si pro valore a derivata habe va- 
lore negativo, et pro b valore positivo, derivata sume valore nullo inter 
a et b. Vide meo scripto Ann.N. a.1884 p: 45, 153, 252; Goursat AM. 
a.1884, p. 49, 316. 


% 12. THEOREMA DE DE L’HOSPITAL. | 


‘1 apeq.de=>. [ge Fab. fa=ga=0 . Df, Dg € qFa' db. 
0 «€ Dg'a-b .). Lm(fix/g9x|xc, ab, a) _) Lm(Dfx/Dgx|x, a-b,a). 
| ge ab. ga. ge=0. PS 2). 0e Dyta x D, 0a Dg‘a DD | 
Hp (D. Et D. 1], E [2 
(2) (DD. fayr | ce ta db) i) 
za DD. fzig: = (f:—fa)l(qea—ga 
h= Dfa/Dge | æ ._): 


sea D,.(4). P9:2 0). fzigze Nu 3 D) 
cea 0.19) . D fais | 2a 27)h'a x (nh) 
» (0). dh A fà de |a a DAN'E x T) 


(ie N Afalga | sa) ra TDI M Ana vi aa | 18) 
4). DL DID. Lmifzgz: | 34 ha Lmih, a da 

Es dato duo numero #4 et b, distineto, et duo funetione f et 9 
reale definito in intervallo de & ad D, ambo nullo pro valore 
a, et habente derivatas, et derivata de denominatore g non es 
nullo in interno de intervallo de 4 ad D. Tune omni valore 
limite de ratione /3/45, ubi varia 3 in intervallo de « ad b, 
et tende ad a, es valore limite de ratione de duo derivata. 

Demonstratione, Si fanetio g es nullo pro valore 4, et pro aliquo va- 
lore x interno ad intervallo considerato, pro tlreorema de Kolle, suo deri- 
vata es nullo inter a et e, vel inter à et 6, quod es contra hvpothesi, (1 

Ergo, in bypothesi nostro, funetio #7 habe semper valore non nullo in 
interno de intervallo de « ad b. 2") 

Et ratione finfga, pro onmi valore de e in 4 4 habe semper valore 
determinato et finito 3) 

Si + es valore inter e et D, ratione /2yz vale ratione de incrementos 
fe—fa ad gz—ga; unm fa = qu = Ù (4 

Si mos vova À Tanctio Dfe/Dsr, ubi varia à, si s és hier a ct d, de 
Pi4), et de secundo theorema super valore medio, nos deduce que /2ys es 
nuo ex valores de # in intervallo de « nd = (i) 


SI nos sume valore + inter a et #&, tune omni valore de fags, nbi z es 


inter « et rc, es ono ex valores de A im intervallo re so ad a. (tj 
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Et classe limite generale de valores de f5/g2, ubi varia : inter a et x 
continere in classe limite generale de valores de 7, in idem intervallo. (7) 

Ergo parte commune ad omni classe praecedente, ubi x varia inter a 
et b continere in parte commune ad classes correspondente pro functione 
h. (8) 

Unde, per definitione, elasse limite de funetione /2/93 ubi varia z, con- 
tinere in elasse limite de functione 4. Quod era demonstrando. . 


2 abeq. ue=b.f,0, Df, Dg € qFatd. ne ab. fr = gr —0 
. 0€ Dg (Abete) . lim(Df3z / Dgs | 5, ab, e) E quieto 
7). lim(f3/93 | 3, ab, +) == lim(Dfs / Dgs | 3, a >, n) 

|P1DP] 

Es dato duo numero distincto a et b, et duo functio f et g 
reale definito in intervallo de « ad Db, simul cum derivatas Df 
et Dg, et pro aliquo valore «r de intervallo de « ad d, interno 
aut extremo, ambo functione es nullo. 

Si derivata de g non es nullo pro valores de variabile in 
intervallo considerato, differentes de valore x, et si ratione 
de derivatas, quando variabile tende ad 2, habe limite deter- 
minato finito aut infinito, tunc limite de ratione de duo fun- 
ctione aequa limite de ratione de duo derivata. 

Vel, si nos suppone implicito plure conditione : 

_ «Limite de ratione de duo functione, ambo nullo pro idem 
valore de variabile, acqua limite de ratione de derivatas >». 

Seque de theorema praecedente. 


i DE L'Hospitat, Analyse des infiniment petits a.1696 p.145 : 


« si l’on prend la différence du numérateur, et qu'on la divise par la diffé- 


rence du dénominateur, après avoir fait x, l’on aura la valeur cherchée ». . 





% 131 ae4.f9,Df,Dg € qF(a+Q). Lm(/, a+Q. x) = 
lim(g, 44+Q, x) =0 . 0 «€ Dy‘(a+Q) ._). 
Ln(fr/grir, a4+Q, x) 7 Lm(Dfr/Daxlr, a+9, x) 
[ Lim. frfgrir, a4Q, ©) = Lmifia+te) [ g a+-[2)]z, Q, 0. P12 DI. P | 


2 aq. f,DfE qF(a+Q) .). 
Linf(fr)/2 kr, a4+Q, 0 | D Lm(Df a+Q, 20) 


3 «eq. fiaDfDg € qF(a+Q). lim(g, 1+Q,0) = . 


0 € Dg‘(a+Q) .). 
Lm(fr/g.rir, +0, 2) 7) Lm(Dfr/Dgxlr, a+Q, >») 
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o 14 ceClsq. n )òu. meN,. fe qfu. he qu. cen I. 

0 D'Ax = (Dh . Duc) = D(fu)x Df 

St À es functio definito in campo « condensato, ad que 
pertine +, tune Dh es alio funetio definito, et si im es numero 
naturale, D"% habe valore determinato per III $1 P9, et es 
vocato « derivata de ordine >» de functio 7 ». Nos seribe D"%x, 
lege « derivata de ordine n». de /%, pro valore .r », in loco 
de (D”/)x, et non de D"(/.r), que non habe sensu. 

Si f es operatio, et non es fixato suo campo de variabilitate, 
tune (/,4) es functio definito, et D”(f,u,x) indica « derivata de 
ordine ,? de funetio f, in campo «, pro valore æ». 


g,D"g,h,D"h e qFu. eq ._). 
‘4 D" (g9+h)= D"9+D" h 
‘2° D'(axg,=aD"g 


3 D'(grxhrir, 4,0) = S[ Cr) D" gr) X(D'hx) 1, On ] 
) LEIBNIZ Math. t.5 p.380 | 
4 ne m+N, req Dr) = Min—O(nr—DIxe 
HE . TEQ » » » » 
NEN . VE quel) » » » 


i: eee DM 
DS (—1) Cr, Pr (a), Out 


‘6 Num c3 Dr) le, e] =0| = 
‘5‘6 Polynomin de Legendre. Vide P 21. 


>» 





+ 12. THEOREMA DE BERNOULLI-TAYLOR. 


a,beq . ab . re ab. neN,, f, D"f E qF ad. D""'fx eq 1). 

lim[}A@+5)—S[3"/(D"fr) |r, On) STE, ab, 0} 

= (D“*!£r)/n+1)! 
[ P12-1 ID. limifie+zi Xi” j e! Drfe | e, O'mijsm+l | 2, ... 
= limDfi.r42z)—XN ste DI Drfr | r, 1]; {+2 ]jz, ... 
= lim (D=fi.r +2 D9fe);[(m-+-D!z] | 2)... 
= (Dm+tfr) (241)! ] 

Dato duo quantitate differente « et b, six pertine ad inter- 

vallo de « ad b, et si f es functione reale definito in inter- 
vallo ab, simul cum derivata de ordine 2, (et cum prae- 


DfD .D. » 
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cedentes) et si derivata de ordine m+1 de f pro valore x 
existe, tunc differentia inter /(x+3) et polynomio 

fx + sDfx + 3*2!D'fx +... + 3m! D"fx, 
diviso per 2°‘, quando varia 5, in modo que x+s; mane in 
intervallo considerato, et tende ad x, vale derivata de ordine 
m+1 de fx, diviso per (22:+1)!. 


In vero, pro m=1, theorema dice que lim| fix+z)—fx ]/z vale derivata 
de fx, quod es vero per definitione de derivata. 
Pro m = 2, nos quaere 


limi[ fie + 2—fix -3Dfr ];23z, a b—-xr, 01, 
ubi quantitate de que nos quaere limite, se praesenta sub forma 00. Ergo, 
pro theorema de l'Hospital, nos caleula limite de ratione de duo derivata: 
lim| D/(x+*)—Dfxr]::2)) | 2, 
que, per definitione de derivata, vel pro casu m=1, vale D°fx/2, conforme 
ad theorema. 
Ita nos demonstra theorema pro m=3, 


i Joh. BERNOULLI a.1694 t.1 p.126: 


« habetur hæc series generalissima : 
- zzln Zn ztdddn , 
12 Ÿ 128.48 123.4.da À: 
i TAYLOR a.1715 p.21 : 
« Sint z et x quantitates duae variabiles, quarum z uniformiter 
augetur per data incrementa 2, etsit naz =® == ..... 


Inteygr. ndz = + nz — 


p.23: ... quo tempore z uniformiter fluendo fit z+v, fiet x, 
| r+o=+#, + + de. » | 
i MACLAURIN a.1742 0.610: 


« Suppose that y is anv quantity that can be expressed by a series 
of this form A + Bz + C:2+D34+ &c. where A, B, C represent invariable 
coefficients ... When z wanishes, let E be the value of y, and let 


Coe 
1.2.32? 


E, È, E, &c. be then the respective values of y, y, i, &e. z being sup- 
posed to flow uniformlv. Then 


s, . "e . 3 
EL 22 4 ELMA + ee. 
z 122? 12-32 
p.611: This theorem was given by Dr. Taylor. 
p.612: which theorem is not materiallv different from Mr. Bernouilli’s. » ! 


i ARBOGAST a.1800: 

DFa D?Fa 13Fa 

L — _ , 2 ia . i 
F(a+.r) = Fa-| FT + Fat pag + ete. È 





y = 
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Si in citatione de Bernoulli, nos pone n=/"(a4+-z), et si nos effectua inte- 

gratione indicato intra limites 0 et b—a, illo fi: 
tb—fa = b—-a)f'b-b—a)f''b,2+(b—af 3! f'''b—... 
unde formula 15 per substitutione (x,r+) in loco de b et a. 

Secundo membro non es summa de uno serie; nam serie pote es diver- 
gente, re noto ad Bernoulli; vel pote habe summa differente de primo 
membro, ut nota Cauchy a.1823 s.2 t.4 p.230 cum exemplo e—/x°. Vide 
Formul. t.4. 

Theorema praecedente oecurre in P18:4, planOscul P42,... 

In plure libro de Calculo infinitesimale, es vocato « formula de Taylor » 
theorema 171 sequente que specta ad Lagrange. 


% 101 meN . ue Cls'q. Numu=mt+1 . f,D"fe qFMediox 
: xeu ID, fx =0 :). 0€D"/Mediou | PBDP] 


2 meN,.ueCls'q.se Nfu. Ms) =mHt1. 

f,D"f € qFMediowu : xeu . re0""(s,—1) ._),,. D'fr =0 
:_). 0e D"/‘Mediox [P8DP] 

Si functio f es nullo pro valore x, simul cum suo derivatas 
de ordine 1, 2, ... (s—1), tunc nos dice que functio f es nullo 
es vice» pro valore x, vel que acquatione fx=0 habe s radice 
coincidente in valore considerato. 

Si funetio f es nullo x, vice pro valore .r,, s, vice pro valore 
Le, et sì summa s,+s,t... vale 2:+1, tune derivata de 
ordine 1: de f es nullo pro aliquo valore medio inter praece- 
dentes. Seque de theorema de Rolle. 


% 17. THEOREMA DE LAGRANGE. 


‘1 a,beq. an=b. neN, .f,D"feqFatb .). 
fb— x (b—a) /r! D'fa)|r,0-(n—1)] € (b—a)"/n! D"f‘ amb 
[ Hp.k= {fb-X[b—a) r/! Dr fair, 0(n—1)}\ /(b —ain. 
g= |fex—Z[(c—a)" [r!D" fa |r, 0 *(n—10]}—Kk@—a)" {|e ID. 
ga = Dga = Diya=...= Diga =0. gb =0 1). 
q(a beuz(D» gu=0) I. q(a Td usi Ds fu—n'!k1=0 7. 
ke (De f‘a Din! ] 

Si a et b es quantitate, « es differente de b, ct si functio f 
habe derivatas usque ad ordine #, ubi n indica numero natu- 
rale, in toto intervallo de a ad b, tunc differentia inter fb et 
summa de primes » termine de serie de Taylor vale (b—a)"/n! 


multiplicato per valore medio de derivata de ordine ». 
Formul. t. 5 19. 
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In facto, si nos voca X quantitate in primo membro diviso per (b—a)\r, 
et si nos pone 

ga = fr — fa— (r-a)Dfa — ... — n_a)l;in—-1)! Drifa — k(x—a, 
id es, si nos voca g functione in secundo membro, ubi varia .r, tune 
functio y es nullo, simul cum suo derivatas de ordine 1, 2,...7—1, pro 
x =a, et es nullo pro e = d. Ergo per theorema de Rolle, vel per P16°2, 
suo derivata de ordine n, D? fx — n'k. es nullo pro aliquo valore inter a 
et db. Unde seque theorema. 

Exemplo. Si nos substitue a =0,b=x,f = (1-41), scque : 

(1+æ)n —X[C(m,r).er |a, 0" n—1)] e C(m,n)xc (1-4-0r)mn 

unde deriva Slim P31‘6. i 


i LAGRANGE a.1797, Th. des Fonctions analytiques p.49 : 

« D'où résulte enfin ce théorème nouveau et remarquable par sa simplicité 
et généralité, qu'en désignant par & une quantité inconnue, mais rentermée 
entre les limites 0 et x, on peut développer successivement toute fonction 
de : et d’autres quantités quelconques suivant les puissances de x, de 
cette manière : 

fr = f. + rf'u, 


= : of. +51 U, 
I x° nes as ti 
= f, -— at. + DE . +53 f u, 


les quantités f., f., f°., ete. étant Jes valeurs de la fonction fx et de ses 
dérivées tf", fr, ete., lorsqu'on v fait x =0 ». | 


‘2° Hp. peN, ._). fb-X[b—-a)"/1! D'fa|r, 0-in—1)] € 
baby "/[PX(n—1)!] D*fr |‘ ab 
i CAUCHY, Érercices t.1 a.1826 p.26. pro p=l: 
SCHLOMILCH 4.1847 p.111 | 
[ = vide DinP'1,. = ;fb — Dib- œv et Dr fe fr, 0-(n-1]— 
k b—x)p b—a)r-pilx 2]. ha=hb=0 DI]. qa bnrs Dhr—0) DI. 
qu bnp D fr Lkhpia—1 tb_ 021 b—am-r =0] D. P ] 





‘21 P2. p=n I. PI 
P‘2 da expressione de resto in serie de Taylor, invento per Cauchy 


contine P'1 ut casu particulare. 


‘3 a,beq. amb. neN, . fe qFa" b.D"fe (qFa” bl(cres decr,) 
i fb--s[(b—a)/r!D"fa |r, On] e O(0—a)"*[D*fb—D"/a}:n! 
} MoRERA RAM. a.1892 p.36 { 





Y 181 abeq.a=b.f,DfeqFatb.re ab ._). 
fx—fa—(x—a)(fb—fa)/(b—a) € (x—aïx—b)D'fa-b /2 
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[ A= :f:-—fa—z—a) fb—fa\(b-a)—(:-a\z—b|fr—-fa— 1a) 
(fb—fa)]/ b—a ][6e-@{x—b]i {2 D. ha=hb=hr 0 .D. 
0e Dh‘ar . 0e Dale b LI. 0e Dih‘a db LI. P |] 


Exprime resto in interpolatione de primo gradu, vel in regula de « partes 
proportionale » , adoptato in tabulas de log, sin, etc. 


2 Hpi.n,neQ DI. fiuna+ab)/(n+n)] — (nfa+nfb)/({m+n) 
E —(b_-aPnn(m+n)*/2 D'f(a70) . [P-1DP] 
(ma+nb:(m-+n) es valore «medio arithmetico inter a et b, cum pondo 
m et n». Si D'f in intervallo «Td es semper positivo, tune valore de 
functione respondente ad medio arithnetico inter a et d es minore de medio 
arithmetico de valores de functione respondentes ad a et b. 
Sim=n=l,et f=aP|c, seque Arithmetica $5 P14:2 (pag. 42). 


3 HpP1.D'feQFa-b. re N,+1.38 (ab F1-»)cres. 
me QE er DI. fT(N113)/(Xin)] <(Xnfz)/(Xim) [P:2DP] 


Generalizatione de praccedente. Pro pondo m = 1, et f = x? |x, seque 
$£P8:3 (pag. 123). 


‘4 abeq.a<b.fegqFaTb. re ab. Dfr =0.D'fa>0.). 
a (e,d)a[re ar. de xb.fe= min (cd) 
[ P15 ID. lim[(fie4Ri—fiey A? |a, a Tb—r,0) = D?fie 2.7. 
q'edialee a Tre. de x bihec dx Dh. fa+h>fie D. Ths] 

Si a es intervallo, ubi es definito functio /, et pro aliquo 
valore x interno ad intervallo, derivata de ordine 1 es nullo, 
et derivata de ordine 2 es positivo, tunc existe intervallo e ‘4, 
parte de ab, continente in suo interno valore æ, tale que fx 
es minimo de valores de f in intervallo «7 ‘d. 


Y 191 abeq. nb. feqFa-b. ineN, ..re (ab FO" n)sim . 
g= Xi fe Er rs, mer tr, 1° | 3. 
D"fe qFub. ye ab I. 
fy—gy € Iiy—x.)lr, Luna) DTD) /m! 
[Hp.&= (fy—gw[/Iy—xcr rm]. A=;fz—93—k Ilz—er )jr, 1 mi 
D). hr =0. hrs =0..... hem =Q. P161 DI. 
qa bn 23(DmAz =0) D. ja Ta 23 Dm fz—mik =0 D. Ths | 
i AMPÈèRE, GergonneA. a.1826 t.16 p.329 ; 
Dm. H. A. SCHWARZ, TorinoA. a.1#82 ; 
STIELTJES, a.1882 Amsterdam Ak. s.2 t.17 p.239-254 | 
Functio g in PI es illo functio integro de gradu m—1, que pro va- 
“ lores tirs. Tm coincide cum f, et es dieto « funetio interpolare ». 





Pal 


2 VI. g1 D 


P-1 exprime fy—gy, que vocare « resto aut errore in interpolatione ». 
Newton a.1686 t.3 prop. XL lemma 5, da g sub alio forma; Waring 
a.1776, et Lagrange a.1795 (Œuvres t.7 p.285), sub forma hic adoptato. 


| # 20. 
; RETE 
‘1 a,heq. feqF(a+©h).1 [(mod D"fr)|(a,x) (Ni a+9h)] £Q . 
D. fa+h) = 31h" /r! D'fa |r, Nil 
[ Æ = l'[(mod Dr frh(n,æ)'(Nita+-60R)] . P1T:1 I. 
mod[f(a+A)—X(h" /r!Dr falr,0-n)] < khn+Lin+41)!. Slim P13:1 .D. P | 
Si limite supero de derivata de ordine » de fr, ubi n sume omni valore 
integro, et x omni valore in intervallo considerato, es finito, tunc serie de 
Taylor converge ad primo membro. 


2 keClsq.kY)dk. fe qf(kKiN) : neN,.xek . Ye. D{fis,n)lz, 
k,x] #q : xi[l mod DINz,2)|3, k, 2] |5 ‘k]ln, Ni EQ : eh (I. 
IX[Az,n)|n, No]| 5 &, xl = X}D[A2,2)|3, k, x]in, No 
Commi(D, x 


% 211 x,aeq. moda, moda €b . > /K1—2ax+a) = 
Xia"*/(n12") D"[(2°—1)"]0, r]lla, NQ 
Coefficiente de an, es dicto « polynomio de Legendre ». Plure Auctore 


indica illo per Xn x. Es reductibile ad casu particulare praecedente : 
Dr (r—a) eb)" |x. 


$ 221 nen. aeqroen }: fe qFqa.Df —={[ÿ{(ax" 
ql =. f={/0+x[a,2"/(+1b|r,0n]|x, gi 

| [ Dife—Sar ær+l/(r41) | r,0:n] | x, q! = (40: q) . P10:3, D P ] 

| Functio que habe pro derivata polvnomio de gradu x es polynomio de 

gradu »+1. Termine que non depende de x es /0. 

| 





r,0° *n) | TL, 





‘2 meq.nequl.Ake Intrv. aek .): 
fe QFK. Df = [m(fo)"|r, kh =. 
[(fe)}-Dfr-m x, k] = (10: ke) =. 
D[(feynt1(—n-41)mwx x, k] = (001 k) =. 
frrn+1(—n+1)—mx x, ke (qFk)const .=, 
[(fae)rt Lt) — (fat t(—n+1)—m(e—a) x, k] = (0! k) =. 
= }[(a) En + Dia) NN (—2+1lr, 44. 
k =) qra[(fa) *'4(—a+4Dn(x—a) > 0] 
Nos quaere functio f positivo definito in aliquo intervallo k, que pro 
; omni valore de x in k, satisfae aequatione Dfr = m(fr}" , id es, que habe 
derivata proportionale ad aliquo potestate, diverso de 1, de functio. 
Aequatione vale (fir)-*Dfr—m = 0; primo membro es derivata de functio 
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scripto in linea 4, que resulta constante, vel aequale ad suo valore prox = 0, 
unde resulta valore de functio f. Intervallo Æ contine solo valores de x, 
que redde basi positivo. Nam nos habe definito potestate cum exponente q, 
pro basi positivo. 

Casu n = 1 fore tractato in P52‘1, 

Aequatione de typo praecedente, que contine functio et suo derivata, 
vocare « aequatione differentiale ». 





Cx D 
% 30. veCls'q. neN, . fe Cxn fu. xe undu . >. PI 
‘1 a,beq. ab. neN,.f,Df e CxnFatb 1). 
(fb—fa)/(b—a) € Med Df‘(a-b) 

2 a,beq.ae—=b .m,neN, . fe CxnFa-b.xea-b. D"fx eCxn 

lo 

‘3 Hp'1.meN,. D"f& CxnF a-b.he a-b—x .). f(x+h)— 

SCA" / r! D'fx) |r, 0*(m—1)] € h°/m! Med D"/‘(r+ 0h) 

Si f es numero complexo, aut vectore, aut puncto functione 
de variabile reale, tunc semper nos defini derivata ut limite 
de ratione de incremento de functione ad incremento de va- 
riabile, quando incremento de variabile tende ad 0. 

Aliquo theorema super derivatas de functione reale accipe 
modificatione pro numeros complexo. Ita theorema de valore 
medio (P9), fi PI : 

« Ratione de incremento de functio complexo ad incre- 
mento de variabile reale es valore medio inter valores de 
derivata ». Illo non es semper uno ex valores de derivata. 

Theorema de Taylor subsiste sine modificatione , P*2. Resto 
in formula de Taylor exige consideratione de valore medio. 


Dtrm D 


Y 311 abeq.a<b.fg,h, Df,Dg,DI e qFatb I. 
a ada .£3}Dtrm[(Df.r,Dgx, Dr), (fa,ga, ha), (Fh,gb,hb)] =0| 
[XA = Dtrmfr, gx. hr), (fa. ga, ha, «fb, gb, Rb)] 1e ID. 
ka = kb = 0.P8_ D.P] 
Nos considera tres tunetio, f, 9. A, definito, cum derivatas, in aliquo 
intervallo «7 D; tune determinante 


fr. gx, hr 


fa, ge, ha 
fb. gb, hbo 





_ 


A VE D 


es nullo pro x = a, et pro x = b. Ergo suo derivata, que resulta, si in 


primo linea nos scribe derivatas, es nullo, pro aliquo valore inter a et b. 
Si nos pone A =(rlia b), id es nos suppone que À habe valore con- 
stante 1, in toto intervallo de a ad b, seque secundo theorema de valore 
medio, P9:2. | 
Subst q D 


% 32 (Subst | Cxr) P30 


% 33. (a | q) $D P1-5,6:1 


‘1 uegqfN,. 09. ceeLm(modu,a”)[n .xeq . mod <<moda ._). 
Dj[x:(w,,5"|r,N)]|3.953(mod5<moda),e{ = [nu x" |n,N,] 





vet D 


% 40. (vet | Cx) P30 
(pnt » 

Puncto px, que depende de variabile reale :x, es vocato « puncto 
mobile ». Variabile reale.x es vocato « tempore », et pote coin- 
cide cum tempore physico. 

Incremento de positione de puncto, vel differentia de duo 
positione de puncto mobile, es vectore. 

Derivata Dpr de puncto es vectore, vocato « velocitate ». 
Derivata de ordine duo D'y:r es dicto « acceleratione ». Si puncto 
es materiale, producto ,:D*pr de suo massa per acceleratione 
es « fortia » vel «vi». Plure Auctore de Mechanica sume ce 
proprietate ut definitione de fortia. 

mn(Dpr) 2 vocare « energia» vel «vi viva». 

ke Cls'q. RDÔk . xek . u, r, Du, De e vFI _). 

4 Derxra|r, ko = (rr)X(Drr)+(n)XDux 

2 Dm a (rr), k, a] = (Dur) a run) a (Dar) 

Derivata de producto interno et alterno de duo vectore variabile es ana- 


logo ad derivata de producto de duo functio numerico. Nota que in pro- 
dueto alterno non lice commuta faetores. 








3 ure=0 .7). DU = (comp | 141) Dery (modur 
‘À » Dmodrwa = Dur XU ua 





469. 


470. 


416. 
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tempore, tempus, F temps, H tiempo, I tempo, DR tempo ‘in 
musica. 7) tempor-ario À, tempor-iza À. (CC temp- + -ore (56). 


temp- _) temp-ore, temp-estate A, temp-eratura DR. 
C tepe + -n- (341) :secundo Bo pp, Bréal et alios). 
Secundo Fick, temp- de «tempore» || A thing, D ding. 


tepe D tep-ore À, tep-ido A. || S tap, R tep-lo = L tep-ore. 


mobile FI, H moble, D mobil. DI mobilitate A. 
CC mo- (374) + -bile (208). 


velocitate, A velocity, F velocité (non in Mathematica), H velocidad, 
I velocità. (C veloce — -e + -itate (81. 


veloce FI, H veloz. C (secunde Bréal) velo — -ce (397: 
Van. considera primo elemento ut || L vola. 


velo (de nave), vela I. F voile. 
C vehe 5343) -+ -lo (224;, post contractione. 


acceleratione, AF acceleration, H aceleracion, I accelerazione. 
C accelera + -tione (12. 


accelera I, A accelerate, F accélère, H acelera. 
C ad (41: + celere — -e + -a (4). 


celere I. 7) celer-itate À. C cele- + -re. 


cele- 7) cele-re, cele-bre = frequentato. || L colle, prae-celle, cole, 
cul-mine, col-umna. || G bu-col-o, pol-0. |] A hill, AD holm, 
R cholm’. —= es celere, ces alto. 


-re I) cele-re n ac-re. = -ente. 


mass IR. A mass, DE maisso, ME massa. 


CCG maza = pasta, substumntia, 


vi, Via DI YVieolento A. || fr iu NS 


fort=ia (non 1), AF force, JI tnerza. 1 forzn forts i it 1453). 
forte AlI, H faerte, DK /inilitare) Cort (CC ter 

«te 7) men-te, gen-Le, par ds, stipersti le, Enterpre te, copui-t-te 
energia (tw DYELÙ, À eperev, i impero, À onerwmì HIR energia. 
{ en ere LH | 4h 

“n Lr = ||] [, in, 1) Pneere ti, Mn ‘velopaetdtin DO. 

ere- ergo, ercon, ti fava, = A work, D werk = LL labor 


_} ere = unttinto de Inbore im L'hvsten, 





% 41. -rectaT  planN 


ke Cls’q . ki) dk. pe pFk .xek . pre pi(keta) I. 
‘0 rectaTpx = lim[recta(px, py) |Y, k, x] Df 


Si & es classe de quantitates, condensato, et p es puncto func- 
tione definito des k, et æ es valore in classe È, et puncto px 
es differente de omni alio puncto de trajectoria de p, per va- 
lores de variabile differentes de æ,.id es, si px non es puncto 
multiplo de curva, tunc rectaTpr, lege «recta tangente ad 
trajectoria de p, respondente ad valore x de variabile », es li- 
mite de recta que transi per pr, et per altero puncto py, 
quando 7 varia in classe À, et tende ad x. 

Classe Æ es aut classe q, aut Q, aut es intervallo, etc., ut in Df de 
derivata. Symbolo rectaTpx vale (rectaTp}r, et non rectaT(px), id es, nos 


determina recta tangente ad traiectoria de hp, pro valore x de variabile, 
et non tangente ad puncto pr, que non habe sensu. 


‘1 Dprevet0 .). rectaTpx = recta(pr, Dpx) 
[ DfrectaT .7). rectaTpr lim | recta(pr, py ly, k, x] 


Svet 314 .7. » = » » (px, py—pr)y,k,r| 
» ‘11.2. » =» » >» (py—pr)y—x)y,k,x] 
Slim P54°2.7. » = recta | px, lim( » 
Df D_.I. » = recta{ pr, Dpr) ] 


Si derivata de puncto mobile p, pro valore x de variabile, 
es vectore determinato, non nullo, tunc recta tangente in pa 
es recta que transi per puncto px, et es parallelo ad deri- 
vata Dp.r. 

In facto, recta tangente es limite de recta per px et ny; vel de recta 
per pr, et parallelo ad vectore py — pr, ad que me substitue vectore pa- 
rallelo (py — pr\{y —.r). Limite de ce vectore es derivata Dpa; unde 
seque theorema. 


2 neN,. Dpx=D'pr =. D"pr =0. Dpr e vet0 I). 
rectaTpr = recta(p.r, Dur) 
[ Df reetaT . $D P15 .D. rectaTpr = limfrecta( p.e,py ly] 
= lim recta( pr, py—pet—S(y a; ir! Dr prirent y rm tly,kr] 
= recta[p.r,Dr+1prn4+D!] = recta(pr,D+1).r) ] 
Si pro valore æ, derivata de puncto es nullo, tune recta tan- 
gente habe directione de primo inter derivatas sequente, que 
non es nullo. 
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a e —_____—_——__—-— - — — —- = ——_T— ——_—_______—_——_—_—_- 


‘3 planNpa = pr ya[proj(rectaT px)y = px] Df 
= « plano normale ad trajectoria de p » 
‘4 Hp P‘1 .). planN px = py3[(y—px)x Dpx =0] 
— pey3}D[mod(y—pz)|3, k, x] =0} 
= prysfreal(y—pr)/Dpx —0] = plan(px, IDpx) 
Euclide 1.3 Df2, dice que recta es tangente « épaxrsoÿa » ad circulo 


(1.1 Df15) si habe uno solo puncto commune cum circulo. 
Nos pote applica idem Df ad ellipsi, etc.; sed non ad omni curva. 


Descartes, Za Geometrie (Euvres, t. 6, p. 418 dice que tangente es 
recta que seca curva in duo puncto « ioins en vn »; id es, si æquatione 
que determina ce punctos de intersectione habe duo « racines entierement 
ésgales ». 

Df considerato se transforma in P‘0, si nos considera recta per duo 
puneto « juneto in uno », ut limite de recta per duo puncto distincto. 


489. tangente DFHI, A tangent, R tangens’ (in trigonometria). 
C tange + -nte (142). 


490. tange HI. 2 (489), tang-ibile A. (C tage (242) + -n- (341). 


% 12. planO 
Hp P41 . p‘(fatr) nrectaT pr = A): 
‘0 planOpx = lim[plan(rectaT px, py) |y, k, x] Dt 
Si p es puncto functione definito in classe condensato £, et 
si rectà tangente in px non habe alio puneto commune cum 
trajectoria de p, in classe considerato, tunc plan0pz, lege 
« plano osculatore ad trajectoria de » pro valore r », es limite 
de plano que contine recta tangente in puncto pi, et puncto py, 
quando y varia in 4, ct tende ad x. 


‘1 Dpre vet0. D'pr € vegDpre ._). 
planO pa = plan(pr, Dp.r, D*p.r) 

| planO px = limiplantrectaT hr, py]ly, kr: 

PLL I. » [rectatpe, Dpr), py] 4, k, 
) pr,Dpr,[py—pe—-(y—2 Dpr, y 08 y kr 

$D P15 .) è» = plan pr, Dpr, D°pr | 

Si, pro valore x de variabile, derivata de puncto pes vectore 
non nullo, et si derivata de ordine duo de p es vectore non 
parallelo ad derivata de ordine uno, tune plano osculatore 
es plano per pr, et parallelo ad derivata primo et secenndo 





Vel: plano osculatore ad trajectoria de puncto p, pro tem- 
pore x, es plano de puncto, de suo velocitate, et de suo acce 
leratione, si ce elementos determina plano. 

Vel: plano osculatore contine vi, que move puncto. 

In facto. per definitione de plano osculatore, et per theorema super recta 
tangente, plano o-culatore es limite de plano per pr. Dpr, et py. Vectore 
py — pr jace in ce plano; ergo plano osculatore es limite de plano per 
pr et Dpa, et parallelo ad vectore py — pr — (y —xr)Dpx, et si diviso 
per (y —.r}. Per theorema de Taylor, limite de isto veetore es D°pra/2, 
unde seque theorema. 





2 mneN,. Dpe = Dipr=.. = D" pre =0.D"“ pr E vet0 . 
D"“'!pr, … D" "pr € qD"pæ . D"""px € Ve qD"px ._). 
planOpr = plan(pr, Dr, D “pa) 
Si 1—1 derivata successivo de punto p, pro valore vc conside- 
rato, es nullo et derivata de ordine 7 non es nullo, et si n—1 
derivata de ordine post 7 es parallelo ad derivata de ordine 
| in, et derivata de ordine »»# + x non es parallelo ad derivata 
| de ordine sr, tune plano osculatore es plano determinato per 
puncto pu, et per suo derivatas de ordine 7, et in + y. 


‘3 Hpi ._). Tpr= UDpr Npr = UDTpxr 
Bp.r = |[KTp.MNa(Np.c)] Df 
Tpr. Npr, Bpx es vectores unitario parallelo ad « tangente >», « normale 
principale », < binormale >, de linea p. 

à rectaN pr = planNpir e planO pr = recta(pu, Nor)  Df 
= «normale principale ». 

‘3 rectaBpre = recta(pr, Bpr) | Df 
= « hinormale » :Saint Venant a.1845). 


Notione de plano oseulatore occurre in Tinseau, «Solutions de quel 
| ques problèmes relatifs à la théorie des surfaces courbes», Mém. Sav. 
Etrange. t, 9, a.11#1. 


491. osculatore I, À osculatorv, FP osculateur. (CC oscula- + -tore. 


492. oscula = basia, combaria. CC osculo — -0 + -a (92. 
493.  oseulo = basio, parvo hucea, Cos - culo. 


494. os. ore = hucca. D (493: or-atore.... 


| Sas, [| (secundo Van.) Les 1, in sensu <«respira ». 


495. -culo DI s:-cula, arti-culo, mole eul-a, as-culo. 
(250 201) —- 04 ulo 1224). 





% 43. Ax Ce Re 
ke Cls'q.k_)òk. pe pFR..vek ._). 
‘0 Axpx=lim((planN pr » planN py)|y, k, x] Df 


AÀAxpx vocare « axi de plano osculatore ad curva », vel « axi de curva » 
(Monge, Géométrie descriptire, a.VII, p.106). Es intersectione de duo plano 
normale consecutivo. 


‘14 Cepe=i[Axpu = planO pr] Df 
» = «centro de curvatura ». Es puneto de intersectione de 
axi cum plano osculatore. 


2 Repe=d(pe, Cope) : Df 


= «radio de curvatura ». 
Dpr € VO . Dpr € veqDpr ._). 


‘3 Axpr = planNpr nr s3[(3—pr)X(D*p.r) = (Dpa)?] 
(Hp.f = [{(2—py) <Dpy y,k] Di Axpr = limjza[fe = 0. fy = 0]|y.k, è 
= limjza[fr = 0.1 fy—frily—r) = 0] |y. de, a 
= 23;fe =0. lim[(f4y—fw)(y_r) y, k,r] = 01 = za[fr =0. Dfr = 0] 
= planN pu n23[— (Dur (2 pe X D'pr = 0) | 


‘4 Cepr= pr — Dpr Imag(D'pr Dr) 
[ z= Cepr .. realks—p.ri Dpr =0 . Direal pur) Dpr] |a kr] =0 (1) 
real D{i5—par Der er, K, a] = reali —L- -[(<— pr Dr Dpr Dpr]: = 
= —1-- real[ :—pr) Dprireal[D'px Dr] 


— linagi(>—p.r" Dpr ]hnag D'pr Dpr (2) 
D... 1-hnagifs--pe. Dp.e]Imag(D?pr Dpr. =0 9. 
Imag|.s— pu Dpr] = —/Imag Dpr Dpr. (3) 


2— pri Dpr = real[(z— pu Dpr] + Imagiez—pr) Dpae] 10.139. 
240 Dpr = — Imag(D*pr Dpr) DI. 
s—-pe = —Dpr Imag D'pr Dpr 7. P ] 


3 Repe = (Dpæ) mod[(emp ! Dpr) D*px] Bg 

[ Df Ce. P:3 DD. (Cepr—p.e) D'pr = Dpr D. P] 

Radio de eurvatura vale quadrato de velocitate diviso per componente 
normale de acceleratione, considerato in valore absoluto. Componente nor- 
male de acceleratione vocare saepe «acceleratione normale ». 

Construetio graphico de centro de curvatura. dato pr, Dpr, Dpr: 

Construe punetos p.-+Dyp.r, per EDpr-<empl Der Dpr; per puneto pr + 
Dp.e duce normale ad recta[ pr, p.r+Dp.e EemplDprD'pr], in plano 
osculatore, que seca normale ad curva in Cep.r. 


‘6 Rcpr = (mod Dur mod(Dp.r a Dr) 


‘7 Axpr=rtecta(Cep.r, Bpr) 





Tr 


D iina 


496. axt, AL axis, DF axe, I asse, H eje, F essieu. 
[| D achse, G axon, R ost, S acs'a. 


497. curvatura HI, A curvature, F courbure. 
(C curva (verbo) + -to — -0 + -ura (163). 


498. curva (verbo) = fac curvo. (C curvo — -0 + -a (4). 


499. curvo HI, curva (nomen) HI. AD curve, F courbe. 
|| R erivi-ti, criva-ja (linija). (CC cur- + -vo (214). 
curva = curvo — -0 -+ -a (126, linea). 


500. cur- D) cur-vo. || L cor-ona, cir-co, ci-n-ge,... 
G cyr-to = cur-vo, cyl-indro, cy-clo,... (Van.). 
dd 44 curvatura  torsio 
ke Cls°q.AkA_)òk. pe pFR. xgk . Dpx e vu0 . D'pre veqDpx .). 
‘1 curvatura pr = D Tpx / modDpx = Npx /Rcpa  Df 





‘2 torsio pae = DB px x Npx / mod D px Df 
‘3 torsiopr = —(Dpr a D'px a D'pr /Ÿ] / (Dopx a D'px* 


Nos considera «curvatura» ut vectore, et «torsione + ut quantitate cum 
signo. Torsio es positivo in luppolo et in cucurbita, es negativo in viti 
vinifera, et in viti commune de Mechanica. 


‘4 DBpx/ mod Dpr = (torsiop.r) Np:r 


8 DNpr/modDpr= —(; Rc pr) Tp» — (torsio px) Bpx 
i FRENET, Ste les courbes à double courbure, Thèse 
10 juillet 1847, JAM. t.17 a.1851. 


{ torsio pr = radio de torsione. 

Ce px — (/ torsio pr) D Re pr,B pr = « centro de sphaera osculatrice » 
= « puncto de inviluppo de planN pw ». 

recta;p2, (Re pr) Tpr — .’ torsio pr) Bpr' = « generatrice de superficie 


rectificante inviluppo de plant pa. IN pri». 
(0-L-Typ.r)'r deseribe indicatrice de tangentes. 
(04 N par) aL > » normales principale. 
(0+Bp.r ipa » » binormales. 


501. torsione (L. a. +100, AF torsion, H tortijon, I torsione. 
(CC tortione (I. elassico) CC torto -- -a | -ione. 


502. torto I, ADF tort, H tuerto. D tortu-cso A, tort-1ra AD. 
C #toreto ivocabulo supposito) C torque — -ue + -to. 


503. torque, HI torce, F_tordre. || .secundo Bréal) L trepe :raro), 
trep-ido, || G trepe, tropo, trop-ieo, R trepet’, S trap. 
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% 451 ksInterv. pepFà. DpevEk. 2,2,€k. 3,25, 7). 
P3,a Pz E (2;—2,) pra Med Dp‘s, 2, 
| deg? . f=;[pz, a pzab — (2—2)/(23—2) pa paz a db Ps, 22 DI. 
fe Fa 2. fe=0 . fr =0 . Df = ;[pzya Dps a db — 3-2) pa a paz a. 
b]/Piz, 1 #i . Theorema de Rolle .7). pziapzaabiVeiz—2)\ps;a 
Dp'z 320} (1) 
(1) . Df Med .D. P ] 


‘2 Hp‘1. Dp € (vFkjcont . rek ._). 
lim{(p5,aps)/(2,—3,) |3, (f1""2)cres, (x,x)] = px a Dpx 


3 Hp .7). limfd(ps,, p3,)/(5,—2,) 13, …] = modDpa 


‘4 Hp2. Dpre=0 .7). 
limfrecta(p:5,,p25) |5, (Af1°*2)cres, (r,x)] = recta(px, Dpa) 





Recta tangente, in uno puncto de curva, per definitione, es positione 
limite de recta que uni ce puncto ad alio puncto de curva, dum secundo 
puncto tende ad primo. Theorema dice, que, si puneto habe derivata de 
ordine 1 continuo et non nullo, tune recta tangente es positione limite de 
recta que uni duo puncto differente de curva, dum ambo puneto varia et 
tende ad puncto dato. . 

Si hvpothesi non es vero, thesi pote es in defectu. P. ex. recta tangente 
ad curva descripto per puncto p:r=0+2"a—+a#b, ubi osp. a,dbev . aabe0, 
que vocare « parabola de ordine 3/2», habe rectaT p0 = recta(0,a). 
Positione limite de recta(px, p—x), que uni duo puncto de curva, que 
tende ad p0 dum x tende ad 0, es recta{0,b), differente de praecedente. 


% 461 HpP451. D'pe vFi. 2,3%. SZ <8, DD. 

pz, a Pza Da E (37) Pz, a MedDp‘5, 0 
MedD*p'‘3,7 2, /2 | 

2 Hp'1.D'p e (vFkjcont .7). limi(pz,aps,aps,)/((3—3) 
(3, —2,)(3—5)115, (4f 1:*3)cres,(2,7,2) = pr a Dpx a D'pr /2 

‘3 Hp2.Dpr=—0 . }). lim d[pz, rectaT(p,2,)]/(5—2,) |, …] 
= mod(Dpx a D'px)/2modDpx) 

‘4  Hp'2 .). lim[ang(Dpz, Dpz,)/(5,—3,) |3,..] = 

mod(Dp:r a D'px) (modDp.r) 


% Dpe(vFbcont. Dpr a D'pr 0) ._). 
hm{plan(pe,, Ps, Py 15, (fl ä)cres, (rer, r)] = 
plan(pæx, Dpr, D'p.r) 





LA VON D. 


+ 471 HpP461.D'pevFk. 1,5,5,3,€h. Za Di 
Ps, a pa Py pi, E (gi) 3 — 35) —29) 
(ssa) Pa, a MedDp°‘5, 3, a MedD'p5, 3, a MedD*p3,  2,/12 

Î f= ipaapza paga pe V—iz—zi 2 — sg)lz—z4) [24 — 251 38 —29) 25 —29)] 

_ Pz Apa a Paya pazzi ut D). feqFk . fai=f3e=f28=f2, 0 . Theore- 
ma de Rolle .D. pz a pzga pzz a pz, E (Z,—Zg)(3x—2Z3) Pz, a Pazza Pre a 
MedDp‘z,7 2/3! | (1) 

(1). P45:1. P461 .D. P ] 

Hp'1 . D°'p e(vFhcont .). 

2 limi(p3,aps,aps,aps,) {(5—5)5—5)5— (TT 
(5,—59)] 15, Gfl'4jcres, (r,r,r,r)t = pra Dpra Dpr a D'px 12 


3 DpraD'pre—0 . 7. lim}d[ps,, planO(p,5,)]/(&—5) 15, | = 
mod(Dpæx a Dèp.r a D’pr)/16 mod(Dpr a Dèp.r)] 


‘4 Dpre—0 ._). limisin(Dp:, Dpr» Dpsgd/{(c3(%T 3) 
(cs 3g] [5.1 = [(Dpra D'pra D'p.r)/y]/[2(mod Dpr} 
‘8 DpraD'pre=z0 1). 
lim}d[rectaT(p,s,), rectaT(p,3)1/(4—5) 15, 1 = 


mod(DpraD'p.ra D'p:r) [12 mod(Dpr a D'pr)] 


‘6 DpraD'pre=0 . lim anglrectaT(p,5,), planO(p,5,)]/ 
(su) = mod(Dp:r a D'pr a D'p.r);[2 mod(Dp.r a D'pr')] 
‘7 DpraD'pre--0 Di 
lim}ang{plan0(p,3,), plan0(p,33)}/(33,—-3) 15, {= 
mod Dp.r mod(Dp:r a D'p.ra Dpr) [Dpr a D'pr} 


Vide meo libro Applicazioni geometriche a.1887 p.110. 


do 191 < gev y: 
, 2. —r_ 6 — ; A ‘. 
pe pFq . D'p = (tg:9) =. p = [(00+/Dp0+£g/2)|4, ql 

[....=. Dp = [ Dp0 + #91, q].=.... ] 

Si puneto mobile p habe acceleratione constante 9, tune suo lege de motu 
habe expressione seripto. Suo trajeetoria es parabola, 

Puneto materiale pesante, in vacuo, prope superficie de Terra, habe acce- 
leratione constante, dicto « gravitate ». 


2 pepFq.ogp: meg.) D'pre qpr—o) (D). 
napaDp € (p’fq)const 
[ req DI. capra D'pr = 0.7. Do a pra Dprilx,q,r] = 0 DI. P ] 
Si p es puncto mobile, et fortia que move illo es semper directo verso 
puneto fixo o, tune tripunete 0a pr a Dpæ, id es triangulo considerato in 
magnitudine, in plano suo, ct in sensu, es constante dum varia &. 














k 501 req... D(e°]x, x) = e” 
Dem 1. [ DfD_D. Dierjre, >) = liml(er+hkez:} |A, q,0] 
»  et(eì —1)/ » 
= erlimiel —1)/ » 
Se P4-T I). » = e ] 
Dem 2. [ Dez |, 2) = D[Z0er jr! |a, No) { r 
Dar Lean Pr Ne] dk)! [1% Xl 
= Ixr rllr,N]=e ] 


Si æ es quantitate, tunc derivata de e”, quando x varia, pro 
valore x, vale e”. 

Si nos pone x = 0, nos habe: Dec | 12,0) =1, derivata de ec quando æ 
varia, pro valore 0, vale 1. Curva diagramma de functio (ez | x, q) es dicto 
« logarithmica ». Ergo « Tangente ad logarithmica y = (et | x, q) in punceto 
de abscissa 0, fac cum axi de & angulo de 45°». 

2 €Q I. Dilog,x) = /r 
Dem 1. [ DfD .2. Dilog, #1 = limiflogie -h)—logær]/h |a, Q—r, 0! 


SLog6:1 .D. » = lim; [log 1+hfr)]/h >» » 

» ‘8 71. » = fr x limi log(1-+A//2 Nar/h)» 5 

Comn(lim, log) .D. » = fr x log lim; » » » 
Dfe .7). » =/e X loge= fe |] 


Dem 2. [ se P2:01. SD P#2 .D. Dog, Q, e) = /DieNy]y, 4, logx) 
= [(eNogr) = ir | 


3 ae Qui.veQ ._). DiLogs rr) = (‘Log e)/u 
| se P21.P2.DP] 

‘4 a8Q. req .). D(a"|r, æ) = «'loga 
| DED DI. Diaz le, q, c) = limf(ar+tb—a? jh |A, q, 0] 


Sq 972.9. » » [ar (ah — 1)/% » 
Commitlim,xX}) DI. » = a” lim » » 


Se P5:2 D P | 


% 11 xeEq .). Die (x—1)jaeya]i= re, 
æeq ._). Dfer (a°-2r+2) |, 1] = xet 


2 #£Q+1 ._). D(loglog, x) = /(xlogr) 
axeq. a > YI. Diloglla—r)/(a+2)]|e, aj= 2a/(e'--a)) 


‘3 aeQ.vEq .- Diloglrt+e+:?)]|x, {= Na+) 
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aeq . je q=t0 .D). D'log[f(a+x")—u]/xlx, | 
= a/ (a+) 
‘4 Q,b,xegq . b>a .). 
Dilogirta+jc'+24rc+b)]c, ci = Ai 2ax+b) 
8 ab,veq. G=—=b . (x ax +b)>0 DI). 
Di{log[ Kx+a)+Kx+b) Vita) —Le+5)]][2, x{ 
NT +b)] 
aeQ . req. neN, ._). D"(1° |, x) = “(logo)” 
XEQ. nEN, DD. D'(l035,0) =(-1)* "{a—-1)! x" 
» D*"(e*logre |x, .r) = n! /x 


LEQ. neN, ._). 


D'(loge x |c, 0) = (—1)'0 x" [loge — S/(1n)] 


è 0 M & 


de 521 «eq. y feqFq.Df=af.=. fe ={(f))eNar)ir, q] 
Df = af .=. [(Dfr —afr)|x, q]= (10:q) 


SD 25.) : .=. D(e-x fr |r, qà. = >» 
SD 10:3 .D: .=. (e-ar fr |, q) e (qFq) const 
Df const .2.:. =: Leg De, eu fx ={(e-x fe) el = f0 | 


2 aequ0.beq . 7 fe qFq. Df= LP +-br, ql = 

D(fc+b/a) | æ, 4] = [atfr+b'a)| x, ql 

[Ge +bja) | 2, q] = (9 hate] x, q]. 

f=[((f0)e"" + b'ae—1)}r, q] 

Calculo de /, funetio reale de variabile reale, que pro omni valore de x, 
satisfac aeqnatione Dfc = afce + db, abi a et d quantitate constante. 


‘3 ab,meq. me=i Ii fe FE. . DI-= -= [(afx+be")|x, q] = 
Dj[e-tfr — betn-uzim -a; |, qi = tt qu. 
[e-wfx — beim-vr (ma [aq e ‘qFq) const . 
ceq De. effe — dbele-vim_a) = f0 — b (ima) = 


= HO)e + bonz/un—a) — be /(m_-a\|r, q! 


‘4 QE a ._): fe qFq.D'f = a'f = 
HO)e"+e")/24+(Df Oj{ens— es) /(20)}|2, q} 

[ fe «Fa . Dif = a°f .=. [exxX(D'fr—a?fr |a, q] = (0° q). 
D(eazDfx—aerrfz) | a, q] = (00! q) 
[(ewDfae—aesrfe,; | r, q|] e (qFq)const 
284 De. emDfx—aeufx = Df0—af0 
Df = [afx+(DfU—af0)e-x | x, q] 
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VI. CALCULO DIFFERENTIALE. 


D (derivata) 


% 1. velisg.feyPFw “DI 
‘0 ryeu ._). Afp) = fy—-fr Def 
A œyeu. vet.) Défi = (fu) un) Def 
ve und = DIF 2,0) = HmiDIÉ 27) |, 18, Det 
à i Dig = IX 0) Def 


i indica classe de quantitates; f es quantitate funetione 


= 


detinito in Campo #. 

Tunc, si æ et y es individuo pertinente ad classe +, diffe- 
rentia fy—fir cs dicto «e incremento de funetione s, et indicato 
per d(f, 1,1). 

Si y es differente de e, tune D{f ru), dicto + rattone mere- 
mentale », indica ratione de incremento de funcetione ad Incre- 
mento y—x de variabile, 

D(f: 00,0) Indica limite de ratlone privcedente, si 1/ Vama in 
campo «, et verge ad i. Per definitione de limite (pag. 250, 
Prop. H)}0), x, que pertine ad campo #, es proximo ad allos 7, 
vel pertine ad classe derivata de #1 2e 2408, 

In loco de D(7: ar), nos seribe Dr, que vocare derivata 
de funetione A pro valore æ 

secundo membro in Prop'2 contine litera 1 ue CS Appia 


rente, nam seque signo de inversione Litera # pote es eli- 


minato, per æqualitate 
uw = Varniah f 
i es GAMpo de variabilitate de funcetione detinito / 


Lreo secundo membro contine vamabiles reale indepeudente 


f et æ; et pote es indicato per Dr, 
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Scriptura D/fx, que contine tres signo D, f, .#, sine parenthesi, debe es 
decomposito in 
Df)ax 
« derivata de functione f, pro valore x », vel in 
I) tf, ai 
« derivata dependente de functione f et de valore x ». 

Dfx non pote es decomposito in D(fx), « derivata de numero fix », expres- 
sione sine sensu; dato f et +, resulta determinato fr; sed non viceversa. 
Dato numero fix, nos non pote determina f et ., unde depende derivata. 
Derivata non depende de solo numero fir. P. ex: 

D sin 0 = 1 
significa (D sin)0 = 1, « derivata de functione sinu, pro valore 0 vale 1 ». 
Non lege D fsin 0) = 1, vel DO=1, que non habe sensu. 


* 
* * 


Derivata habe numeroso applicatione in Geometria, in Me- 
chanica, in Physica, in (Economia ete., que nos considera infra. 
Nunc me expone suo interpretatione in (teometria. 

Nos repræsenta functione f per curva loco de punctos 

PE = 0 + ri + 2), 
ubi o es puncto, À, j es vectore unitario et orthogono : 
0Œp.i,jev. =} =l.ixj—=0. 

Variabile x varia in campo de variabilitate de f. Tunc curva 
descripto per puncto pr vocare « diagramma de functione f ». 

Differentia de duo puncto es vectore : 


Dry) = pupo = (yi + (YA, 
parallelo ad vectore : 
D(p; 1.y) = (py pay 2) = itfy fm. y—rij = D 0,4) 

Numero 5 vocare « inclinatione » de vectore ; + zj in dato 
systema coordinato. 

Ergo inclinatione de conjungente duo puneto de curva es 
(fy—fx)/y—r). Suo limite vocare « inclinatione de curva in 
puncto po ». Ergo: | 

« Dfe vale inclinatione de diagramma de functione f, in 
puncto de abscissa x», vel « inclinatione de recta tangente 
ad curva ». 


Fuuctione f, que nos deriva, es « definito », vel es considerato simul cum 
suo campo de variabilitate: fe qu, ubi symbolo F « funetione definito » 
es introdueto in pag. 79. 
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Functiones que occurre in Analysi habe campo de variabilitate non semper 
definito. Tunc nos adde isto campo pro obtine functiones definito. 


Exemplo 1. 

D (x? x, q)0 = 0. 

Lege: « Derivata de elevatione ad potestate 2, in campo de numeros 
reale, pro valore 0, vale 0». Vel « inclinatione de parabola diagramma de 
functione y = x* ubi x sume omni valore reale, in origine o, vale 0; vel 
vectore i es tangente ad parabola ». Campo de variabilitate es toto campo 
de numeros reale. 


Exemplo 2. 
D (}, q=-0)1 = — 1. 
« Derivata’de functione’reciproco, in campo de valores reale differente de 0, 
pro valore 1, vale — 1». Vel «si nos considera hvperbola diagramma de 
functione y = 1/r, ubi x sume omni valore reale, valore 0 excepto, suo 
inclinatione in puneto de abscissa 1 vale — 1; vel tangente fac angulo 
— 45° cum axi oi. 

Campo de variabilitate de functione que nos deriva pote coincide cum 
toto campo de numeros reale, x = q, ut in exemplo 1, vel es intervallo, 
vel habe forma plus complexo. P. ex., nos pote deriva functione rationale 
de variabile rationale rFr. Suffice in generale que x pertine ad classe « 
et ad classe derivata. 


Si nos muta campo de variabilitate, derivata pote sume valores differente. 

Per exemplo: 
D (mod, Q)0=1 
D (mod, — Q)0O=- 1. 

« Derivata de funetione modulo, in campo de numeros = 0, pro valore 0 
vale 1, et in campo de numeros < 0 vale — 1». Vel « diagramma de fun- 
ctione modulo consta de duo semirecta bisectrice de angulos (— î,.j) et (i, j:. 

Ce linea non habe inclinatione determinato in origine, sed inclinationes 
+ 1 et — 1 ad dextera et ad sinistra de origine ». 


NOTA. 
< Sdi : di : 
Leibniz indica derivata de y relativo ad x, per signo # ubi 
«recta aliqua pro arbitrio assumpta vocetur de » (MathS. t.5 p.220) et « ipsas 
dx, dy, ut ipsarum x,y differentiis sive incrementis, vel decrementis mo- 
mentaneis proportionales haberì posse » (p.169). 
Quantitates dr et dy vocare « differentiale ». dx es quantitate arbitra- 
rio, non nullo ; dy vale derivata Xdx. 
In aliquo casu Leibniz pone d;=1; et seribe (Briefivechsel t.1 p.226) : 


de =1, de'=2x, de = etc. dj, = 1 ete. 


Tune dy = Dy, et differentiale es identico ad derivata. 
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{ Newton indica derivata per uno puncto supra functione; Lagrange 
per uno accentu, Arbogast per Df*x. Vide Theorema de Taylor. 

Cauchy (Œuvres 8.1 t.4 p.255) indica derivatas per Dz , Dy ,... ubi in- 
dice designa variabile. 

Jacobi distingue derivatas de functione de plure variabile, per signo è; 
ce derivatas vocare « partiale ». Sed ille nota que ce notatione non sutftice, 
et debe es completato per lingua commune. Werke, t.3 p.396 a.1841 : 

«quando sine graviori incommodo licet, quanquam maxime affectanda 
sunt signa, quibus et omnis ambiguitas tollatur, et formulae sine omni 
interpretatione verbali adjecta, per se clarae et intelligibiles fiant, in hoc 
tamen casu... ». 

P. ex. si nos habe functione de 3 variabile fe qf(q‘q‘q), et si we qfq, 
ce qf(q'q:, es necesse plure specie de d pro indica 4 derivata: 

D/f,y,3je, Df(2,ux,2)jc, Dffe,y,wæ,yille, D/f[2, ua, u(r,un)]a, 
que es derivata de /(x,y,z) pro x, ubi: 

1. y et z es constante; 

2. y es functione de x; z es constante; 

3. = es functione de x et de y, et y es constante; 

4. z es functione de x et de y. et y es functione de x. 


dertvata. Per etvmologia, vide pag. 159, N. 280. Es nomen de symbolo 
ò super classes, et de symbolo D super functiones. 


differentiale, AD differentiale, F différentielle, H differencial, I difte- 
renziale, R differentsial’. (C differentia (166, pag. 70) + -le (6, pag. 191. 


% 2. «e Clsq. fe qFu . y: 
41 ŒyEu DD. dAfiyo = —A(f, x,y) 
d'YSEU DD. AfX,Y + À y,2) + A(fi 3,9) =0 
r yen . 7). DI y, = D(f; x y) 
FYEU . ya Di fy = fr + Y—ND( 2,4) 


do 3. ve Clsq. fe qFu MY): 

‘1 ceuòdu.Dfr eq .). limfiu,r) = fr 

Dem. Jimi, «, 0) = lim[fa+y—®)D(f; æ,9) |y, u, x] = fr 

Si Dfx es quantitate (determinato et finito), tunc limite de 
functione, si variabile, in campo de variabilitate de f, verge 
ad +, es valore fx. 

Tune, in definitione de derivata, Prop. 1:2, lice substitue ad fr valore 
dato per Prop. 3-1. Parte de hypothesi non es necessario, et definitione 
sume forma plus generale: 


2 ved.) Dfr = limi[fylim(f.1,0)] (y—x) | ya Df 


æ ON — 
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‘3 u_)du.DfE qFu ._). fe (qFujcont 

Dem. Prop. 31. Def cont (pag. 238). 77. P 

Si classe « pertine ad suo classe derivata, vel sì campo 
es condensato, secundo nomenclatura de pag. 180, et si functio 
f habe derivata in toto campo «, tunc isto functio es continuo. 
Resulta de Prop. ‘1, et de definitione de continuitate. 

Non omni functio continuo habe derivata. Uno exemplo es functio 
« modulo » ante considerato. 

Novo exemplo: 

D [x sin /r |x, (Nj=))0O=0 
D[ >»  JONiz + 2a/2))0=1 
D[ > , [ON x — x2)] 0 =—-1. 

Functio .r sin/r non es definito pro x = 0. Si nos tribue ad illo valore 0, 
tune functio es continuo, sed pro æ 0 non habe derivata in campo « q» 
de numeros reale. Nam limite de ratione de incremento de functione ad 
incremento de variabile depende de campo de variabilitate. 


Y% 4 abxeq. ). D(ar+b]|a,qle=a 
Den. ye qeie (I. D[(ax+d)|x; r,y] = a 

Si a, b, x es quantitate, tunc derivata de functione lineare 
aæ + Db, ubi varia 2, in campo de quantitates, pro valore dato 
r, vale a. 

Nota que in seriptura (ar + db)r, litera æ es apparente, et 
non es idem litera x que occurre in hypothesi; sed nullo con- 
fusione ori in isto casu, et in casu simile in calculo integrale. 

In vero, ratione de incremento de functione ad incremento 
de variabile habe valore constante «. 





+ S. DERIVATA DE SUMMA. 
"| ue (s'y ° fue aFe TE HMOU . Lfr, Dr €q = 
D'(frdt-gar) tr, Mit = Dr + Dés Lhistrib(D, + | 
« Derivata de summa de duo ftunettoni vale summa de deri- 
vatas de functiones » 
DID 3 1) fa qa. ue = lim [ lu tit} fi pr |] tj r) |47, ve 
Distrib(/,4-). DI) » = lion fu fic PTT AIT ET 
Distribllim.,+) DI P 


. Hvp'1 | (LE +2 LA fur La", ff) = XxX Da: 
« Derivata de produeto de quantitate constante per function: 


vale quantitate constante per derivata de funenone 








+ 6. DERIVATA DE PRODUCTO. 


Hyp 51.7. DrXgr |, ujx = fexDgo + gcXDfr 


Dem. yeu-tr D). DifeXgr | er, y = 
Fr XDigir y + ge XDifir, pi + Di fr XX Digi, y) K'y—r 
« Derivata de producto de duo functione vale primo factore 
per derivata de secundo, plus secundo factore per derivata 
de primo ». 


% 7. DERIVATA DE QUOTIENTE. 


‘4 LE qm0 . ). D(/, querce = —/x" 
Dem.  ye q=duc DI. Dif; x gi = —J(try 


2 ue Cls'q. fgeqFru. Ome fu. xe ndr . Dfr, Dgr eq ._). 
D(gc/fx lx,u)x = (fexDga—gaXxDfxr)/(fx)} 
Dem. ye vee YI. D(gaælfr | e; x,y) = (gyify—gaxlfa)Xy—x) = 
(fe gy — ge fyiy x: fr fy) = | Digi — gr Dfry)] i fr fu 
« Derivata de quotiente de duo functione vale denominatore 
per derivata de numeratore, minus numeratore per derivata 
de denominatore, toto diviso per quadrato de denominatore ». 
Nos suppone que numeratore et denominatore es functione 
definito in campo «, ubi denominatore non sume valore zero, 
et que, per valore . in # et prope alios #, ambo functione 
habe derivata. 





w 8. DERIVATA DE POTESTATE, 
‘4 meN, Eq). Dore, qhr = mx * 
Dem. 1 ye qe DI. De rey) = Lyra 1] e, dm D). P 


Dem. 2 m=z1 DP (1° 
MEN, . D'Mnle, que = mMm—1,.P6 .7. 
Dorm+t 1 e, que = Dem rer, ge = ment ur +e = (n+1)mMm 2) 


(15.21. Induet D. P 

Si m es numero naturale, et .: es quantitate, tunc derivata 
de x”, ubi varia .r, in campo de numeros reale, pro valore r 
de variabile, vale ner", 


Nota que in formula °° | e litera e es apparente; tormula vale 3?12, 
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et indica « potestate mm » 3; litera x non es idem litera x. que occurre in 
Hp. Si nos pone mn = 2, formula fi: 
#89 Di Da? |, qur = 2r. 
et si nos pone » = 1, formula fi: 
Da? | x. 1 = 2. 
« derivata de quadrato, in campo de valores reale, pro valore 1, vale 2 >». 
In formula incompleto Dr? = 2x. que occurre in plure libro, non lice 
substitutione materiale de valore numerico ad +. 
Demonstratione 1. In vero, ratione de incremento de funetione ad incre- 
mento de variabile cs summa de wi termine, que omni tende nd 2-1, 
Deinonstratione 2, Potestate es casu particle ile produeto, Lie reenla 


derivn ex regula de derivatione de producto. 


2 nEN, «WE (pl) ep! De ur, QU = —ihr ide. 
[Demi Liane, qa = INfret ar, qa) = pil ER = = ponte! 


hegula de potestate mane, si exponente es negativo, pro 
variabile non nullo. 


‘3 reQ.). DI Qhr = 242) 
Dem. DD 5,4) = | Jr NI?) 


dg ‘. DERIVATA DE FUNCTIONE DE FUNUTIONE, 


HE ( sq È fe qe . (VE Fe. ge nor . (pr È ot, [1 or), TA #1] 
.). Difgle = Dfigr)xDar 
Dem, HE tell, 12:41 dj FAT = fee — |) fs if, 111 Mpa) i). 
D far a, gr) = if: qu, 114 Digg, 7) P 


NOS SUppone : #1 et res classe de quantitates : AE quantitate 
functione definito ino campo #5: 4 es # funetione definito in 
Campo 7, Nos sume individuo or ino # et prope nlios as) 7. 
es prope alios #. Funetione f pro valore go, el funetione 4 
pro valore + habe derivatas determinato et finito. 

Tune derivata de funetione /g, funettone f de funetione 4, 
vale derivata de / pro valore gr, multiplicato per derivata 
de 4 pro valore .r. 

Vel derivata de fgr pro se vale. derivata, de fu pro qu, 
multiplicato per derivata de g pro or. 

In vero, ratiohe incrementale de function fig, pro valores distineto 1 e 
i, vale produeto de ratione inerementale de / pro valores ge et 4. di» 


tineto eut non, per rattone inerermentide «he eg pores valoroso e et gg, nl 


mil limito sue tiueoremy, 
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% 10. FUNCTIONE INVERSO. . 


‘0 «eIntv. fe(qFu)cres cont ._). f* € (qFf‘«) cres cont 
Si in aliquo intervallo «, functione f es crescente et continuo, 


tune suo functione inverso es definito in campo de valores 
sumpto per /, et es ibi crescente et continuo. 


‘1 (decr|cres) P'0 
Idem pro functione decrescente. 


‘2. ueIntv. fe(qFe)(cresy decr)cont . yef‘u. DA y) Equo. 
D. Df'y=/DAf y) 
Dem. y'ef'umy Di D, = ty — Py) 4) = DE f1y) 
Si functione f es crescente aut decrescente, et continuo, et 
sì y es uno ex valores de functione, tunc derivata de functione 
inverso de f pro valore y, es reciproco de derivata de functione 
directo pro valore respondente ad y. Nos suppone que derivata 
de functione directo existe et non es nullo. 


% 11 DERIVATA DE RADICE. 


‘1 neN,. xeQ . 7). DO" pe fx, Qx = /Im e 1] 
Dem. Dj Q)e = Diam 1 2.0) e = /[(mamt | 2,Q jme] = Jen 1] 


2 mer. xeQ I. Da" x, Que = ma” 


% 12. DERIVATA DE EXPONENTIALE. 


4 x€q._). D(e"|r, ga = e” 
Dem. Def D D. D(es|r, qhr = lim(er+h—ez A |h, q,0] 
= ez(eh —1)/h » 
= erlimes —1)/% 
Se Pal (pag. 245: 7). = 
Derivata de funetione exponentiale (e*|r, q) vale se ipso. 


pi Pa 


Si nos pone x = 0, nos habe: Dies | e, q)0=1, derivata de er quando ® 
varia, pro valore 0, vale 1. Curva diagramma de funetione \er | x,q) es 
; logarithmica ». Ergo + Tangente ad logarithmica in puneto de abscissa D, 
face enm axi de  angulo de 45° ». 














alii DE re. dr 


2 aeQ. xEq ._). D(a*|x, q)x = a“loga 
Dem. heq Y. D(az |x; x, x+h) = (azth—az )ih = az (ah — 1)fh 


Se P5:2 .D. limf(ah —1)/h|h, q, 0] = loga .D. P 
% 13. DERIVATA DE LOGARITHMO. 


4 x€Q ._). D(log,Q)a = /x 
Dem 1. DfD .9. D(og, Qi = limi[logi(x+4)—loge]/h |r, Q—x, 0; 


$Log'6:7 I. » = lim; [log(1+4/x)]/& » » 

» 89. » = fx X limilog(1+4/eNe/h)» » 

Comm(lim, log) I). » . =fx X log lim! » » ” 
Dfe .D. » = {x X loge = /r ] 


Dem 2.  $e P2-01. SD P12:1 .D. D(log, Q)e = /D(eNyly, q)loga 
= /(eNogx) = /x 


2 ue Qui.xeQ ._). D(‘Loga |a, n) = (“Log e)/x 
Dem. aLoga = “Loge x loge .Y. P 

‘3 meq.xeQ o D(° |, Quore = mx" 
Dem. vm = eMaloga) - 


‘4 ueClsq. fe QFu.gegqFu. re undu . Dfx, Dgr £q ._). 


D(fir gx |x, x = (fa | gx)xlogfrXDgr+gxXx fa gz—1) X Dfx 
Dem. fa gx = eN ga logfir) 


% 14. EXERCITIO. 


ME qu0 ._). D(mod, q)x = sgna . 

D(mod, Q,)0 = 1 . D(mod, —Q,)0 = —1 
Derivata de functione « mod » depende de campo de variabilitate. 
a,b,c,deq . req. a+bx ==0 ._). 

D[(c+dx)/(a+bx) | x, qu—a/b)r = (ad—bc)/(a+br) 


xeq D). DIe/f1++9 | x, qle = (1+2*N-3/2) 


req ._). D[e” (x—1) | x, qla = we” 

æEy ._). D[et (e°—2x+2) | x, qlr = ue? 

2894 Dì D[(e'+e7) 2 |. qe = (e"—e7")2 
» » — » > » + » 


Functiones in secundo membro es « sinu » et « cosinu hyperbolico ». 








RS a» TE ES ———P——+——————_—_—_———___—_—_—— 6—_—_—————_—wuuaw n __.r_r__ 


281 | VE D © Ò 
xe Q+1 ._). D(loglog, Q+1)v = /(rlogr) 


AXE a >). 
Djloglla—r)/(a+)] | à, (—@7af x = 2a/(x°—a)) 


aeQ . Eq.) Dilogle+Ka+2")] | x, gie = /Ka+5) 


aeq . € quil0 ._). D[log}i{K(a"+2+a]/} | x, queo]e 
= (4/{2 (a +2] 


a,b,req . ba 7). 
D'logfr+a+(r+2ar+0b)] or, gie = Alo*+2ar+0b) 


ab,regq. Gb ._). 
| Dillogr—a)+4(r—h)}/iler cd —b))] | x, b+Qir = 
Ar —a)(x—b)] 


do 15. DERIVATA DE NUMERO COMPLEXO, 
DE VECTORE ET DE PUNCTO, FUNCTIONE DE VARIABILE REALE. 
4 ne Csq. ner, . fe Cxn Fr. xe undu YI. PI, 2, 3, 9 
“2 (vet | Cx) Pra 
(pnt » 


Definitione de derivata, dato in Prop. 1, et principale regulas 


de derivatione, subsiste pro numero complexo functione dato 


in campo reale. 
Et si nos considera puncto et vectore in loco de complexo. 
Derivata de punto mobile, si variabile es « tempore », es 
vectore dicto « velocitate ». 


tempore, vocabulo de Latino internationale. 
D = F. temps = H. tiempo = I. tempo. 
F. temps D A. tense (in Grammatica). 
I. tempo D A.D.R. tempo (in Musica). 
DI tempor-ale A.F.H.I., tempor-ario A.F.H.I. 
Vocabularios etymologico non es concorde in origine de ce vocabulo. 


velocitate 7 = A. velocitv = H. velocidad = I. velocità. 
F, vélocité {non in Mathematica). 


[ lis _ | 'elned == HI, els == | L'E TOMEL {jt . itati |, 14) 

















R 16. «e Cls'a.re mwmôu. fige vFu. Dfx, Dgx ev... 

4 Dr xX gx l:x, ur = fx X Dgr + gx x Dfx 

2 Dragrir, Wa = Dfraga + fr a Dgs 

Derivata de produeto interno et alterno de duo vectore variabile es ana- 
logo ad derivata de produeto de duo funetio numerico. Nota que in pro- 
dueto alterno non lice commuta faetores. 

3 form =0 ._). Dmodfr = Dfr x Ufir 


st È DUfr= (mp! fr)Dfr (modfr) 


FUNCTIONE IMAGINARIO DE VARIABILE IMAGINARIO, 


+ 17. 
D! ne Cls'a . fe qe .) PL 2. 


4 Ed de Der di = 
[ (q'lq) Dem P12'1 | 


Si .r es numero imaginario, tune derivata de e*, ubi varia .r, 
in campo de numeros imaginario, pro valore .», vale e', ut 
pro campo reale, 

2 eq SIE Deir at == jelr 
Se IS. DERIVATA DE FUNCTIONES TRIGONOMETRICO. 

t 80 Ds ghe=cè . Die grr==at 

[Dei |eq]he = ieNire, Oper imag . Oper real .D. P | 
Ru- 


Derivata de sin vale cos, et derivata de cos vale —sin, 


sulta de derivata de exponentiale, 


20€ qen+/2)x ._). 
Dt, qe(2n+1)/2|r = (ca) = 1H (tan 


= Dares bre = (ou Dar sr Der)? = er * | 


| 


e (IL 2). Ds y = //K1-) . De y = —/f(1-7) 


| Ds-ly = 'Dsistly) = (ese) = A1—*) | 


‘4 yEq Dt ‘y = /(1+4ÿ) 


| Delg = Déitiyi= |1+ttAy®|= 149% | 


a 





DT Pi 


en er sg 
en . x » 


or on. Le 0 de 6 renna ESS ge 


rt re 


RTS ne à et 
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% 191 xe q=enx . 7). D/ter= —/(sx) 
2 ae 07/2.). D log St = /ta 
‘3 æe 01/2 .7. D log ex = —tr 
4 æebx. }). D log tang(x/2) = /sinx 
a) 


ce 1/2 1/2 ._). 
D log tang(7/4+.1/2) = /cosx 


‘6 aeQ. beq. modb <a . req ._). 
D c ‘[(b+acose)/(a+bcosx)] = Ja'—b%)/(a+bcosr) 


7 àæeq ). DI[/A)NOg(1+a]2+2)/1—-xP+2)] + 
[/(242) ]tang [2 /1-2)]{ = /1+2°) 
201 THEOREMA DE MAXIMO ET MINIMO. 


ue Cls’q . fe qFu. meinu. fe = max ff‘. Dfir eq I. Dfre =0 


Dem. Hp .yeu DID. fy—fx <0 (1) 
(1). ye nie —Q) D. Dif; x,y) 30 : (2) 
(1). ye unx+Q D. D(f 0.4) 0 (3) 


(21.13) .D. Dfx S0. Dfx S0 YI. Dfr 20 


u es classe, ubi es definito functione f. Si ad valore :r, in- 
terno ad campo considerato, responde valore fir, maximo ex 
valores de functione in toto campo, et si derivata de /, pro 
valore x, es determinato et finito, tunc ce derivata vale zero. 

In vero, fr es maximo valore de funetione. Ergo, si y es in campo «, 
seque fy—ficr S 0. Tune, si y<x, ratione incrementale es S0. Si y>x, 
ratione considerato es <0. Dr. limite de ambo ratione, es 0 et <0, 
ergo Dfr =0. 


‘2° (min |max)P*1 


1-1 subsiste, si in loco de maximo valore, nos considera minimo. Plure 
auctore moderno voca « extremo » valore que es aut maximo aut minimo. 


Exemplo. Nos vol decompone dato numero a in duo partes æ et a—x. 
tale que producto de potestates m et 2 de duo parte fi maximo. Expo- 
nentes 72,7 es p. ex. numero naturale. Funetione r(a-x}*|c, es nullo pro 
valores 0 et a de variabile, et es positivo in interno de intervallo de 0 
ad «. et es continuo. Ergo ce funetione fi maximo pro valore de variabile 
interno ad intervallo considerato. Ce valore annulla derivata, vel satisfac 


awquatione : 
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mammella — rM_-naen(a — rel 20; 
si nos supprime factores æ"-l et (a—x)Y1, que non es nullo in interno 
de intervallo considerato, æquatione fi 
mila — x) — nt =0, vel x/m = (a—x)in. 
Valore de .r que satisfac æquatione es unico, et es valore quæsito. 
Ergo duo parte debe es proportionale ad exponentes, ut es noto per 
Algebra, III $12 P30, pag. 110. 


Applicationes de theorema praecedente ad Geometria. (Erercitio). 


1. Rectangulo inscripto in triangulo, et maximo in area, habe altitudine 
æquale ad altitudine de triangulo /2. 

2. Cvrlindro in sphæra, maximo in volumen, habe altitudine = 2r/\}, 
radio basi = r\K2/3); r es radio de sphæra. 

3. Cylindro in sphæra, maximo in superficie Materne; habe diametro de 
basi = altitudine = (radio sphera)XX2. 

4. Idem, maximo in superficie totale, habe altitudine = (radio sphæra) 

a A] 1— Ip] 

>. Cono in sphera, maximo in volumen, habe altitudine = (radio sphæra) 
sua ‘Fermat a.1636). 

6. Idem, maximo in superficie laterale, idem. 

i. Idem, maximo in superficie totale, habe altitudine = 
radio x (23—\]17)/16. 

8. Cylindro inscripto in cono, et maximo in volumen, habe altitudine 
æquale ad altitudine de cono /à. 

9. Idem, maximo in superficie laterale, habe altitudine æquale ad alti- 
tudine de cono /2. 


Si functione es maximo, non in interno, sed p. ex. pro limite supero 
de campo, tunc derivata, si existe. es 0. 

Functione « mod » es minimo pro ae=0, et non habe derivata. 

N 2/3) es minimo pro x=0, et derivata es x. 


+ 21. THEOREMA DE ROLLE. 


a,beq . ae=b . fDfe Fab. fa = fbh —0 .). 0 e Df‘a-b 
Si functione reale /, habente derivata in toto intervallo de 
«. ad b, es nullo pro valores a et d, tunc existe valore interno 
ad intervallo, que redde derivata nullo. 


ROLLE a.1689 p.127 : 
- Les racines de chaque cascade derivata) seront prises pour les hvpo- 
theses movennes de la cascade suivante ». ; 
Versione : inter duo valores que annulla Bunietiane. existe valore que 
annulla derivata. 











Dem. 
Functione f, que habe derivata, per theorema præeedente es continuo: 
Hp. P2:3 9. fe qFe'd cont (1° 
Ergo existe sno maximo et suo minitmo valore in toto intervallo: 
Hp. (10. $ cont 253.9. max fd, min f ‘e b eq 12: 
Si funetio / sume valores positivo, tune maximo intra illos es pesitivo, 
et responde ad valore interno ad intervallo : 


Hp.  Qn fab. re ab. fr = max fatt dd D. re a 133) 
Ergo per theorema super maximo, derivata es nullo : 
Hp). P20 I. Ths +4 


Si fnuetione f sume valores negativo, —/ sume valores positivo, et ex 
ratiocinio præcedente seque thesi : 
Hp. 4 -Qnf'atb D. 4AQni—f ab. 4 DI. Ths D: 
Si funetione sume valores non positivo, et non negativo, es semper 
nullo, et derivata = 0: 
Hp. <q fiat db — Va fa db I. f'e 0 Fab I. Ths ‘6 
In omni casu thesi es vero: 


.4,..91..61 7). P 


+ 22. THEOREMA DE VALORE MEDIO, 


«deg. tab. fDf € qFaTb .). DIF; €, bd) € Df' ab 


Dem. Hp.g = [fe—-fi——0D fia dr] |a, ab. ga=gb=0 . 
P21.9). 4 dbrr8[ DEAD fa di =09] D. Ths 


Si «, Des quantitate differente inter se, et funetione reale 
f habe derivata in toto intervallo de a ad D. tune ratione de 
incremento de functione ad incremento de variabile es uno 
ex valores de derivata in interno de intervallo. 


In vero, si nos pone kr = fu--r—adhfsa,bs, seque ha = fa, hb = fb. 
Tune funetione gr=fr-—dhr, ubi varia 1, in intervallo dato, es nullo pro 
ei et eb. Per theorema de Rolle, suo derivata es nullo pro valore 
interno ad intervallo, unde seque P. 


Theorema precedente es multo importante in caleulo differentiale. 
In Geometria, si nos considera puneto 0-|mri fr), tune puneto 0--.ri 
-'alur)j describe reeta que i trans punetos de curva, de abscissa a et d. 


Theorema dice : chorda es parallelo ad tangente in aliquo puneto de arci. 


y CAVALIERI a.1635 1.vit p.19. 

« Si curva linea quiecunque data tota sit in codem plano, cui occurrat 
recta in duobus punetis ..... poterimus aliam rectam lineam priefate æqui- 
distanteni ducere, quae tangat portionem curvie linea inter duos prædictos 
Occursus continuatam 














Puncto 0 + (fx)i describe recta oi. Theorema dice que D(f; a, b), id es 
spatio descripto per puncto diviso per tempore, es uno ex valores de Dfxr, 
numero que mete velocitate de puncto. | 

Sub ambo forma, de Geometria et de Mechanica, propositione es quasi 
evidente. Suo enunciatione, cum hvpothesi necessario et sufficiente es in: 

Grassmann a.1862, Werke t.1 p.323, 

Weierstrass, vide G. Cantor JfM. a.1870 t.72 p.141, 

Ossian-Bonnet, vide Serret Calc. diff. a.1868 p.19. 


% 23. 
‘1 a,beq. ab. fe qFa-b. Dfe QFa-b ._). fe cres 
‘2 » » (—Q) » .). fe decr 
‘3 » » (0) » ._). fe const 
[P2DP] 


De theorema de valore medio seque : 

Functione reale, que in aliquo intervallo habe derivata semper 
positivo, es crescente. 

Sì derivata es negativo, functione es decrescente. 

Si derivata es semper nullo, functione habe valore constante. 

Si duo functione f et 9g habe derivata semper æquale, Df= 
Dy, tune f—g habe derivata semper nullo. Ergo differentia 
de duo functione es constante. 

Si functione À es derivata de f, h—D/, tune f vocare func- 
tione primitivo, vel « integrale » de h. 


Exemplo. 
neQ .). (æœ'e “Ix, OTn)ecres . (x'e "|x, n+Q) £ decr 


Functione considerato es crescente de 0 ad x, et post decresce. 





(x° 





x, 0/e) e decr . (xx, /e + Q) € cres 


Nos habe: XEQ ._). 1—cosr > 0. 
Tunc functione x—sinx, que habe pro derivata functione 
1—cosx, es crescente; et es nullo pro x = 0; ergo: 
reQ ._). a—sinx > 0, 
vel reQ .D). a < sino. 
Tunc functione x*/2—1+cosx, que habe pro derivata functione 
J—Ssinx, es crescente; illo es nullo pro x = 0; ergo: 


reQ .D x 2—1+cosr > 0, 


Formul. t. 5 19. 








vel EQ .D). cosr > 1-2. 
Tunc functione «*/3!—x+sinx es crescente, et nullo pro x =0; 
ergo: reQ ._). sine > x—x",3!, 


et ita porro, resulta formula 163 de pag. 252. 


Y 24. APPROXIMATIONES. 


Quantitates que occurre in praxi es in generale determinato 
per approximatione; id es, es dato intervallo que contine illo. 
Isto intervallo pote es dato per extremos: 

Densitate de ferro = 7700777900 Kg.m?°, 
» nive = 507500 Kg/m?. 
Pote es dato per uno extremo, et suo amplitudo (vel longore, 
Long de pag. 142). Per exemplo, scriptura 
e = 2°71828... 
significa, apud plure Auctore, que cifras scripto es primo 
cifras de evolutione de numero e in fractione decimale, id es: 
e £ 271828 + 0x10° 
et Long (2°71828...) = 10°. 

Aliquo Auctore da intervallo per puncto medio, et demi am- 

plitudo : et scribe Log3 = 0‘4771213 in loco de 
Log3 e 0‘4771215 + (0x107):2. 

In omni casu, amplitudo de intervallo es uno unitate de ul- 
timo ordine decimale. 

Si. es valore noto per approximatione, id es, si x es in- 
tervallo, et super illo nos fac operatione /, tune fr (id es, f‘x) 
es determinato solo per approximatione, id es fr es intervallo 
(nos suppone continuitate de f). Si da es differentia de duo 
valore de x, et dfx differentia de valores correspondente de 
fr, theorema de valore medio dice que 

dfx = (Dfxr)dx, 
ubi in D/X, x es aliquo valore in intervallo dato. 
Nos calcula dfx per excessu, et resulta: 


xe Intv . fDf € qFa ._). Longfa < (l'modDfir) x Longa. 


«Si x es intervallo, et f es functione reale definito, cum suo 
derivata, in intervallo æ, tunc longore de intervallo fr, vel 
errore in calculo de fx, non supera longore de x, vel errore 
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in variabile x, multiplicato per maximo valore absoluto de 
derivata in intervallo ». 

Ex regulas de derivatione seque: 

r£E0. he0x . mEN, . |. Long(2—9h)" < | 

« Errore in calculo de potestate m»m de numero approximato 
u-—0h, dato per limite supero x, et amplitudo de approxima- 
tione A, si x es < 1, es minore de nm X errore de numero». 

TEl+Q . heQ . meN, ._). Long "| (x+60h) < h 

« Errore in calculo de radice ,: de numero majore de 1, es 

minore de errore in radicando ». 
cel+Q. heQ .). Long Log(r+6h) < h 

« Errore in logarithmo decimale (aut naturale) de numero es 

minore que errore de numero ». 
xcel+Q . hEQ .). Long sin(ce+0%) < h 

« Errore in sinu (vel cosinu) es minore de errore de arcu». 

Exemplo. Nos quære (9*25...)!". Vale 10!x(0:925...)!°. Me calcula 
(0*925)"°, per exemplo cum tabulas de logarithmos, = 0‘45858.... 
Numero 0*925... habe errore << 107; ergo suo potestate habe 
errore < 10 *. Me supprime cifras decimale post secundo, et 
scribe : (0*925...)!"" = 0*45..,; et post multiplicatione per 10": 

(9:25...)! = 10x45... 
ubi secundo cifra pote es 5 (ut es scripto) aut 6; causa accu- 
mulatione de duo crrore: in suppressione de cifras post 0‘45, 
et in determinatione de basi 9-25... 

Aliquo Auctore (PERRY) voca cifras «immorale » cifras que 
non resulta ex hypothesi, sed ex prolongatione arbitrario de 
calculo trans limites legitimo. Qui scribe per exemplo : 

(9:25...) = 10*x4'5858... 
scribe 5 cifras, de que 3 es immorale. Ille affirma que omni 
numero inter 9:25 et 9:26 ad potestate 10 es comprehenso inter 
10°X4:5858 et 10°x4:5859, quod non es vero; nam illos es com- 
prehenso solo inter 10°x4'5 et 10°x4"7. 


+ 25. INTEGRALE DE POLYNOMIO. 


neN,. ae qFO'"x . Di: fe qFq. DA = [Xx Dar, q] 
= ffO0+ Sa, 2° '/(+ Dr, 02], Qi 
[ Difae—Z[ar ar +L(r+1) | r,0%2] | 7, q! = (0 q) . P:233. D P ] 
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Si 2 es numero naturale, et si a es successione de quanti- 
tates cum indices 0, 1, ... #, tunc functione /, que habe pro 
derivata polynomio : 

Dfx = 4,+ax+a gs +...+a.x" 
pro omni valore reale de x, vale : 
fr = fo+a,rt+a,2°;2+ay[B+...+4,1e*'' (141) 


ubi varia >, in toto campo de numeros. 


% 26. ALTERO THEOREMA DE VALORE MEDIO. 


‘1 a,beq. and. fige qFa Th. meN, .Df = 
[(x--a)"gx|\r, a Td) . DD. fb—fa € (b-a)"!/(1m+1) x g‘a-b 

Dem. kK= fb—fa)b—a)m+tr.h={fa—fa—(2—0)Hk je, & db] I. 
ha=hb=0 . Theorema de Rolle .D. q ad n xxDhr—0) I. 
a Td n c3[Dfe—(m+Dk(re—@Mm=0] I. 4 ad n r3[gr—(m--1)k=0] 
D. ke (ga b)(m+1) 

Si derivata de functione f habe forma (x—0)"* gx, dum .r 
varia de a ad b, tunc incremento de functione vale integrale 
de primo factore (x—)*, per valore medio de secundo. 


‘2 a,beq. deb. fige qgFaTdb. neN, . ce qF1l''x. 
Df = |sfe.(e-a)T |e, 1a] + (gx | x, AT) DI. 
fb e fa + S[c(b—a)"/r |r, Ln] + (600 (n+1) x ga b 


Dem. Hp .D. Difa—fa—S[cr ce) | e, Leni. bi = 
[ea gx | ae, Pb] . P:1 2. P 
Si derivata de functione es polynomio ordinato secundo 
potestates de (x—a), plus termine de forma (r—a)"gx, tunc 
incremento de functione vale integrale de polynomio, plus 
termine que nos calcula cum regula præcedente. 


Exemplo. 
Nos habe (Prop. 13) : ae —1+4Q .). 
D[log(14.x) |, —1+Qla = 1/(1+2) 
Ex Algebra (pag. 121 P4): GE —1+4+Q . neN, .). 
1/14) = SM(-1)"" |r, 00 —1)] + (1)"2*/1+2) 
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Se — — e — — -— Ses — — 


Nos integra cum regula precedente : re —14Q .). 
log(1+2) € X{(—1"a"!/(+1) |r, O(—DI + 
(1)°r** (2 +1)X11+0xr) 
Si —1<%<1, limite supero et infero de 1(140x) es finito; 
lim x**!/(n+1) [n =0. Seque serie de MERCATOR p.246 P6*4. 


Alio exemplo. 


Nos habe : x€9 .). D tang'.» = 1 (14) 
et : LE . NEN, ._). 
LL) = SD fr, O2) + (D (14) 
Nos integra et habe P72 de pag. 264, unde serie 7°1 


3° abeq. ed. f,Df 4, Dye qFa Th. One Dg‘a-b YI. 
(fb—fa)/(gb—ga) E { (Dfr)/(Dg.x) 1 a: ‘ ab 


Dem. Hp. A= [fa-fa— yr—ganfb—fak gb--ga)] | x, Db I. 
ha = hb=0 . P21 9). Ya bnraDfxr—-Dyx x (fb—fa)(gb—ga)=0] : 
DE | 
i CAUCHY Calc. diff. a.1829 p.31 | 


Ratione de incrementos de duo functione es uno ex valores 
sumpto per ratione de derivatas. 

In vero, me voca Ar functione de x de forma fix + pyr + 9, ubi p et q 
es quantitate que me deterimina in modo que ha=hb=0. Functione À habe 
expressione scripto. Tune per theorema de Rolle, suo derivata es nullo per 
uno valore inter a et b; unde seque theorema. 


4 abeq. a<b. fg, Df,Dg,DA € qFa to I. 
a a-bn2x3)Dtrm[(Df.r,Dgr, Dh), (fa,ga, ha), (fb,9b,hb)] —0! 
[X = Dtrmf(fx. gx. he), (fa, ga, ha, (fb, gb, hd)] er LI. 
ka = kb = 0.P21 D.Pj 
Nos considera tres tunetione, f, 4, h. definito, cum derivatas, in aliquo 
intervallo «Td; tune determinante 

pr. ya, hc 
fa, ga, ha 
fb. ab, hb | 


es nullo pro «= e, et pro ar = hh. Fra suo derivata, que resulta, sì in 
primo linea nos seribe derivatas, es nullo, pro fliquo valore inter a et 
Si mos pone À = (100) il es nos suppone que # habe valore con- 


stante 1, in toto intervallo de «& ad 4, seque Pil, Sì qu = 7 Mn, 


séque PL: ét pro m=0, resulta 1232, 
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Y 21. THEOREMA DE DE L’HOSPITAL. 


Limite de ratione de duo functione æqua ratione de limites, 
si numeratore et denominatore habe limite determinato et finito, 
et limite de denominatore non es nullo (pag. 217 Prop. 8‘3 et 9*2). 

Si denominatore verge ad 0, et numeratore habe limite non 
nullo, limite de ratione es infinito (ibi Prop. 9*3). 

Si numeratore et denominatore verge ad 0, tunc es utile 
regula sequente: 


‘1 abeq. u===b.f,q, Df, Dg e qFab.xe alb. fx = gx =0 
. 0€ Dg‘(a b=x) . lim(D/f3 / Dg3 | 3, ab, x) € qui to 
7). lim(f/gs | 3, ab, x) = lim(Dfz / Dgz | 3, ab, x) 
Dem. felgz = ifa—fa)| gz—ga) e (DfufDgu) | wu‘z7x DI. P 


Es dato duo numero a et b, distincto, et duo functione f et g 
reale definito in intervallo de a ad b, habente derivatas. Ambo 
functione es nullo pro valore « de intervallo. Derivata de 
denominatore 9 non es nullo pro valores differente de x. 
Ratione de duo derivata habe limite finito aut infinito. Tunc 
limite de ratione /z/95, ubi varia 3 in intervallo dato et verge 
ad +, æqua limite de ratione de duo derivata. 


i DEL'HOSPITAL, Analyse des infiniment petits a.1696 p.145: 


« sì l’on prend la différence du numérateur, et qu'on la divise par la diffé- 
rence du dénominateur, après avoir fait ea, l’on aura la valeur cherchée ». F 


‘2 «,bEq. ==. f,ge Fab. fa=ga=0 . Df, Dg € qFa”b. 
0 «€ Dg‘a-b .). Lm(/x/grix, ab, a) D) Lm(Dfx/Dgx|x, a_b,a) 


‘3° aeq.f,9g,Df,Dg € qF(a+Q). lim(f, a+Q, æ) — 
lim(9, 1+Q, 0) =0 . 0 «€ Dg‘(a+Q) ._). 
Lm(fa:/9x|x, a+Q, x) ) Lm(Dfx/Dgx|r, a+Q, x) 
[ Lv fa/ga]e, a4-Q, ©) = Lmifia+/2) | g(a+/2)][z, Q, 0! . P:1.D. P | 
‘4 «eq. f,Dfe qF(a+Q) ._). 
Lm{(fx)/x |x, a+Q, 0] D) Lm(Df, a+Q, ©) 
3 «a£q./9,Df,Dg € qF(a+Q) . lim(g, 1+Q,0) = . 
0 =£ Dg‘(a+Q) I). 
Lm(fr/9.x|c, 1+Q, x) _) Lm(D/x/Dgx 
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% 28. DERIVATA DE SERIE. 


ke Intv . fe qf(kK:N)) (ceh. neN, ._de,n. D[f3,n)|2,k]x €q : 
SH [mod Df2,n)|3k]|n, N} €Q . CER). 
DIx[/t2,1)]r, N,]|2, Ate = XIDI/5,n)|5; Ale |n, Nt 


k es intervallo ; f es quantitate functione de duo variabile, 
uno in campo È, altero in campo de numeros N,. [Tune /(x,#), 
si varia n, repræsenta serie, de que omni termine depende 
de x]. Nos suppone que pro omni valore de x in k, et pro omni 
indice n, termine /(x,n) habe derivata pro x; et que serie 
de limites supero de valores absoluto de derivatas de /15,2), 
pro 3 variante in %, es convergente. Tunc derivata de serie 
vale serie de derivatas. 


Dem. 
Per definitione, derivata vale limite de ratione incrementale : 
D'Efz,n)ln, No] [z,ktx = lim(DiX[ (2,20: |a, No] 1 23 æ,y: | y,k,x) (1) 


Sed ratione incrementale de serie es serie de rationes incrementale : 
$ lim P21:5 P22-1 (p.222) .D. 


DjZ[Az,m) |n, No] 12; y = S:D[Az,2) [23 2,4] ln, No! 121 
Nunc ratione incrementale de omni termine verge ad suo derivata : 
neNo ‘I. lim'[Dfiz,n) |3; 1,4] ly, &, rl = D[f,ni [2, klx (3° 


Et per tbeorema de valore medio, ratione incrementale es uno ex valores 
de derivata: 
neNo . yek Di. D{ftz,n) [2; 1,4] € D[fts,n) |z, K] Ty (4) 
Ergo serie de limites supero de valores absoluto de rationes incrementale 
de termines de serie dato converge ad limite < ad serie de limites supero 
de derivatas : 


El'imodD{/{2,n)l2; x.y] |y*% in, No) S Z2il'mod[D/(z,n)|z,K] |a, No! (3) 
Nos deduce, per theorema precedente, que limite de serie vale serie 
de limites, unde seque theorema : 


Comunrlim, 2) (p.233 Pt3-1, DYD. P 


Theorema precedente deriva de theorema de limite de serie. Ergo vale 
si serie de derivatas es de « convergentia uniforme simplice » (Dini). 
Serie Z{flx,n) 4, No] es de convergentia uniforme simplice si : 
0 & Lun; modS[f{n,n) | 12, m4-N,] | TR! | mm. 
et ee esquiconvergente (vide pag. 254), si 0 = lim.... 


Hypothesi de continnitate de derivata Ljue oceenrre in aliquo libro non 


Le DOCOosEsIA ro. 
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do 29. a,beq.a=—b. fe qFa TT b .): 


1: eu Tb.Dfe qF(a baux). lim(Df ab, x) eq ._). 
Dfr = lim(Df, ab, 4) 


‘2 Dfe qF(a to) rea b I. Dfr e Lm(Df, ab, x) 
[P22 D P12] 


3 ; . Dfa<0 . Dfb>0 I. 0eDfaTb 
[ Hyp D.qa beaexfr = max fia bb) I. P] 


‘4 » ._). Dfa TDfb I Df‘ab 
[ P3 D PA] 


i; » heQ I. a(n,r)3ineN, . re (ab £0°*na)cres . 
a=a . à ,=b : re 0'"(n—1) .),. mod(Dfx,. ,—Dfr,)<h! 


‘6 heQ DI. A(A,x)3)nEN, . ce(a Thf0-n)cres . 
ay =. &, =b: re 0°*(n—1) ._),. mod[Dfir,—D(fixr,,2,. I <A 


r° 


Derivata de uno funetione, et quando non es continuo, habe plure pro- 
prietate de functiones continuo; p. ex.: 

‘1 Si derivata Df existe pro omni valore in intervallo differente de .r, 
et si quando variabile verge ad x, derivata verge ad limite, tune existe 
derivata de f pro valore x, æquale ad ce limite. 

‘2 Si derivata Df existe in toto intervallo, tunc Dfir es uno ex limes 
de derivata Df, ubi variabile verge ad x. 

‘3 Si pro valore a derivata habe valore negativo, et pro d valore posi- 
tivo, derivata sume valore nullo inter a et b ‘ Darboux a.1873;. 

‘4 Omni valore inter duo valore de derivata es valore de derivata. 

‘5 Dato quantitate positivo #, nos pote divide intervallo de a ad d in 
partes cum valores x = 4, ty, 9..., n = db in modo que differentia de 
duo valore consecutivo de derivata es in valore absoluto minore de È. 

‘6 Et in modo que differentia inter derivata et ratione incrementale pro 
duo valores consecutivo fi minore de /. 

Vide meo scripto Ann.N. a.1884 p. 45, 153, 252; 

Goursat AM. a.1884, p. 49, 316. 


+ 30. DERIVATA DE ORDINE SUPERIORE. 


ve Cls'q . fe qFu . meN, . re du Di: D'fe = (D*f)r Df 

D'"fr « derivata de ordine #7 de functione f pro valore :r » 
debe es decomposito ut es scripto [et non in D"(fr)]. Nos sup- 
pone que functione f es definito in campo , et que .r pertine 
ad classe derivata de ordine ,. de #. 





Exercitio. 


fD"fg,D"g e qFu .). 
D" [(fc+9»)|r,]® = D"fr+D"q.r 
Dax fr}.r,u)r = axD"fr 
D(frXgrlr, x = S[ C(n,r)D" fx) X(D'g.r) |r, On ] 

| i LEIBNIZ MatlS. t.5 p.380 | 

ne n+N, req.) Dr" ir, qhr = Hin—0(n—1))x7"" 
«eQ ..req . nEN, ._). D'“(a* Lr, q)x = a(loga)" 
reQ.neN, DI. Dog, Qhr —=(—1)" {21}! " 

» Dr" logr |r, Qhr = a! fr 
MEQ . nEN, .). 

D'(logr e |æ, Qu = (—1j'al ax" [log — x/(1°*1)] 
nEN,.4Jeq ._). D“(eË |a, qhr = i"eir 

D'sr=s(r+nx/2) . D'er=C(1+727/2) 

a,beq . ID. D" [sS(ar+0) |.r, qir = a" s(ax4+b+nx/2) 
yeq . nEN, .). D"ty = (n—1)! [c(t*y)]"s[:2(7/2 +t y)] 











% 1. INTERPOLATIONE DE PRIMO GRADU. 


‘1 abeq.de@©. f, D'fe qFab.xe ab . 7). 
fr—fa—(x—a)D(fa,b) € (x—a)(ax—bXD'f‘a-b)/2 
Den. h= ;fz—fa—(z—4)Df;a,b)-(-—aez-b)|fr-fa—(-@D(f;a,6)] 
[ee -d)] |2, a bi D. ha=hb=he20 I. 
0e Dia x . 0e Die 76 DD. 0e DT I. P 


Si a et b es quantitates differente, ct f es functione definito 
in intervallo de « ad b, tunc functione « interpolante » de primo 
gradu in .r: 

fa+—0)D(fi a,b) 
coincide cum fr pro = et rd. 

In praxi, valore de isto functione es considerato ut valore 
approximato de fr. Errore in ce approximatione, id es, difte- 
rentia inter valore vero fr et valore de funetione interpolare, 


es expresso per formula seriplo, ubi figura derivata de or- 


cine 2. 
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Interpolatione in tabula de logarithmos 


Commune tabula de logarithinos decimale contine logarithinos de nu- 
meros integro inter 10% et 10#+1. Si r es numero integro inter ce limites, 
104 Sc < 10%, tabula da Logæ et Log(x+1). 

Si { es fractione proprio, regula de interpolatione dice que per approxi- 
matione es 

Log(.r-+t) = Logx -+ f[Log(a+1) — Loge] 
Errore, vel differentia d de duo membro resulta de theorema precedente, 
ubi nos pone 
fx = Logr, Dfr = Mr, D'fir = —1/x*. 
M, modulo de logarithmos, = Log e =0:43%4... ‘pag. 242). Tune 
de t(1—#M Pr 4-0) 

Ergo d > 0; {1—t) < 1/4, x > 10%, ergo d <0-054... X 10-22 < 10-12n+1), 

Errore in interpolatione in tabula de logarithmos es minore de uno uni- 
tate decimale de ordine 2r+1. 

Per exemplo, in tabula de pag. 119, que da logarithmos de numeros de 
10 ad 100, errore in interpolatione es minore de uno unitate de ordine 3, 
vel da tres cifra decimale pro logarithmo di omni numero. 

In interpolatione de tabula de Log sin +, si À es differentia de duo va- 
lore consecutivo de 2, seripto in tabula, errore vale Mh?/(8 sinx?. Si 
a>12922’, et h=1', errore resulta < 10N—71. 


2 Hpi.sn,neQ . dI. flGna+nb)/(in+4n)] — (nfa+nfb)/(int+n) 
E —(b—a).nn(int+n)*/2 D'f‘(a-b) 

Dem. [(ma+1b)/Gn-+n) |] P1.D9. P 

(ma+nb)(m-|-n) es valore «medio arithmetico inter « et d, cum pondo 
m et n». Formula exprime differentia inter functione de valore medio, et 
valore medio de functione. Resulta de Prop. præcedente. 

Exemplo. Si fr = »?°, seque D’fx = 2 > 0; ergo: 

[maH-nbDif(m bm}? « ima’+nb’)(m+n). 
si fe =, sli LIU: medio arithinetico SU para imedin PROmMetrizo a. LL 


LT “e ri po mu [LL Ra I = 1} BUT 


Se e SERIE ASYMITOTICO DE POTESTATES, 


UE Intà NEW, neN, f i 4 Fu D" eq =; im} fy— 
Sy) D fr) | OC) lu, 4, x] = (D'fx)/n! 


| PAT 22. inf El y_r n Drfr |, OCa1)) Jah |, © 


= Lim DE (og or la 1! Defie |a, 1 (ut face |, 1, 


= Juu:(lhe fi} | hu Lfii n H—_d | |M lé, dl 
RICO RE | = 1) fr) n! | 
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Si functione f dato in intervallo «, habe derivata de ordine 
n (et præcedentes) pro valore x, tunc limite de differentia inter 
fy et polynomio 
fe + (y—x)Dfx + (y—2) 2 D'fx +... + (y—x)" (nb! D* fr, 
diviso per (y—x)", quando varia y, in intervallo considerato, et 
tende ad x, vale derivata de ordine » diviso per n!. 

Functione de y, que diviso (y’—r)*, verge ad limite finito, si 
y verge ad x, vocare «infinitesimo de ordine n». 

Ergo, theorema dice que fy contine fx, quantitate finito, 
plus (y_—x)Dfx, infinitesimo de primo ordine, plus (y—}/2 D*fir, 
infinitesimo de secundo ordine, plus etc. 

In vero, pro n=1, theorema dice que lim(fy—fx)/(y—:r) vale derivata 
de fx, quod es vero per definitione de derivata. 

Pro n = 2, nos quære 

lim}[ fy—fx—(y—2 Dfx |i{y—08 | y, uw, ct, 
ubi quantitate de que nos quære limite, se præsenta sub forma 0/0. Ergo, 
pro theorema de l’Hospital, nos calcula limite de ratione de duo derivata: 
lim(Dfy—Dfx)i{2y—x)] | y, … 
que, per definitione de derivata, vel pro casu n=1, vale D?fx/2, conforme 


ad theorema. 
Ita nos demonstra theorema pro n=3, ... 


Isto theorema es uno ex formas de « formula de Taylor ». Me habe dato 
ce propositione, sub conditiones scripto, in notas ad Genocchi, Calcolo 
differenziale a. 1884 p. XIX; versione in Germanico pag. 321. Vide Ma- 
thesis a. 1889 p. 110, Torino À. a. 1891; Cesàro, Calcolo infinitesimale 
a. 1905 p. 94. 

Expressione « série asvmptotique » es de H. Poincaré Acta M. t. 8 
a. 1886 p. 295, que da alio theorema interessante series de isto natura. 

Plure Auctore deduce P32 de P34. Tunc occurre existentia de derivata 
de ordine » prope x, et suo continuitate, quod non es necessario. 

Theorema precedente occurre in P33, rectaT, planOscul ... 


% 33. MAXIMO ET MINIMO DE FUNCTIONE. 


‘1 apeq.a<b.feqFa-b.we ab. Dfx =0.D'fe>0.). 
a (e,djalce ax. de xd. fr = min fc d)] 
Dem. P32 .D. lim{(fy—fr(y—2 > |y, ab, «] = D'fx [2 >0 .). 
"I (cdislée & x, de a baivec dd > fre II Ths 


Si ab es intervallo, ubi es definito funcetione f, et pro allquo» 
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valore x» interno ad intervallo, derivata de ordine 1 es nullo, 
et derivata de ordine 2 es positivo, tunc existe intervallo c7d, 
parte de a-h, continente in suo interno valore .r, tale que fx 
es minimo ex valores de f in intervallo cd. 


2 (<, max) | >, min) Pi 


Et si derivata secundo es negativo, functione es maximo. 


‘3 a,beq. a<Db. fe qFa db. xcE ab. neN, : rEl(2—1).),. 
D'fr =0:D'"fr>0 D). a(cd)slce ar. der bd. fr= minf'ed) 


‘4 (<, max) | >, min) P*3 

‘8 a,beq.a<b. fegFad.v£ ab. ne 2N +1: rel (nl) .D) 
D'fir —0 : D*fir DO :D). 
(cd [ce ar. de ab : ye CCA Ia D{fr y) >OI 


6 (C]2>) P'5 


do 34. THEOREMA DE LAGRANGE. 


a,beq . ae=b . nEN, . f, D'fe qFaTb ._). 
fb— s{b—a)"/1 D'fa|:,0=(n—1)] € ®—a)"/n! D'f* a-b 


Dato duo quantitate « et b, differentes, et functione f reale 
definito in intervallo de da ad b, cum derivatas usque ad ordine 
n, tune differentia inter fd et summa de primos n termine de 
suo evolutione secundo potestates de b—a vale (b—a)"/n! per 
uno ex valores de derivata de ordine 7. 


| Dem. 1 
Si n==1, Prop. coincide cum theorema de valore medio : 
n=1. P22.9. fb—fa e (b—aDf'a bh (1° 


Applica isto theorema ad derivata : 
re 6 YI. Dfr e Dfa + {x D'f'a x 
Integra cum regula P26:2: 
fe—fa e e-4)Dfa -:-e-?2 D'fa x 
que es theorema pro n=2. Et ita pro. In generale, si theorema es vero 
pro aliquo valore #, nos demonstra illo pro n+1: 
neN, . rea Th. Dfr e Xe [91 Dr fa fr, 0-01] -- 
{ax —-a) fn! Da fra b. P26 I. fb—fa e S[b—-aY+1ir+1!Drt!fa r, 0° 
(n_-1)] + (b_@M+1/(n-4+1)! Dakifta db (2) 
‘Unde, per inductione, seque propositions : 
(11.2. Induet .Y). P 
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Dem. 2 


v= (fb -X[(b—ay fr! Dr fair, 0 (n—-1]i /(b -ur . 
g= (\fe—Z(et—-a friDr fa |», 0 (—1D)]—ke—@" {Le Td) LD. 
ga = Dga = Diga =... = Diga 0. gb =0.7). 
Aie binus(Dr gu=0) ID. qa bin us(Dr fu—n'k) =0 7. 
ke (Dn fa bin! 





In facto, si nos voca Æ quantitate in primo membro diviso per (b(—a)a,. 
et si nos pone 

gx = fr — fa — (x—a)Dfa — ...— g_-a)-l/(n-1)! Drifa — k(x—a , 
id es, si nos voca g functione in secundo membro, ubi x varia in inter- 
vallo dato, tune functione 4 es nullo, simul cum suo derivatas de ordine 
1, 2,...n—1, pro x=a, et es nullo pro ax=b. Ergo per theorema de Rolle, 
suo derivata de ordine 2, D' fx — n'k, es nullo pro aliquo valore inter 
a et b. Unde seque theorema. 

Si in Dem. 1 ad P26-2 nos substitue suo Dem., resulta Dem. 2 de P34. 


Dem. 3 


h=;fb — S(b- x) /r! Dr fix |r, 0 (0 —1:] fac, «bi. are ad LD. 
Dix = —b—x)}tt Da fe)fin-1!. P261 .D. P 
Den. 3 es Dem. dato per Bernoulli, completato. 


i LAGRANGE a.1797, Th. des Fonctions analyliques p.49 : 

« D'où résulte enfin ce théorème nouveau et remarquable par sa simplicité 
et généralité, qu'en désignant par &# une quantité inconnue, mais renfermée 
entre les limites 0 ete, on peut développer successivement toute fonction 
de à et d'antres quuntités quelconques suivant les puissances de e. de 


cette maniere : 


Lez ft. bat’, 
Ni, 
— Ji pi 5 lu 
F pl 
il rl". 5 | 33 DU 


lus quantités t.. PT. TT... ele, etant les valeurs de In fonetlon Tre el ile ses 


dérivées fue, Tr, cte., lorsqu'on v lait e = 0 


Exermplo. 


Si nos pone fr =ehe, a=0, b= x, resulta : 
reg D), GE e limb. Laurel lip) at ni UN thai] 
Mt, pro n = co, serie de pag, 244 PHI. 
Pro fr=sinr, vel fie = cosr, segue serie de pag, 252 PI6:1:2. 


Applicatione de theorema precedente ml fumetiones logs dr; pag. 246, 


Li fa p. 226, taug-br p. 263, cs compliento, 
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do 35. SERIE DE PUTESTATES. 


ue qfN, . =, max Lm("fmode,) |n.7>0. 

f= Et," | n, No) |, q'ara(moda <r)] . reg’. mod æ << r YI: 
fr €q 

Dfx = S[uu,x" |n, N] 

neN, DD. u, = (D*f0)/1! 

fx = Sr" /n!XD"f0 |n, No 

heq' . mod:r + modh <r .D). 

fx+k) = S[A®/n! D*fe |n, Nol 


" indica successione de quantitates, reale aut imaginario, 
nos voca 7° reciproco de maximo limes de radice de indice n» 
de modulo de «,, dum varia » ; et suppone illo non nullo. 

Nos considera functione f que pote es repræsentato per serie 
de potestates de variabile : 

fr = Ur tu +…. 
ubi varia .r, in campo de quantitates imaginario minore in 
valore absoluto de ?'; nos sume quantitate x in ce campo. Tunc 

‘4 Serie fx es convergente. 

‘2 Suo derivata vale : Dfr = #,+2ugr+... 

‘3 Coefficiente de potestate » de . vale derivata de ordine 
n, pro 0, diviso per n!. Ergo: 

°4 fr = f0 + a Df0 + x° 2D'/0 + x*/3!D*f0 +... 

‘8. Pro valores de % de modulo < r—modw, flx+h) es evo- 
lubile secundo potestates de /. 





CE è 06 à 


Dem. 
Ex definitione de 7, seque : 


max Lin f(modun rt ) | n = 1 (1) 


Ergo maximo limes de radice de indice » ex modulo de termine de loco 
n in serie dato es minore de 1: 


(1) .D. max Lm fmod(un x Jn = (modx)/r < 1 (2) 
Unde, per theorema de Cauchy, serie de modulos de termines de serie 
dato es convergente: 

(2). Slim P24*5 (pag. 224, .D. Z[mod(wn an à ‘n, No] £Q (3) 
Et serie dato es convergente, ut Prop. ‘1 affirma: 

(3) . Slim P52'1 (pag. 235) .D. P:1 

Si modx > r, maximo limes de termine generale =. 























Pro x=0 : f0 = vo. De fr = uo+-x(u,+uer+...), seque : 


lim(f, Variabf, 0) = (4) 
De .fx—f0)x = u+uyr+..., ad limite, per Prop. (4). resulta : 
Df0 = x (5) 
Nunc nos evolve omni termine de serie /x--A) cum formula de binomio: 
fic4h) = 2: X[C(n,p)lun ephr ; p, No] ln, No: (6) 


que es serie de serie, vel serie duplo. Nos commuta summa pro p et summa 
pro n. Hoc lice, si serie duplo de modulos de termines de serie duplo dato 
es convergente. Vide P36 infra. Serie duplo de modulos converge : 
(3) .D. Z:2[C@,p)modwn )(modr)!P(modA&)r|p, No] |, Not = 
S[(modwn ){modr+mod%)" | n, No] € Q (1) 
(6). (7). P:6 .D. fix+h) = Z;APX[Cin,p)un erp In, No] p, Not (8) 
Per (5), coefticiente de / in isto evolutione es derivata DAx+4), pro AT0, 
id es, Dfir secundo P?2: 
(8) . 5) (DD. P?2 
Nos deriva p vice: 
P°2, peN D. Drfie = pi 2[C(,p) un np n, No] (9) 
(8) (9.5. P:5 


SERIE DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. | 

Plure libro voca serie de P'4:5 «serie de MacLaurin et de Taylor ». 

Theorema precedente presuppone que funetione es evolubile in serie 
de potestates. 

Serie de MacLaurin, pro functiones er, sino, cosxr, vale pro omni x. 
Vide pag. 243 P4:1, pag. 252 P16-1:2. 

Functiones (1+r\\m, log(1+r), tang-1r es repriesentato per serie de po- 
testates, si mode <1. Vide pag. 222, 246, 263. 

Serie de Stirling, et serie de potestates per logarithmo integrale es di- 
vergente pro omni .c. Alio exemplo in D’'Arcais a.1899 p.326. 

Functione @\—/r? habe omni derivata nullo pro a=0 ; serie de MacLaurin 
es convergente, et habe summa differente de valore de functione, ut nota 
Cauchy a.1823 s.2 t.4 p.230. 

Reproductione sequente ex operas de Auctores expone historia de serie. 


Joh. BERNOULLI a.1694 t.1 p.126: 
« habetur hæc series generalissima : 
Integr. nulz = + nz — eu | Re QLL de. » 
1.2.dz 1.2.3.d2* 1.2.3.4.d23 

Si in citatione precedente nos pone n = Dfz, et si nos effectua inte- 
gratione indicato intra limite» d et x, formula fi: 

fe—fb = (ce—b:Dfx — (x—-b)”2 D'fr + (e—b3! DIfr — ... (1) 
unde serie ‘5, si nos pone b = r+h. 

Demonstratione de Bernoulli es: « differentia de duo membro de ‘1) 
habe derivata semper nullo ». In realitate, differentia inter primo inembro 
et summa de primos n termine de secundo habe derivata scripto in P 34, 
Dem. 3 de theorema de Lagrange. 
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TAYLOR a.1715 p.21 : 
« Sint z et x quantitates duae variabiles, quarum z uniformiter 
augetur per data incrementa z, ot sit NET ..... 


p.23: ... quo du z uniformiter fluendo fit 2---r, fiet x, 


r+ss+s Dati 7 Mis 

Taylor deduce isto theorema ex propositione de Mercator pro differentias. 
Vide supra pag. 131 P£:1, et infra P38:1. Ipse in pag. 38 expone processu 
identico ad illo de Bernoulli. Unde Bernoulli reclama prioritate, et dice: 
« Quam eandem seriem postea Taylorus, interjecto plus quam viginti 
annorum intervallo, in librum, quem edidit A. 1715, de Methodo incremen- 
torum transferre dignatus est, sub alio tantum characterum habitu. Vide 
ejus lib. p. 38 ». 

Prof. A. Pringsheim, Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsatzes, BM. 
a.1900 s.3 t.1 p.433, expone plure interessante notitia super historia de 
isto formula, sed frustra, me puta, tenta rehabilitatione de Taylor. 


MACLAURIN a.1742 p.610: 

« Suppose that y is any quantitv that can be expressed by a series 
of this form À + Bz + Cz? + D:3 + &c. where A, B, C represent invariable 
coefficients ... When z wanishes, let E be the value of y, and let 
È, È, E, &c. be then the respective values of y, y, y, &e. z being sup- 
posed to flow uniformlv. Then 

E: | É3 , Èa 
y= E+ — ++ : 
z 1xX2z? D@x32 
Isto theorema æquivale ad theorema de Taylor, ut Auctore declara : 








+ &c. » 


p.611: « This theorem was given by Dr. Taylor. » 
p.612: « which theorem is not materially different from Mr. Bernouilli's. » 


Notatione simile ad hodierno es in: 


ARBOGAST a.1800: 


DFa D?Fa D?Fa 


« F(a+-x) = Fa + —— X + Ta € + 1550 + etc. » 


In conclusione, Bernoulli a. 1694, et Tavlor a. 1715 habe scripto 
serie, sine hypothesi preciso. 

Lagrange habe calculato resto sub forma de Prop. 34. Ce theorema 
in plure libro de Calculo infinitesimale, es vocato « Theorema de Tavlor ». 

Pro alio expressione de resto, vide Calculo integrale.. 

Prop. 35 que precede, es de Cauchy, Résumés analytiques. Turin a. 
1833 pag. 47 et 113, (Euvres s.1 t.5 p.360. 

Plus recente es interpretatione ut serie asymptotico, Prop. 32, que duce 
ad aliquo resultatu interessante. 
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% 36. SERIE DUPLO. 


ue gf (NN) . 2iximodu(r,s)ir, No IIS Ni € QD. 
x}2[u(r,s)|r,No]|s,.Noj = 212[(r,9)[s,N}|7;Nol 
Dem. 
= limZZ{u(r,s)r,Nolls,0'-n:n 
= limzZ{u(r,s)|s,0---n]1r, Noir 
Slim P43-1 (p.233) .D. = Z(tlimz{u(r,s)|s,0-"n]ntir, No) 
$lim P21:-0 (p.220) .D. = 2;Z{u(r,s)!s,No]lr, No! 


Si « es quantitate, reale aut imaginario, functione de duo variabile, et 
si serie de serie de modulos de (r,s) ubi varia in primo loco r, et in se- 
cundo loco 8, es convergente, tunc serie de serie de «, ubi varia in primo 
loco r et in secundo loco s, equa idem serie, si varia in primo loco s, et 
in secundo r. Occurre in dem. de Prop. 35. 


Slim P21°0 (p.220) .D. 
Slim P21:5 (p.222) I. 


3 v ÿ > 


æ 37. RATIONES INCREMENTALE SUCCESSIVO. 


ue Cls’q . feqFu.neN, ._): 
‘1 00,080.) De) = DID Ya) DI 


‘2 reuf0*(n+1) .). 
DA Le, 0*(n+-1)}{ = DD 2,ÿ)|y5 Le, 1-(+-1)]} Df 

Ratione incrementale D(fix,,9) es definito in Prop. 1‘1:2, pa- 
gina 275. Suo ratione incrementale, dum varia y. et sume va- 
lores r,,x, es « ratione incrementale de ordine duo », et nos 
indica illo per D(fx,,x,x,). Ita pro rationes incrementale de 
ordine successivo. 

Valores xX,%,... pote es distincto aut plure coincidente. 


‘3 re(uf0-n)sim ._). D"[f; (2,0) = 
(fa .)/II[(c,—,)|s, (0° *r)mtr] |r, On} 


‘4 xe(uf0-n)sim ._). D'[fi(c 0a) = 
Dtrmi{(x.'|s, 0*(2—1)), /2.] |, 0°} / Dtrml(x|s, 0n)|r, 0°] 


Si x, %,.. es quantitates differente in campo %, tunc ratione 
incrementale de ordine n de functione f pro valores x vale 
determinante, que habe pro linea de loco r 
li di Dis de, fe, 
ubi 7° sume valores 0°, diviso per determinante de potestates 
successivo des æ. 


Formul. t. 5 20. 








de Mi ouh us ai sali 
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PT ——— + +——+—+——— ST -——- ZA ee  -———=———_——r—_—-___-— 





3 xveuf0"n.ye (0"nfO"nrep .DI. 
D°(f (2y,0"*n)] = D°[fi (x,0""n)] 

Si x es successione de elementos de classe v, cum indices 
0,1,...n, et y es correspondentia reciproco inter ce indices, vel 
es permutatione de indices, tunc ratione incrementale de or- 
dine x de /, respondente ad indices permutato, æqua ratione 
respondente ad indices primitivo. 

Functione de plure variabile, que non varia, si nos permuta 
variabiles, vocare « functione symmetrico ». Ergo ratione in- 
crementale es functione symmetrico de variabiles x, 2,,... 7, 


‘6 2 (qee0) FO x DI. D'[/; (2,0n)] = (—1)"/11(x,0""n) 

‘7 feqFN, i DI. 4"fx = n! D"(fi Ii 

Relatione inter ratione incrementale, et differentia finito 4, 
introducto in pag. 130. 


% 38. veCisg.feqFru.neN, xeuf0"n .): 
‘o Interp{f (2,0°°n)] = 
fat ENT), 0-(6—DIDTA (0,09) fr, Ln} ly, a] Df 
Interp[fi (x, 0‘"n)], lege « functione interpolante de /, respon- 
dente ad n+1 valores x,,,,...0, », indica polynomio 
fer +ty—-x) D (fr) +(y—2) (y —%,)D 20, TA +. 
x)... (vx, Dirt. X,) 


ubi varia y, in campo de numeros reale. 








énterpolatione: A.D.F. interpolation, H. interpolacion, I. interpolazione, 
R. interpolàtsià. (C interpola + -tione. 
Snterpola: A. interpola-te, D. interpol-ieren, F. interpol-er, H. interpola-r, 
I. interpola-re, R. interpol-irovati. 
CC L. inter (vide pag. 159 N. 268; -+ -pola (elemento de origine non 
concorde apud linguistas). 
« Functione interpolare » de Ampère, GergonneA. a. 1826 t. 16 p. 329 
vale « ratione incrementale » D" (fi x; æ, ...) id es coefficiente in functione 
interpolante. 


4 D"{f(x,0‘n)] Eq. yE ua‘ On i 
fy = Interp[fi (2,0**n)]y + I 


i NEWTON a. 1686, t. 3 prop. XL lemma 5 | 











; (0,0""*n),y] 
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Si ratione incrementale de ordine x pro valores x existe, et 
si y es « differente de omni », tunc /y vale functione inter- 
polante de f in valores x, pro y, plus termine complementare 

Q—X NY)... DTF; L70£ 9) 

Si valores x es æquidifferente, resulta Prop. 4'1 de pag. 131. 

Si valores x es eoincidente, resulta evolutione asymptotico 
de fy secundo potestates de y—x, plus generale de P32. 


‘8 xe(uf0*n)sim ._}). Interp[fi (x,0"n)] = 
[Z}fic.IY—a)/(@,-x,) |s, (0°n)wr] |r, Of |Y, q] 


Si valores de x es differente, functione interpolante pote 
sume forma | 


fa,X[(y—x,)...(y—x,) 1/1, —2,)...(t,—*,)] + alios termine 
dato per WARING a. 1776, et LAGRANGE a. 1795 (Oeuvres t. 7, 
pagina 285). 


‘4 yE qua On ._). Interp{f (x,0*"n2)]y = 
IT[(y—x.)|r,0n] D[fx/(y—x)|x, (x,0°"n)] 


N 39 uelIntv.neN,.feqFu I): 

4  D'feqFu.xeufO"n . 7). D"If (x,0""n)] € (D*f‘v)/n! 
Dem. = f— Interp{f; (&,0--n)] .D. hxm= ho, = he =... = hen=0. 
P21 .D. 0e Dn A‘ .7). 0e Da f‘u — n! Da [f:(x,0'-"n)] 

Si campo « de variabilitate es intervallo, et functione f 
habe derivatas usque ad ordine , in isto intervallo, tunc ratione 
incrementale de ordine » de f respondente ad valores x, %,..«X, 
es uno ex valores de derivata de ordine », diviso per factoriale. 





Dem. In vero, differentia } inter functione f et suo interpolante in 
Los Li... Xn, es nullo pro ce r-+1 valores; ergo, per theorema de Rolle, 
suo derivata de ordine 1 es nullo pro # valores intermedio; derivata de 
‘ordine 2 es nullo pro #—1 valores,... et derivata de ordine x es nullo pro 
uno valore medio inter præcedentes. Ce derivata de ordine x de À vale de- 
rivata de /, minus derivata de functione interpolante, que es 2! X coeffi- 
ciente de termine de gradu maximo. 

Si plure valoro x coincide, modificatione es evidente. 


i CAUCHY, Œuvres t,9 pag. 409. Demonstratione hic scripto 
es de H. A. SCHWARZ, TorinoA. a.1882 ; et de STIELTJES, a.1882 
Amsterdam Ak. s.2 t.17 p.239-254 | 


Lo un 2 mm nes i E nan ii te i e n 
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‘2 D'Hfs qFu. xe ufO'"n. yen I. 
fy — Interp{f (x.0"n)]y e IT[(y—x))|r, On] (D**/%%) (+1)! 
Dem.  P38:1. P39-1 D. P 


Si in intervallo x, functione f habe derivata de ordine n+1, 
tunc differentia inter valore /y de functione dato et valore de 
functione interpolante de f, in n+1 valores x,,7,...%, re- 
spondente ad valore y, vale 

y—2, y —2,)..(y—x, XD"*!/2)/(nt1)! 
ubi 5 es aliquo valore in campo . 

Vale theorema precedente. Si valores 2,,%,...T, es æquale, 

resulta theorema de Lagrange P 34; pro n=1, resulta P 31. 


n? 


+8 xeu. D" [Df; (tx, l'"n)] Eq. YE va .7). 
D"Y{f (x, 0°*n),y] € D"[Df (ex, L'n),23]/(n+1) | 3‘x-y | 
Dem. P38:1 .D. fy = Interp[Df; («xi1-""n)] + (Y—x) Dn[Df; (xl: -"n),y] 
P26:1 .. 


[y € Interp[fi (0000) *n)] + (à ESS |Df; (rl: ‘n),3] | € Y. 
P381 D P 


‘4 xeu. D"[Df; («x 0 n)] eq Di 
D (ex, 0°*(2+1))] = D"[Df («0° n)] /(n+1) 
Dem. P:3 =>) P‘4 


5 eu. D'fx eq I). D'[f (x0""n)] = (D'fx) n! 
Dem. P:4 7) P:5 

Si pro valore x in «, derivata de ordine » de f existe, tunc 
ratione incrementale de ordine n de functione /, respondente 
ad n+1 valores de variabile coincidente in 2, vale derivata 
de ordine x, diviso per factoriale de n. Equivale ad P32 
præcedente. 


æ «0. integro (functione integro) 


‘1 (qFq)integro= 
(qFa) » fe [a(afN,) nasif = [x(ax" fr, No. ql] Df 
Nos voca functione reale de variabile reale « integro » omni 


functione expresso, pro omni valore reale de x, per serie de 
potentias de x. 
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‘2 fe(qFq)integro . ) - 
gradu f = min Nrne[D"*f = ((0'q)] à Df 
Gradu de functione integro f, es minimo inter valores de n, 
que redde derivata de ordine n+1 de f semper nullo. Ce gradu 
pote non es finito. 
gradu : A. grade degree, D. grad, F. grade degré, H.I. grado, R. gradus. 
= passu. ©) A.D.F.H.I. gradu-ale gradu-atione. 


C grad- = i. D A.D.F.H.LR. con-gres-su pro-gres-su pro-gres-sione. | 
CE. gredh-, S. gredhjati, R. gresti. 


‘3 neN,. fe(qFq)integro . gradu f £S n . ce (qF0-*n)sim . 
TEQ=a‘0"n . c= fa /I{(a,—a)|s, On str] |r I. 
(fa)/II{(x—a,) |, 0a] = x[c/Xa—a,) | r, On] 

Dem. Hyp .D. f= Interp{f; (0--*»)] . P38:3 (D. P : 


_ Nos considera tunctione rationale, quotiente de duo functione 

integro in x. Denominatore es producto de factores 
(x—4a,)x—a,).. (2 —2,) : 

ubi 4,,0,,...4, es n+4+1 quantitates distincto. Numeratore es de 

gradu inferiore ad denominatore. Valore x es differente de va- 

lores a. Tunc illo functione rationale vale summa 


cl(e—-a) +c/a—a)t.. + c./(a—a..), 


cum numeratores c,, C;, .. Constante. 


‘4° neN,. fe (qFq)integro . graduf =» DI Radicesf = 
(q'F1-n) n asff=}(D"/0)/n! II(—a,)r, Len] | x, gi] .  Df 


Si n» es numero naturale, et f es functione integro de gradu 
n, tunc « Radices f» indica successione de » numeros imagi- 
nario a tale que, pro omni 2, fx vale coefficiente de termine de 
gradu maximo, multiplicato per factores (x —a,)(r—a,).…(2x—a,). 

Nos limita ad casu que f es functione reale; sed radices de 
f debe es sumpto in campo imaginario. Valores a,,4,,....4, pote 
es distincto aut non. | | 

Ergo, si f es functione arbitrario, et g es functione integro 
de gradu 7, habe sensu Interp [f; Radices 9g], que exprime po- 
lynomio de gradu »—1. Si f es integro, isto polynomio vocare 
« resto de divisione de f per 4». 





310 VE 8 D 

‘8 f.g,he(qgFq)integro . graduf << gradug + graduà . 
Radicesg » Radicesh =) . p = Interp(fx/hx | x; Radicesg) . 
q= Interp(fx/gx | x; Radicesh) . req. gx Xhx 0 .)). 
(fa)/(grXhx) = (px) (gx) + (ax)/(Rx) 


Nos considera fractione (/x)/{[(gx)X{(h:r)] ubi fg,h es functione 
integro, et gradu de numeratore fx es minore de gradu de de- 
nominatore. Functiones g et À habe nullo radice commune. 
Tune nos calcula duo functione integro px et qa, tale que, pro 
omni x, que non redde nullo denominatore, fractione dato es 
decomposito in duo fractiones pa/gæ+-qgx/hx. Gradu de p es 
minore de gradu de g, et gradu de q minore de gradu de È. 





% 411 x,aeq. modx, moda 80 . >). /{1-2ax+a)) = 
Xx}a"/(112*) D"[(2°—1)"|x, x]fn, No 
Coefficiente de a:, es dicto « polynomio de Legendre ». Plure Auctore 
indica illo per Xn x. 


2 neN, ._). B._=(—1)""D**[x/(e"—-1) |x, q0]0 
Expressione de numero de Bernoulli (pag. 131) per derivata. Nos applica 
definitione de derivata dato per P3:2 (pag. 278). Pag. 260 P11:4D)P. 


+ 1. SERIE DE LAGRANGE. 


‘1 ne Cls’q'.f, Df'e q'Fu . eu . ae . moda << 1 mod{(z—x)/ 
fe |su] .D. Num rm s3(s=r+afz) =1 


‘2 Hpu.seu.3z=x+0fz .9,Dg € qFu I). 
g3 = g0+-x}(a"/n)D" *[(fe)}"(Dg2)|2, , a]|n, Ni 


i LAGRANGE a.1768; oeuvres t. 3, p. 25 | 
Rouché, a.1861 JP. t. 39 p.193 determina hvpothesi in serie de Lagrange. 


‘3 eeQe<06627434 . req ._). 


2 qN33(3= x+esinz) = x + x}(e*/nM)D"**{(sina)"|x, x]|n, N. 


Æquatione in primo membro, es « æquatione de Keplero », que occurre 
in theoria de motu de planetas. 

Lagrange id. p.113 da serie. Laplace a.1823, œuvres t. 5 p.478, pone 
hypotbesi e << 0-662. 
‘ Vide Levi-Civita LinceiR. a.1904 p.260. 
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% 3. FUNCTIONE COMPLEXO. 


Derivata de numero complexo, de vectore et de puncto 
functione de variabile reale, es definito in pag. 284 P 15. 

Si puncto mobile p es functione de « tempore » x, tunc : 
Dpx = « velocitate de puncto ». 
D'px = « acceleratione ». 

Si puncto es materiale, et » es suo massa : 
mD*px = « vi» vel « fortia » agente super puncto. 
n(Dpae)/2 = « energia >». 

Si o es puncto fixo, motu de n+Dpx es dicto « hodographo ». 


acceleratione, A. acceleration, F accélération, H. aceleracion, I. acce- 
lerazione. € ad (p.21) + celer(e) (= I.) + -a (p.18) + -tione (p.19). 


massa: A. mass, D.F. masse, H. masa, I.R. massa. 
C G. maza = pasta, substantia. 


vé (L. classico). 7) A.F.H.I. : vi-olatione, vi-olento. 


fortéa (L. tardo): A.F. force, H. fuerza, I forza. 
(CC fort(e) (F. fort, H. fuerte, I forte) + -ia (p.68). 


energia (3. évsoyeta : A. energy, D. energie, F. énergie, H.I. energia, 
R. energià. (C en + erg- -| -ia. 


en G. D A.D.F.H.I.R.: en-demico en-thusiasmo en-tomologia en-tropia 
el-lipsi em-blema em-pirico. (C E. eni, L.A.D. in. 


ergo G. = labore. D A.D.F.H.I.R.: chir-urgo, dramat-urgo, metall-urgia. 
Argon (Chemia, = a-ergon), ers (unitate de labore in Physica). 
C Gant. vergo C E. vergo D A. work, D. werk = labore. 


hodographo, motu considerato per Môbius a.1843 t.4 p.47. Nomen intro- 
ducto per Hamilton a.1846 DublinT. t.3. 
C hodo + graph(e) + -o 


hodo G. = via. 7) A.D.F.H.L.R.: met-hodo, peri-odo, an-odo, cat-hodo... 
(C E sodo DR. chod’ = via. R. ischod’ ={| G.A.F.H.I. ex-odo. 


graphe G. = seribe. 
D A.D.F.H.IR.: calli-graph-o, epi-graph-ê, litho-graph-o, ortho-graph-ia, 
panto-graph-o, tele-graph-o, typo-graph-ia, gram-ma (vide pag. 207), ... 
C E. gerbhe, A. carve, D. kerbe = sculpe. 


-o Indica nomen de agente. Vide tabula de suffixos. 
hodo-graph-0 = que describe via. 





% 44. VALORE MEDIO PRO FUNCTIONE COMPLEXO. 


‘1 a,beq. amb. neN, .f,Df e Cxn F ab I). 
(fb—fa)/(b—a) e MedioDf"‘(a-b) 
‘2 (vet | Cx) Pri 
(pnt | Cx) Pi 


Si f es numero complexo de ordine », aut puncto, aut vectore, 


functione definito de variabile reale in intervallo de a ad b, 
tunc ratione de incremento de functione ad incremento de 
variabile es « medio» inter valores de derivata. Non es semper 
uno ex valores de derivata, ut pro functione reale. : 

Classe « Medio » es definito pro numeros reale, in pag. 1353, 
et pro numeros complexo, pag. 145 Prop. 5‘0. 

Per exemplo, si 2 es tempore, et /x es puncto mobile, nos 
sume punto fixo 0, et imagina puncto OR que habe motu 
hodographo. Theorema dice que 

0+D(f;a,b) e Med(o+Df'a-b). 

o+Df'a-b es « arcu de curva descripto per motu hodographo», 
suo classe medio es minimo figura convexo que contine figura 
dato. in ce figura convexo jace puncto 0+D(fi a,b). 

In casu particulare fa=fd, quando positione finale coincide 
cum initiale, nos deduce que origine o pertine ad minimo fi- 
gura convexo continente arcu de motu hodographo (sed non 
es puncto hodographo). 

Dem. 
pe Cxn . h= \E[pr X(fix)r |r, l'nlix, «Tdi. P22 DI. Dia; ab) s Dh'a 
D. Spr XD(fr 34,5) | r,1°n] e Spr X(Dfr ‘abi | r,1:*n). Def Med. >. P 

Me expone demonstratione «cripto in symbolos, pro casu de vectore 

functione de variabile reale. Sume vectore p ad arbitrio. Tunc producto 


he=pX(fx) es quantitate reale functione de variabile reale rr. Ad illo es 
applicabile theorema de valore medio, et seque 
D(pxfx | x;a,b) e pxDf'aTb vel pX1)f3a,b) 8 pxDf'aT b. 

Nunc, si w es vectore, ves classe de vectores, et pro omni vectore p re- 
sulta pxu e pXxr, seque (non que uscì, sed, per definitione de classe Medio, 
que wu e Med e. 


‘3 Hyp‘.meN,. D"f e Cxn Fa-b.xea-b.he a-b—x 2). 
f(c+h)—S[(f1"/r! D' fr) lr, 0**(m—1)] € h*/m! Medio D"/‘(r+ 6h) 


———————@ = - pe 


+ “ ha Telese a 
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‘4 Hyp41. meN .D"fe CxnFa-b .xe ab f0"m ._). 
D®IF (x,0**m)] e Medio(D"f* a b)jml 


Expressione de resto, per Lagrange, de evolutione in serie 
de potestates (pag. 300), et expressione de ratione incrementale 
successivo (pag. 307 P39) subsiste pro functione complexo, in- 
trodueto valore medio de derivata. 


% 1. | rectaT' = REGTA TANGENTE. | 


ke Cls'q . pe pFà . ve hnôk 7). so 
‘0 rectaTpx = limfrecta(pr, py) | vi kn SETT) «= pr),r] - Df 


Si £ es classe de quantitates, et p es puncto functione de- 
finito in classe 4, tunc <rectaTpx », lege « recta tangente ad 
trajectoria de p, pro valore .r », es limite de recta per px, et 
per altero puncto py, dum y varia, in classe .k, ubi sume va- 
lores que redde py differente de px, et tende ad x. 


Classe Æ es aut classe q, aut Q, aut es intervallo, etc., ut in DI de 
derivata. Svmbolo rectaTpx vale (rectaTp}r, et non rectaT(pu), id es, nos 
determina recta tangente ad traiectoria de », pro valore x de variabile, 
et non tangente ad puncto pr, que non habe sensu. 


tanÿénte D.F.H.I., A tangent, R tangens’. C tange +- -nte 142). 7 
tange H.I., D. tang-ieren. C tage (242) + -n- (341). : 


Eudl'idé t'3‘Df3, ‘dice que retta ‘es tangente « spdarsodar» ad circulo 
(1.1 Df15)Y si: ‘Kibeluno!: solo'ipunicto ‘commune cum eirculo. | 00: i 
. Nos pote applica idem Df ad ellipsi, ete.; sed non ad omni curva. -- 
Descartes, La Geometrie. a.1637 Œuvres, t.6, p.418 dice que tangente 
es recta que seca curva in duo puncto «ioins en vn »; id es, si æquatione 
que determina ce .punctos | de MMGRSCC Hone: habe duo -« racines SU dercmeni 

ésgales ». da 
Df considerato se transforma ‘in P-0, ‘si-nos considera rectà per duo 
puncto « juneto ‘in uno », ut limite de-recta per duo puneto distineto. 


4 Dpr Ev 0. I rectaTp. r= recta(px, Dpr) 


n 


Si derivata de puncto mobile p, pro valore : de variabile, 
es vectore determinato, non nullo, tunc recta tangente in pr 
es recta per puncto px, et parallelo ad derivata Dpr. 
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Dem. DfreetaT YI. rectaT pr cia ni Py ly, k, e] 


p.180 PL4 9). » = » (px, py—px)y,k,r] 
» ‘11.7. > =» »  » (py_p|y—x)y,k, x] 
p.237 glim P7122 9. x = recta|pr, lim( » 
Df D_I. » = recta( pr, Dpx ) 


In facto, recta tangente es limite de recta per px et py; vel de recta 
per px, et parallelo ad vectore py — pr, ad que me substitue vectore pa- 
rallelo (py — px){(y — x). Limite de ce vectore es derivata Dpx; unde 
seque theorema. 


2 neN,. Dpx=D'px =... D'px 0 . D'"px e ved DI. 
rectaT pr = recta(pr, D“"p:1r) 
Dem. DfrectaT . $D P32 .D. rectaT px = limfrecta{ px,py)ly,k,x, 
= lim recta(pr,;py—px—2(y—r} fr! Dr pa jr ln y —aemtl)y,k.x] 
= recta{pr,Da+lpæ/(n+41)!] = recta(pr,Dr+1pxr) 
Si pro valore x, derivata de puncto es nullo, tunc recta tan- 
gente habe directione de primo inter derivatas sequente, que 


non es nullo. 

In facto nos evolve py—px in serie asymptotico secundo potestates de 
y—x, usque ad ordine r4+1; mane solo ultimo termine; ergo tangente 
habe directione de primo termine non nullo. 


+ 46. planN = PLANO NORMALE. 


Hyp P45 ._). planN pr = pr ys[proj(rectaT pr)y = px] Df 
= « plano normale ad trajectoria de p » 

« planNpx », lege « plano normale ad curva p, pro valore à», 
es plano perpendiculare ad tangente in px; vel, expresso per 
ideas præcedente, es loco de punctos y tale que projectione 
super recta tangente ad px, de 7, coincide cum pr. 


‘4 Dprevet0 .). planN px = py3[(y—px)x Dpx =0] 
= pry3jD[mod(y—p3)|z, kr —0} 
= pryslreal(y—pr)/Dpx =0] = plan(px, IDpx) 


Plano normale in pr es loco de punctos y que satisfac æqua- 
tione (y_—-px)XDpx=0; vel que redde derivata de distantia de 
y ad pz nullo pro 3 =>; vel que redde nullo parte reale de 
quaternione (y—pr)'Dpr; vel es plano de puncto pr, et de hi- 
vectore indice de Dpx. 
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% 17. planO = PLANO OSCULATORE. 


Hp P45 ._}: planOpx = 
lim[plan(rectaT px, py |y, Xn ya(py «€ rectaT pa), x] . Df 


« planO px » lege « plano osculatore ad linea p, pro valore x » 
es limite de plano per recta tangente in px, et per py, dum y 
varia, in campo È, et sume valores que redde plano de recta 
et de puncto determinato, vel in modo que py non es super 
recta tangente in pr, et verge ad x. 

Notione de plano osculatore occurre in Tinseau, «Solutions de quel- 
ques problèmes relatifs à la théorie des surfaces courbes», Mém. Sav. 
Etrang. t. 9, a.1781. 
osculatore I, A osculatory, F osculateur. (C oscula- + -tore. 
oscula- = basia, combasia. D)= A. oscula-te, D. —lieren, F. —ler. 

C oscul(o) + -a (92). 
osculo H. = basio, parvo bucca. (C os + -culo. 
os, ore = bucca. 7) A.D.F.H.I.R. or-atore or-atorio or-aculo. 

C E. 68, S as, || (secundo Van.) L es (1), in sensu « respira». 

-culo D) se-culo, arti-culo, mole-cul-a, 08-culo. (C -c(0) (201) + -ulo (224). 


‘4 Dpxe ve0. D'px € vegDpa . >. 
planO pæ = plan(px, Dpx, D'pa) 
| planOpx=limj}plan[rectaTpx, py]ly, X, x: 
P45°1 9). » [recta(pa, Dpæ), py]ly, k, xi 
»  pe,Dpx{py-_pr-(y—a)Dpx]y-x? y. k, x: 
$D P32 .D. » = plan(px, Dpr, D°px) | 

Si, pro valore x de variabile, derivata de puncto p es vectore 
non nullo, et si derivata de ordine duo de p es vectore non 
parallelo ad derivata de ordine uno, tunc plano osculatore es 
plano per px, et parallelo ad derivata primo et secundo. 

Vel: plano osculatore ad trajectoria de puncto 7, pro tem- 
pore x, es plano de puncto, de suo velocitate, et de suo acce- 
leratione, si ce elementos determina plano. 

Vel: plano osculatore contine fortia que move puncto. 

In facto, per definitione de plano osculatore, et per theorema super recta 
tangente, plano osculatore es limite de plano per px, Dpr, et py. Vectore 
py — px jace in ce plano; ergo plano osculatore es limite de plano per 
px et Dpx, et parallelo ad vectore py—px — (y —x)Dpæ, et si diviso 
per (y — x)?. Per theorema de Taylor, limite de isto vectore es D’px/2, 
unde seque theorema. 








Ca “SU nu 3 n pe edi. nee ita mesi 0 


- — ga = sy-- O — 


di 
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2 m,neN,. Dpx = Dpr =.= D" px =0.D"px E vel. 
D”"*px, … D"** px € qD"pa . D"*"Nax E ve qD"px >. 
planOpx = plan(pr, D"pr, D" **p2) o 

Si 2n—1 derivata successivo de puncto p, pro valore a consi- 

derato, es nullo et derivata de ordine 1 non es nullo, et si 71 
derivata de ordine post »7 es parallelo ad derivata de ordine 
m, et derivata de ordine .2+7n non es parallelo ad derivata 
de ordine »*, tunc plano osculatore es plano determinato per 
puncto pr, et per suo derivatas de ordine 7. et m+©. 


‘3 Hpi ._). Tpr = UDpr 1 Npx = UDTpx 
Bpx = [I(Tpx)a(Npa)] | Df . 
Tpx, Npx, Bpx es vectores unitario parallelo ad «tangente », « normale 
principale »,.« binormale ». de linea p. : dui 
4 rectaN px = planNpx » planO pr = recta(pr, Npa) Df 
= « normale principale ». | 
‘8° rectaBpx = recta(px, Bp.r) |. Df.. 


= « binormale » (Saint Venant a.1845). 


+ 48. | | Ax Ce Re 
ke Cls’q . pe pFR. ve krôk i | li 
‘o Axpx=lim[(planNpx n planN py)|y, k, x]  Df 


Ax px vocare « axi de plano osculatore ad curva », vel «axi de curta ». 
(Monge, Géométrie descriptive, a.VII, p.106). Es intersectione de duo plano 
normale consecutivo. 
ami, A.L. axis, D.F. axe, I. asse, H. eje, F. essieu. 

‘CF. acsi D= D. achse, G. axon axon-o-metria, R ost, S acs'a. 


‘1 Cope —1Axpx n plan0 pa]. | . Df 
Oo» = «centro de curvatura » . Es puneto de intersectione de' 
axi cum plano osculatore. | ve 
curvatura H.I., A. curvature, À. ‘courbure. |: : 
(C eurva (verbo) H- -t(0) + -ura (1831. 
curva (verbo) = fac curvo. ::C curv(o) + ca (4). 
curva (nomen) H.I,, A. curve. D. kurve, F. courbe. 
.( eurv(o) + -a (126, linea). . si 
curvo. H.I. C E. gervo D R crivi- -t1, criva- à, Jinià = = linea curva. 
C eur- 12 cor-ona, cir-co, ci-n-ge,...) + -vo (214). 


‘9 Repa = d(px i Cepa) « vii : À | - Df | 


= «radio de curvatura ». 
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Dpx € vet0 . D'pa: € veqDpa ._). | 
‘3 Axpx = planNprn 33[(2—px)X(D*px) = (Dpx)] 


[Hp.f = [(e-py)XDpy ly, k] .D. Axpx = limipeza[fi = 0. fy —=0]|y.k.2": 
= limipres[fi = 0 .(fy—fx)K{y—x) = 0]1y, k, x! 
= praz;fe =0.lim{(fy—fx)/(y—x) |y, k; x] =0| = pres[fa=0 . Dfx=0] 
= planNpx az3[—(Dpx\°+(2—px)x D*pa = 0] ] 

Axi de curva » pro x, es intersectione de plano normale in 
px, vel loco de punctos 3 que redde 
(3—px)X Dpx =0, | 
cum plano loco de punctos z que satisfac æquatione : 
(3—px)XD'px =(Dpa), 
que resulta ex præcedente, post derivatione pro x. 


. In vero, me pone fy = (2—py)XDpy, ubi z es puncto. Tune /y=0 es 
æquatione in z, satisfacto per punctos de plano normale pro valore y. 
Tunc axi es limite de intersectione de planos de æquatione fae=0, fy=—0. 
Isto systema vale fe—=0 et D(f;.r,y)=0, et ad limite, fa=0 et Dfx—0. 


‘4 Ccpr = px — Dpx / Imag(D*px/Dpx) 


[ z= Cepx LD. real(s—pr) Dpx =0 . D{real(z—px) Dpx] |a, k,x] =0 (1) 
real D[(:—px)/Dp.r;x, k, «] = real} —1--[(2—px)Dpx]| D'px/Dpx]! = a 
= —1-- real[(z—-px)/Dpx]real[D?px/Dpx] 


—Imagl(#—px)/Dpx]Imag(D?px/Dpa) (2) 
1). (2) .D. 14Imag[(a—px)/Dpx]Imag(D*px/Dpa, =0 ID. 
Imag{(*—px)/Dpx] = —/Imag(D*px/Dpx) (3) 
(z—px)/Dpx = real[(2—px)/Dpx]-+ Imag{(a—px)Dpx] . (1) . (3) 2. 
(z—px)/Dpx = oi saro 


s—px = —Dpr'Imag(D'pr'Dpx) I. P ] 


Centro de curvatura de curva p, pro valore x, vale pr 
minus derivata de px diviso per imaginario de ratione de de- 
rivata de ordine duo ad derivata ordine uno. 

Ratione de duo vectore es quaternione (pag. 185). Si vectores 
considerato in calculo es in plano fixo, tunc quaterniones es 
repræsentato per numeros imaginario (pag. 268). 


‘8° Repe = (Dpe)/mod[(cmp | Dpx)D'px] 


| Df Ce. P3 1). (Cepe—pr)x(D°pr) = Dpr 2. 1 
Radio de curvatura vale quadrato de velocitate diviso per componente 
vormale de acceleratione, considerato in valore absoluto, Componente nor 


male de acceleratione vocare siepe « acceleratione mormale 
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Constructione graphico de centro de curvatura, dato pr, Dpx, D*pr: 
Construe punctos pr+Dpxr, px+Dpx+(cmp{Dpx)D'px; per puneto pr+ 


Dpx duce, in plano osculatore, normale ad recta[px, pr+Dpr+ 
{emp] Dpc)D*pr], que seca normale ad curva in Cepx. 


‘6 Repae = (mod Dpx) / mod(Dpx a D'px) 
‘7 Axpx = recta(Ccpr, Bpr) 


8 D'px = (D mod Dpx)Tpx + (Dpx)/(Re px) Npa 
Dem. Dpx = (modDpx) Tpx . Oper D_.Y. P 

Derivata de ordine 2, vel acceleratione de puncto es summa 
de vectore derivata de modulo de velocitate, directo secundo 
tangente ad trajectoria, plus quadrato de velocitate diviso per 
radio de curvatura, directo secundo normale principale ad 
curva. 


"9 Cepx =pr+(Dpx){(D'pxXDpx)}-{Dpa)(DpxaxD'px)}/ 
[DpxŸ(D'px) —(DpxxD'px)| 

Expressione de centro de curvatura ope solo producto interno de duo 
vectore. 


% 49. curvatura 


Hyp P48 . }). curvatura px = D Tpx / modDpx Df 
= Npa | Rcpx 
« Curvatura» es vectore directo secundo normale principale, et reciproco 
de radio de curvatura. | 


%æ 50. torsio 


ke Cls'q. pe pFk.xe brôk I. 

‘4  torsio px = DB px x Npx / mod D px Df 

: Torsione » es quantitate cum signo. Torsione es positivo in luppulo et 
in cucurbita, es negativo in viti vinifera, et in viti commune de Mechanica 


constructo in Europa. Viti constructo in Sina et in Nippon, habe torsione 
positivo. 


‘2 torsio px = —(Dpra D'px a D'px /y] / (Dpx a D'px) 
Torsione vale minus producto alterno de derivatas de ordine 1, 2, 3, di- 


viso per trivectore unitate (pag. 198), diviso per quadrato de producto al. 
terno de derivatas de ordine 1 et 2. | 
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+3 DBpx / mod Dpx = (torsiopx) Npx 
‘4 DNpx /mod D px = —(; Rc px) Tpx — (torsiopæ) Bpx 
Derivata de vectores unitario T (Prop. 49), N, B, definito in Prop. 47. 


i FRENET, Sur les courbes à double courbure, Thèse 
10 juillet 1847, JAM. t.17 a.1851. 


| torsio pæ = radio de torsione. 
Cc px — (| torsio px} D Re px)B pr = «centro de sphæra osculatrice » 
= « puncto de inviluppo de planN pr ». 
recta;px, (Re px) Tpx — : | torsio pr) Bpr: = « generatrice de superficie 
rectificante inviluppo de planter, IN pu)». 
(0+Tpx)|x describe indicatrice de tangentes. 
(0--Npx)|r » » normales principale. 
(o+Bpa')lx » x binormales. 


torsione (L. a. +100, A.D.F. torsion, H. tortijon, I. torsione. 
C tortione (L. classico) (C tort(o) + -ione. 

torto I., A.D.F. tort, H. tuerto. (C torquue) + -to. 

torque, H.I. torce, F. tordre. 


Ù 11 /eCls'q. pepFa. 2,33% ._). 
ps, a pz, = (5,3) pra D(p; 3, 53) 


Expressione de producto alterno de duo puneto de curva. 


‘2 Hpi.Dpe lancer rek . >). 
lim[(pz,ap5,)/(5,—5,) |F, (kf1:*2)sim, (,%)] = pæ a Dpa: 


‘3 Hp ._). lim[d(ps, p5)/(2—5) |3, …] = modDpa: 


‘4 Hp2.Dpre—0 ._). 
lim[recta(pz,,933) |, (Af1:*2)sim, (x,x)] = recta(px, D: 


Recta tangente, in uno puncto de curva, per definitione, es 
limite de recta que uni ce puncto ad alio puncto de curva, dr 
puncto tende ad primo. Theorema dice que, si puncto habe 
ordine 1 continuo et non nullo, tune recta tangente es posit 
recta que uni duo puncto differente de curva, dum ambo r 
tende ad puncto dato. 

Si hvpothesi non es vero, thesi pote es in defectu. P. e 
ad curva descripto per puncto px =0-+x°a+x%, ubi o: 
que vocare « parabola de ordine 3/2», habe rectaT 
Positione limite de recta(pæx, p—x), que uni duo p' 
tende ad p0 dum x tende ad 0, es recta{0,b), differe 
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— —_—— — -- —- -— -- ma. - — — — = —_ —__—.- - ——— —— ——y.+- 


% 5241 HpP51. :,5,5€k .). 
=. f © se À, o - 2 e An re 
pz, a Pz a Pz, = (5 —2)(5—3,)2—5,)02, a DIP; 5,39) a D'(P; 3,352) 
Producto alterno de tres puneto de curva, expresso per rationes incre- 
mentale de puncto. 


‘2 Hp‘1.D'pe (vFkjcont .7). lim}(pz,ap3,apz,)/((3,—3) 
—5,)(3,—2,)]113, (4 1"3)sim, (2,2,2)} = pr a Dpx a D'px ;2 
Limite de triangulo (producto alterno) de tres puncto de curva, diviso 
per producto de differentias de variabile, si tres puncto verge ad idem 
puncto pr. 


‘3 Hp2.Dpxe=0 ._). lim d[ps, rectaT(p,3)}/(3,—5 15, ...] 
= mod(DpxaD*px)/(2modDpx) 


Distantia de uno puncto de curva ab tangente in puneto successivo. 


‘4 Hp'2 . >). lim[ang(Dps, Dpz,)/(2,—2,) 12,1 = 
mod(Dpx a D*pr)/(modDpx) 


Angulo de «duo tangente successivo. 


‘5 D'pe(vFkjcont . Dpx a D'px 20.1). 

lim[plan(p3,, P3 D) |5, (if 1°*3)sim, (x,x,x)] = 
plan(px, Dpa, D'px) 

Si punceto habe derivatas de ordine 1 et 2 continuo et non parallelo, 
tune limite de plano per tres puncto de curva vergente ad idem puncto, 
es plano de duo derivata, vel coincide cum plano osculatore. 

Si hypothesi non es satisfacto, thesi pote es in defectu. 


% 534 HpP61.2,2,5,7€k DI 
ps, a Pz a Pza PI, = (2-3) 
(2,43) 93, a D(p; 3, &) a DD; 3, 3,, 3) a D'(P; 2, 3 3 3) 
Producto alterno, vel tetrahedro cum signo, de quatuor puncto conse- 
cutivo de curva. 


Hp'1 . D'pe(vFkicont ._). 
2 limi(paaps,apz,a pa; (sa) 
(3,—3)] 12, (kf1°4)sim, (xx, xx)! = De a Doe Dios è Dinw/12 


‘3 DpraD'prez0 .). limjd[ps,, planO(p,2,)]/(2,—3,) |5, | = 
mod(Dpx a Dpr a D'px)/[6 mod(Dpx a D'pr)] 


Distantia de uno puncto de curva ab plano osculatore in puncto successivo. 





iui vor) ri ire aL 
4 Dpe==0 .D. limjsin(Dps, Dpsy Dpsl((s—2,)5,—5) 
(33—23)] |3, ...+ = [(Dpx a D'px a D'px)/w]}/[2(mod Dpx)] 


Sinu de trihedro de tres tangente successivo. Sinu de trihedro es definito 
in pag. 199 Prop. 22°2. 


5 DpraD'pxr 0 1). 
limid{rectaT(p,5,), rectaT(p,2,)]/(2,—2,) |2,...} = 
mod(Dpa a D'pa a D'pxr)/[12 mod(Dpx a D'px)] 


Distantia de duo recta tangente successivo. 


‘6 DpraD'px =—0 ._. lim ang[rectaT(p,3,), planO(p,5,)]/ 
(5,—5)" = mod(Dpx a D'pr a D'px)/[2 mod(Dpx a D'px)] 


7  DpxaD'px =—0 1). 
limjang[planO(p,2,), planO(p,5,)]/(2—2,) | | = 
mod Dpr mod(Dpx a D'px a D'px)/| Dpx a D'px}} 
Angulo de duo plano osculatore successivo. 
Vide meo libro Applicazioni geometriche a.1887 p.110. 


% 4. ° COORDINATAS 


vep.a,bev. a =b=1.axb=0 . i=b/a . ke Cls'q . fe qFk. 
p= (0+ra + fe b)|æ, k] . ce Inòk. y=fx . y=Dfx . Y=D"fa Ii 
‘0 Dpr=a+tyb . D'px = y'b 


Nos considera puncto 0, et duo vectores unitario et ortho- 
gonale a et b. Nos voca è unitate imaginario que fer a in bd. 

Tunc 0+xa+yb es puncto de coordinatas chartesiano x et y. 
Nos suppone y dato per x; puncto describe curva, de que nos 
determina plure elemento. 

‘4 rectaTpx = [0+(x+s5)a+(Yy+3y)b]|s‘q 
Dem. [ rectaT pr = recta; pr, Dpx) = recta(o+xra+yòd, a+y'b) = ... | 

‘2 YEequs0o. ) 0+(c—y/Y)a € rectaTpr 
Dem. | P'l.z=—yiy D.P ] 

Intersectione de recta tangente cum axi 04. 


Vectore —y/y «a vocare « subtangente » de linea descripto per pr 
de coordinatas cartesiano x et y in plan(0,a,bdì. 


‘3 0+(y_xy)berectaTpax 


Intersectione de recta tangente cum axi ob. 


Formul. t. 5 
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‘4 04+(c+yyY)a € rectaN pa 


Dem. [ [o+xat+yy'a)—(04+-xa+yb)]Xx(a+y'b) =0 ] 
Intersectione de recta normale cum axi 0a. 
Vectore yy'a es « subnormale ». 


5 Y'equ0 ._). Cope=o+frtiyt+(1+yMi(1+iy) y'ia 
Dem. | Cepe = 0Hr+iy)a — (1+iy’)a | Imag{iy" /(1+îy')] 
= » | Imagliy'"1—iy') ‘(14y’9)] 
= , Lg" AY =... | 


0€p . abev. ==. aXb —0 . i= ba. ke Cls'q . re qFk. 
p= (0 {rbjeft a) ]lé, kt. fe krôk. Dr, D'rl eq ._): 
‘0 Dpt=(Drétübeta . D'pt=(D'ré+2iDrt-ré} a 
1 rectaTp{ = [0+(rf+:Drb)e!a+<(rf)e" ia)|:q 
Drte q=t0 7). 0—(rt)](Dr'h) ieï a e rectaTp{ 
0+(Drliet a e rectaNp/ 
‘4 Ccpi = 0 + reïta + [(Dré}ÿ + (rl) (Dr tr ljett a: 
[ré + 2(Dré)"—(d(D*#d)] 


eo 1Ò 


o0+ rea es puncto de coordinatas polare r'°et £ in systema 
dato. Si nos da r in functione de £, formulas præcedente da 
derivatas de puncto, tangente ad trajectoria, etc. 


—. rt? (Drtiieita es « subtangente polare ». 
(Drf)i eit a es « subnormale polare ». 


% 06. occp.apbeev a@&-=b=0=1.axb=bxc=cxa=0 . ke 
Cls'q . ,y,5 € qFk. p=lo+(rhat{(ybb+ (50e | LAI. te indk Yi 

Si o es puncto origine, et a,d,c es vectore unitario et orthogonale, et si 
k es campo de variabilitate, ubi es definito tres funetione reale æ,y,z, et 


si nos voca pt puncto de coordinatas æf,yt.zt, ot si { es valore in k et 
prope alios X, tune: 


‘4 Dpt = (Drtju+{(Dyt)b+ (Date 

2 mod Dpt = J(Drt) +(Dyt} +(D:6) 

+3 Dot, Dyt, Dst € qu0. X,Y,Zeq Yi: o+Xa+Yb+Zce 
rectaTpi =. (X—xt)'Drt = (Y—yt) Dyt = (Z—st)'Dst 

Si derivatas de x,y.z non es nullo, tune conditione ut puneto de coor- 


dinatas X,Y,7 es super recta tangente ad curva in puncto px, es que dif- 
ferentias X—xtf, Y—yt, Z—zt es proportionale ad Dxf, Dyt, Dzf. 


VI. sl 


‘4 Dpteva0. X,Y,Zeq .): 042 
(X-xt)Dat) + (Y-y0(Dyt) + (Z—<l 
Æquatione de plano normale ad curva. 
3  D'pé = (D'rxôa+(D'yt)b+(D'zt 
‘6 Dpte v«t0 . D'pf € vegDpi. X |’ 
£ planOpx =. Determ[X—xt, Y—y 
Dal, Dy 
D'xt, D'yt, 


Æquatione de plano osculatore. 
% 97. ÆQUATIONE DIFFERENT | 


aëq ._} feqFq.Df=af =. f = 
Dem. Df = af .=. |[(Dfx —afa) 
D(e-s fx |æ, 
(e-az fx |a, q. 
: LEQ ._}r. e 
Si a es quantitate dato, tunc func 
reale, que pro omni valore de x sai 
Dfx = a(fa 


es expresso per 
fx = (f0}e 

ubi varia 2° in campo de numeros ri : 

In vero, æquatione dato vale, pro omni à 
de e-azfx es e-a(Dfx—afx); ergo æquation 
isto functione es semper nullo. Tune isto fi : 
æquale ad suo valore pro a=0. Ergo, pro 
fr = (fO)e-er. 

se 
* * 

Æquatione inter functione f et alic 
« æquatione differentiale ». Suo ordin ' 
derivatas que occurre in æquatione. 

Æquatione differentiale es dicto «. 
gradu in functione et suo derivatas. : 
tegra » æquatione differentiale, si nc: 
que satisfac illo, pro omni valore de : 

Æquatione supra considerato es « difi 
lineare ». Coefficiente de f es constani 
independente de f et Df. Formula da 
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% 581 ae qu0.beq ._): fe qFq. Df = Kafx+b}x, q].=. 
D[(fr+5/a) | x, q] = [afx+b/a) | e, q] .=. 
Le +bja) | æ, a] = [Y0+bla)esz | æ, a] =. 
f= [(f0)e"" + b/a(e""—1)|x, q) 
Calculo de /, funetione reale de variabile reale, que pro omni valore de 
x, satisfac æquatione Dfx = afc + db, ubi a et d es quantitate constante. 


‘2 ab,meq. mezza Y): feqFq. Df= [(afx+be")|r, q] =. 
Dife-arfr — belmvyr/(m -a)) | x, qi = (40° q).=. 
i[earfe — belmaizi(m—a\] | x, qi e (qFq: const .=: 
eq Dr. erufe — belm-uzfm—a) = f0 — dbf(m—a) :=. 


f = }[(f0)e® + be":/(m—a) — be*/(m—a)}|x, q} 


x 59. meq.ne quil . ke Intrv. aek . 7): 
fe QFk. Df = Imffx)"|x, ki — 
|(fae)\-Dfie—m'xe, k] = (40: k) =. 
D[{fa)r+1(-n+1)-max x, k] = (00° k) .—. 
[(fen+t1'(—n41)—mr x, ke (qFk)const .=. 
[(fe)-n+1/(-n+1) — (fa}-n+t(—n+1)—m(a—a) |, K] = UO A =. 
= (fa) nt ine) (n+1)|r, À. 
RI qus[(fa) + (—-n+lDm(x—a) > 0] 

Nos quære funetione f positivo definito in aliquo intervallo %, que pro 
omni valore de x in k, satisfac æquatione Dfr = m(fir)* , id es, que habe 
derivata proportionale ad aliquo potestate, diverso de 1, de functione. 
-Equatione vale (fr)-*Dfc—m =0; primo membro es derivata de functione 
scripto in linea 4, que resulta constante, vel æquale ad suo valore pro x =0, 
unde resulta valore de functione 7. Intervallo X contine solo valores de x, 
que redde basi positivo. Nam nos habe definito potestate cum exponente q, 


pro basi positivo. 
Casu x = 1 es tractato in PSI. 


% 60. MOTU DE PUNCTO GRAVE. 


gev ._}: pe pFq . D'p = (gig) =. p = [(p0+#Dp0+£9;2)|t, 4] 

[....=.Dp=[Dp0+ ty), q].=.... ] 

Si g es vectore dato, tune puncto mobile p, que pro omni 
valore de tempore { habe acceleratione constante g: 

D'pt = 
es dato per 
pl = p0+{(Dp0)+ F9 2. 

et describe « parabola ». 

Puncto materiale grave, in vacuo, prope superficie de Terra, 
habe acceleratione constante, dicto « gravitate ». 








Dem. .Equatione: Dpt = g, pro omni f, post integratione (Prop. 24 pa- 
gina 289), fi: Dpt = Dp0—gt; que post novo integratione sume forma 
scripto. 

GALILEI, Dialoghi, a.1638 ; Opere t. 13 p. 222 : 

« Projectum, dum fertur motu composito ex horizontali æquabili, et ex 
naturaliter accelerato deorsum, lineam semiparabolicam describit in sua 
latione. » 


61. MOTU CENTRALE. 
pe pFq . 0€p ._).. 
req.) D'px E q(pa—o) :=. 0 a p a Dp e (p‘fq)const 
Den. æeq DD. D[(0 apra Dpr), qje = 0 a px a D’pr 


p es puncto functione de variabile reale, id es, p es puncto 
mobile; et o es punto fixo. Si pro omni valore de tempore .r, 
semper es acceleratione de puncto parallelo ad vectore px—0, 
vel fortia que move puncto es semper directo, verso centro 0, 
tunc tripuncto 0 a pira Dp.r, id es triangulo de vertices 0, pr, 
px+Dpx, considerato in magnitudine, plano suo, et in sensu, 
habe valore constante, dum varia tempore à. Et viceversa. 

NEWTON, Principia L 1 P 1: ; 

« Areas, quas corpora in gyros acta radiis ad immobile centrum virium 


ductis describunt, et in planis immobilibus consistere et esse temporibus 
proportionales ». 


+ 62. PUNCTO GRAVE IN MEDIO RESISTENTE. 


aeQ . gev ._): pe pFq . D'p = g—aDp =. 
Dp = [(Dp0)e-a — y(e—ar — 1)/a'x, q] .=. 
Dp = Di[—{Dp0)e-x ;a+ge-tz al4+yx;a]|e, qi .=. 
p = {[p0—Dp0e—e Ja-Lye—e jat+-ga/a--Dp0/a—g/a*] r, ql 
=. p = |[p0+DpdX1—e)/a+g(e—1+4x)/a8] |, ql 
=. p= }[(p0+Dp0/a—g;a)+{(g;a)x+(g.—-Dpo'a)e TT ar, qi 
Nos suppone que » es puncto functione de quantitate, que 
nos voca tempore, id es, p es puncto mobile. Nos suppone que 
suo acceleratione D*p habe forma 4g—aDp, ubi g es vectore 
dato, et a es quantitate positivo. Si puncto p es grave, et g es 
acceleratione gravitate, et si puncto move se in medio resi- 
stente, ubi resistentia es opposito et proportionale ad velocitate 
Dp, tunc D'p habe forma scripto. Pro calcula p, nos nota que 
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æquatione es in Dp lineare et de primo ordine (581) unde nos 
deduce Dp in functione de tempore; nos calcula functione que 
habe pro derivata functione præcedente, et que pro x=—0 habe 
valore 90. Ita nos habe p. 

Trajectoria de puncto p es « linea exponentiale » vel « lo- 
garithmica ». 

Si nos pone gx = p0 + Dp0/a—g9;a* + gx/a, 
seque lim[(px—q2)|x, q, o] =0; gæ describe recta, que es 
asymptoto de logarithmica. 

i NEWTON, a.1687 libro 2, Prop. 4. | 


% 63. ÆQUATIONE LINEARE DE ORDINE DUO. 


QE qee0 Yi fe d'Fq'. Df = af .=. 
f = }{[(Y0}e®+e=®)/2+(D/0)(e°—e=*)/(2a)] |æ, q'{ 
Dem. [ feq'Fq'. Dif = a'f.=. [ea Dfx—afx) | æ, q'] = (40: q' 
=. D{(eDfr—aesf) | æ, q'] = (0 q') 
=. [(eiDfx—aeaxfr) | x, q'] € (q'Fq')const 
«=: 289 Dia. esD fx —aeszfa = Df0—af0 
=. Df = [afx+(Df0—af0)e- | x, q'] 

Si a es quantitate dato, tunc omni functione de variabile, 
reale aut imaginario, que pro omni valore de x satisfac æqua- 
tione 

D'fx = fr, 
id es, que habe derivata secundo proportionale ad functione, 
habe forma scripto. 


% 64. MOTU HARMONICO. 
aeQ . 0€p ._}): pe pFq. D'p = —a(p—0) .— 


p = |f04+(p0—o)cosax+(Dp0}sin(ax)/a} |x, ai 
Dem. {p—0, ia) | (f, a) P63 .D. P 


Si p es puncto functione de quantitate reale, que me voca 
tempore, id es, si p es puncto mobile, et suo acceleratione 
D'p habe forma —a*(p—0), ubi a es quantitate positivo, et 0 es 
puncto fixo, id es, si D*p es directo verso puncto o, et propor- 
tionale ad vectore p—0, tunc p habe expressione scripto. 








a oll)i p———- 
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Puncto describe ellipsi de centro 0, et de hemi-diametros 
conjugato vectores 20—0o et (Dp0)'a. Motu habe periodo 22 ‘a, 
vel px = p(x+2x/a). Periodo non depende de 70 et Dp0 : motu 
es isochrono. 

Puncto p pertinente ad svstema elastico, posito ex suo posi- 
tione de aquilibrio 0, tende ad 0 cum fortia proportionale (pro 
parvo deformatione) ad vectore p—. 


NEWTON a.1687; Principia 1. 1, Prop. X: 
« Si vis sit ut distantia, movebitur corpus in ellipsi centrum habente in 
centro virium ». 


65. SySTEMA DE .EQUATIONES DIFFERENTIALE LINEARE. 


neN, . de Substn ._): 
re CxnFq.Dr=ax =. = [(10)eNal)|é, ql 
[ (Subst | q) Dem 57] 
Si » es numero, et «a es substitutione de ordine », tunc 
complexo x de ordine x, functione de numero reale, que sa- 
tisfac æquatione differentiale Dr = ar, habe forma 


ct = (10)eNad), 


ubi { es variabile in campo de numeros reale. 


Formula et demonstratione es identico ad theorema prace- 
dente P57. 

.Equatione Dr = «r repræsenta svstema de 7 æquatione differentiale 
lineare homogeneo ad coefficientes constante : 

Da, anna A Ty +AgCg-:-...+-@1n®n 
Dre = Anti tata +... +anrn 
Din = cint/1+-@n2%g te + Annln » 
Exponentiale de substitutione es definito in V $ e P11:0 pag. 249 : 
e" = 1+a+a*/2!+a*/3!+... 

Potestate », et successivos, de «, pote es expresso per præcedentes, ope 
æquatione characteristico (pag. 151 Prop.5#. Ergo ea es polynomio de 
prada #—1 in a: 

e“ = Interpolante}je kr: Radices) Determinante(ae—/)|4,q]{d 


+ ele es funetione interpolante (p.306) de exponentiale, caleulato super 


radices de fimetione characteristico Dérune fs, ubi À cs reale, pro 4 
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+ 06. DERIVATAS PARTIALE. 


u,ne Intv . fe qui). aeu . ber ._). 
0 Dfa.b) = DIfr,blir,ula . D,f{a,b) = D[fa,y)|y,r1b Df 


Si « et » es intervallo, et f es quantitate functione de duo 
variabile, primo in #, secundo in », et si nos sume a in #'et 
b in ©, tunc D,/(a,b) indica derivata de /(x,D), ubi varia æ in 
campo «, pro valore a. Ita D.f indica derivata pro secundo 
variabile. 


Plure auctore indica ce derivatas, dicto « derivatas partiale », 
per notationes : 


d a, Ô I, 
D,tx,y) = Da far,y) = f'u(0,4) = ie _ y 


va) = ric ca — I) _ NY) 
Dyf(3,9) — D, y) = (y (A°,Y) = dy = dy 
In primo notatione, que nos seque, lice, in loco de a et y, 


pone duo valore determinato, p. ex. 0 et 0; nos habe derivatas 
D,f(0,0) Dy10,0). 


Cetero notationes es incompleto, et debe es completato per lingua com- 
mune. Per ex. quod in primo notatione es indicato per D,/(0,0), in se- 
cundo notatione debe es indicato per Dr f(0,0) aut per Dp/(0,0)? Et quod. 
in primo mnotatione es indicato per 1D),/1y,x), in secundo notatione debe es 
indicato per Dx /(y,x) aut per Dy fiy,r)? Vide in pag. 278 citatione de 
Jacobi. 


‘1 D.,fD.f € qF(uir). cen. yer DD). fle,y) — Gb) E 
(—a)D far 0 y) + (Y_dDDf {a x : DT y) 


Dem. fix,y)—f\a,b) — x.y fie) A, —fa,b)] (1) 
fie.y))—f,a.y) e (x a)D, fa xs ap _ © 
fia,y)—fia,b) e (y—DDf"' ta, D y; (3) 


(1) (2:13 D P 


Si functione f habe ambo derivatas partiale in intervallos 
dato, et si nos sume alios valore + in w, et y in #, tune dif- 
ferentia de duo valores de functione f vale incremento de :r, 
per derivata de f pro primo variabile, plus incremento de y, 
per derivata de f pro secundo variabile, ubi derivatas es cal- 
culato per valores medio inter considerato. 








2 Df Df e (aq F'uiv)jcont . we Intv ..re “Fio . ye vFro . few. 
Dri,Dyteq .). D[/et,yb)|t, w]t = Dftri,yt) Dart + Dftrt,yt) Dyt 
Den. Poi. fer DD. fhcti,yti—fiot ,yt) e ict —rOD,fi rt Taty yt.) 

tit yODyfi >» » ) 
D. D[frt.yt) Bt] = Dif...) Des tt) + Defi...)D(yi ft) Di P 

Si derivatas partiale de f es continuo, et si w es intervallo, 
et .r" es functione definito in campo 0, que sume valores in ”, 
et y es functione definito in campo w, que sume valores in ”, 
et si {es valore in w, et existe derivatas de x et de y pro #, 
tunc derivata de /(r4,), ubi varia / (litera £ es apparente, 
pro {, vale derivata de f, pro primo variabile, multiplicato per 
derivata de . pro 7, plus derivata de f, pro secundo variabile, 
multiplicato per derivata de y pro é. 

Functione f{rt,yl) vocare « functione composito » de 7. 

Exemplo. Derivata de producto (x#:(yf) pro # vale derivata pro primo 
factore af, vel yt, per derivata de primo D.rf, plus derivata pro seeundo 
factore yf, vel xf, per derivata Dyf, id es 

(gt Dot) Ext Dyt), 
secundo regula P6 de pag. 280. i 

Derivata de (x#)Ny#) vale derivata de potestate, pro basi variabile, vel 
fyt))X(et)Nyt—1), multiplicato per derivata de basi D.?, plus derivata de 
potestate pro exponente variabile, vel (x#)Nyf)Xlog(r#) per derivata de 
exponente Dyf. Seque formula P13:4 de pag. 283. 


3 DI Df DiD.f € Feto) . re . yer ._). 
fr, Na,Y)-Ne,b)+fa,b) e (ray DD, Dar i by) 
Den. firy —fir dy —fa,y)+fa,b) = AAA, [les by] hs ax! 
E (X-MA[D, A ,k) k3 by] | hat. 
E (e_-M(Y—D)DD AR) | RD y | heat 


‘4 D.f Df, D,D/f € qF(eie) cont .). DD, f = D,D,f 
Dem. D,Dèfta,b) = lim;[Dyfi.£,0)—Dy/(a,0)](r—a:|rx%, a: 
= lim lim [(Ar,M)_-Aa,p)-fir bD+fia bea] 'y,rb ra 
= lim lim DD,fia Tr, 07 y) gp, d'a,uga = DD,fiab. 

Si functione f de duo variabile habe derivatas D,f, D.f. et 
D,D,f continuo, tunc lice inverte ordine de derivationes, id es, 
lice commuta operationes D, et D,. 

Ex demonstratione resulta que nos debe suppone existentia et continui- 
tate de D;1),f. Tune es necessario existentia de D,7, que es continuo pro 
secundo variabile ‘pag. 279, P3:3). sed non es necesse suo continuitate pro 
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primo variabile. Nos suppone existentia de D,fla,y', pro aliquo valore a 
de primo variabile, et pro omni valore de secundo variabile ?; tunc seque 
existentia de Dyfi.r,y), et de DyD,.r,y) pro omni valore de x et de y. 


8 Akeg I. (hD,+HDJA,b) = AD/f{a,b)+4D fab) Df 


‘6 neN :r.,sEN, r+sZn. des D, Dif € qF(uir)cont . heu—a 
.kev—b I. fa+h,b+h = S(AD,+4D)'fa.b),r! |r, 0(2—1)) + 
(hD,+ED)"a+3h,b+3k) "n! |3°0 


Si n es numero naturale, et pro omni dyade de numeros r et «, de 
summa non superiore ad », semper existe derivata de ordine r pro primo 
variabile de derivata de ordine s pro secundo variabile, et es continuo, 
et si nos sume duo quantitate À et k, in modo que «4A es uw, et b+K es 
v, tune /(a-+-A,b5+%) es evolubile secundo potestates de À ct de X, plus ter- 
mine complementare. Operatione (X2D,+XDy)" resulta definito per Prop. ‘5, 
et pote es evoluto ut potestate de binomio. 


% 67. DERIVATA DE FUNCTIONE DE NUMERO COMPLEXO. 


n,neN,. ne CIS'Cxu . fe Cxum Fu. ae nn). Dfr = 
2 (Cxmn f Cxnjlin n gaflimi[fy—fir—g(y—)]/mod(y—r)|y, 2,71 =0] 
Df 


Derivata de funetione reale de variabile reale | pag. 275), et de numero 
complexo, vectore, puncto, functione de variabile reale, es, per definitione, 
limite de ratione de incremento de functione ad incremento de variabile : 

Dfr = limfy—fx ly—x). 
Si nos habe funetione reale aut complexo de variabile complexo, non 


habe sensu ratione de duo numero complexo, et definitione precedente 

non es applicabile. Sed pro numeros reale, derivata satisfac conditione : 
lim[fy—fr—(y--r XDfw]/[modiy—r =0, 

que nos sume per definitione de derivata, si variabile independente es 

complexo. 

Derivata de /, numero complexo de ordine wm, funetione de complexo 
de ordine n, in campo &, pro valore .r prope «, es illo transformatio lineare 
4, tale que incremento de funetio fy—fa: minus g de incremento de varia- 
bile y—x diviso per modty—.r), tende ad 0, quando y, in x, tende ad +. 

Derivata es trasformatione que habe ut elementos derivatas partiale de 
coordinatas de funetione pro coordinatas de variabile. 

Derivata de functione de numero complexo es considerato per: 

Jacobi a.1841, opera t.3 p.421, Grassmann a.1862, t. 2, p.295. 

Vide in Geometria, derivata de potentiale P71. 
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+ 68. Tang (FIGURA TANGENTE). 


ue Cls’p . cEp ._). 
‘0°  Tang(u,r) = Lmi{xz+h(u—2x)] |h, Q, =! 
= Lm[Homot(æ,h)u |h, Q, >] Df 
Si « es figura, et x puncto, tune Tangiu,x), lege « figura tangente ad 


u in puncto x», indica limite de figura homothetico de x cum centro de 
homothetia in x, quando ratione de homothetia À cresce ad infinito. 


‘4 x&exu._) Tanglue=/ 
Si x es puncto externo ad <, tunc figura tangente ad « in puncto es 
classe nullo. 


2 AE UmdU ._) Tang(u,3) = 


Si x es puncto isolato de x. figura tangente contine solo puneto .r. 


‘3° xedu .). q Tang(,7) 
Si x es puncto prope alios x, tunc semper existe punctos de figura 
tangente ad w in puncto x. 


‘4 xginu ._). Tang(u,x) =p 
Si 4 es interno ad «, figura tangente es toto spatio. 


‘8° yeTang(u,r) tx . 7). x HQ(y—r) D Tang(u,r) 

Si in figura tangente ad «, in puncto +, nos sume aliquo puncto y, 
differente de x, toto radio de origine .r, et que i trans y, pertine ad figura 
tangente. 

6 re Clp. Ye .). Tang(r,r) D Tang(u,r:) 

Si figura v continere in w, et figura tangente ad in puncto x continere 
in figura tangente ad . 


7 re Cls'p._) Tang(ur, :r) = Tang(”,r) 0 Tang(r,r) 


Operatione « Tang » es distributivo ad «vu». 


‘8 Tang[Tang(w,2),x] = Tang(#1,2) 


® 69. apep. reQ. d(pa)=r ._). 


‘4 Tangiprra[d(r,a) =r], pi = plan[p, I(p—a)] 

Nos considera loco de punctos que dista ab puneto dato « per quan- 
titate dato r, id es superficie de sphæra de centro «a et de radio r. Tune 
figura tangente ad superficie dicto, in sno puncto p, es plano per puncta 
p, et normale ad vectore p—a. 





2 Tangipraxz{d(r,a) Sr], pi = plan[p, I(p—a)]) + Q,(«—-») 
Figura tangente ad solido <phærico in puncto de superficie es semi- 
spatio limitato per plano pracedente. 


‘3 ap. mn Eq. nU(L—0) + nU£—D) 01). 
Tangip?y3[:2d(,4) + »d(y,b) = #1d(r,a)+nd(r,b)|f = 
pazsl(s—2) x [nU(x—a) + nU(x—b)] 0! 

Tangente ad ovales de Descartes. 
Descartes, La Geometrie, Leyde a. 1637, Œuvres t. 6, p. 429. 


‘4 ue Intv. pe (pFrcont. ze inv. pr sé p'(=t2) . Dpx € Vet0 
. >. Tang(p‘«, pa) = rectaT(p, 2) 

Puneto mobile pb es funetio definito et continuo in intervallo w, x es 
interno ad isto intervallo: puncto pu non es multiplo de curva p‘u, et habe 
derivata non nullo; tune figura tangente : Tang) ad curva p‘u es recta 
tangente (rectaT), ante considerato. 


% 70. PLANO TANGENTE AD SUPERFICIE. 


‘1 s,reIntv. pe pFirie). ce ine. ye in”. D(X,y) =E Dur), y). 
D,p, D.p € [vF(«:#)]cont . D, p(r,y) =—0 . D, p(x,y) € q D,p(x,y) 
2). Tang{p'(uiv), p(x.y)] = plan( p{r,y), Dip(x,y), D,p(&,y) ] 


Dem. Hp.u',v'e intv.# Du. Dr.reinu'.yeint.7): 
ce Tangefp‘{ufv},ptx,y}] .=. ae Tang[p{a:v).p(2,y)] 
lim dist'a, p{r,y) + Ape, pe, y\lh, Q, 0! = 0 
. lim dist[a, p(e,y) + h(u'—7x) Dip(u'e) + h(v'—y)D,piu',v)] =0 
. lim dist}a, plan|p(x,4), Dip(u',e'r,D,p(u',v')]! = 
dist; a, plan[p(x,31, Dix. y), Dan z,y)i = 
ae plan[p(2,4', D1p(1,4), Dép r,y)] 


Es dato duo intervallo « et , et puncto mobile p, functione 
de duo variabile, in dicto intervallos. Tune puncto p describe 
« superficie », et duo variabile es dicto « coordinatas curvilineo 
de puncto in superficie ». Ù 

Nos sume valore . interno ad #, et y interno ad ©, et sup- 
pone que p(r,y) es puncto simplice de superficie descripto per 
puncto p; tunc si puncto habe derivatas pro ambo variabile, 
continuo, non nullo et non parallelo, figura tangente ad super- 
ficie loco de punctos p, in puncto considerato, es plano per 
puncto ct que contine derivatas de puncto pro ambo varia- 
bile, Ce plano vocare « plano tangente ». 
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Si in superficie es descripto curva que habe tangente in suo puncto ph, 
tune tangente ad curva jace in plano tangente ad superficie. Seque de 
Prop. 68-6. 

Plure Auctore sume ce proprietate ut definitione. « Plano tangente ad 
superficie in suo puncto p» es definito ut « plano que contine recta tan- 
sente in p ad omni curva, descripto in superficie, ct que i trans p>». 

Tune, si per puncto p, in superficie dato, nos duce linea sine tangente 
(ut spira mirabile in suo polo, loxodromia in suos polo, ete.ì, plano tan- 
gente contine tangente ad linea, que non habe tangente ; quod es con- 
tradictorio. 

Aliquo Auctore corrige definitione præcedente, et voca plano tangente 
« plano que contine tangente ad dicto curvas, que habe tangente ». 
Tune omni plano es tangente ad superficie, que contine nullo linea cum 
tangente. Es tale superficie genito per rotatione de curva y = «sin 1/r, 
circa oÿ, in puncto o. 

Vide alio Df de plano tangente in Formul. t.4 p.295. 


‘2 keIntv.ae pFR. ue (vet0)FA . rek. yeq . Dax, Dear Ev. 
Dar + yDux sE que ._). Tang[\Urecta(a.:r, tx) |, ax + yu) 
= plan(ar, vr, Dar+yDua) 

Dem. plan|{U recta(ar,ur |a‘, au + yux| 

| = plan[iax + yux)\(«;y)tkiq), ax + yux) 
= planjax + yux, D[(ax +yux) (2,4)] 2,4), Défiez + yua) (,y)I.y): 
= plan(ax + yux, Dar + yDux, un) 
= plan(ar er, Dar + yDux) 


Nos considera puncto « et vectore non nullo «, ambo functione 
dato in intervallo &. 

Es dato « in intervallo À, et quantitate reale y. Nos suppone 
existentia de derivatas de «a et de v, et que vectore Dax+yDrrr: 
non es parallelo ad x. Superficie loco de rectas per ax et 
parallelo ad x, ubi .» varia in intervallo £, es expresso per 
\J recta(ar,ux)|x‘k. 

Theorema dice que figura tangente ad ce superficie in suo 
puncto ax + yux es plano per «x, et parallelo ad vectores wr 
et Dax + yDux. 


Superficie loco de recta mobile = F. surface reglée = D. Regelfiäche 
= I. superficie rigata. 
F. règle =|| D. Regel CL. regula. 
I. riga C Germanico: riga D D. Reihe, A. row. 
Ce superficie habe in Germania nomen Latino, et in Italia nomen Ger- 
manico. 
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% 71 DERIVATA DE POTENTIALE. 


ue qFp .xep ._). Dure = | 
2 vAeg[lin}[uy—ux — PX(y—x)], mod(y—x) |y, p,x) —0] Df 


Quantitate reale functione de -positione de puncto in spatio 
vocare « potentiale », nam uno suo interpretatione es « poten- 
tiale » de Mechanica. 


Si es potentiale, et x es puncto, tunc Dux, lege « derivata 
de functione « in puncto x», indica illo vectore v tale que dif- 
ferentia #y—ur de duo valore de functione, minus producto 
interno de vectore © per vectore y—x differentia de duo posi- 
tione de puncto, diviso per mod(y—x), tende ad 0, quando 
puncto y, in spatio, verge ad a. 

Ce definitione es analogo ad definitione de derivata de functione de 
numero complexo, dato in P67:0. Derivata y de P67:0 responde ad vX de 
presente definitione. 

Lamé (JdM. a.1840 t.5 p.316) voca « parametro differentiale de primo 
ordine de functio x in puneto x » valore absoluto de Dux. 

Hamilton considera illo ut vectore, quem indica per p, et voca Nabla. 
Vide IrishT. t. 3, Quaternions t. 2, p. 432. 

Nabla, (+ rafla C Hebraico; instrumento musico, in forma de y. 

Idem vectore in plure libro (Gans) vocare « gradiente ». 

Du es « vi respondente ad Functio de vi x (Hamilton), vel ad potentiale 
—U >», et «tluxu de calore pro temperatura — ». 

« Potentiale » es considerato per Laplace. Green a.1828 introduce 
vocabulo. 


‘1 aswep.iev.). DIix(v1—0) |, ple=i 
Dem. YEP DI. iXiy—-mntiXxinta) = ixX(y—e) ID. P 


2 a,æep . ). D(e—af | x, p]r = 2e—a) 
Den. (y—al'—(c—af = (y—r BHO X y Tx) DT. 
((y—a)—-.r—af_NXxrx—-a)X(Y—x)]lmod(y—e) = (y—x)XUly—zx) .D 
lin{(y—a (ru —2(r—a)X(y—-2)lmod(y—x)y, p, x] = 0 


‘3 aep.xe pet ._). D{d(x,a) |x, pe = U(æ—a) 
Dem. D{d(x,ailx, px = D[mod(e—a) x, plr = D[Kx—a)lr, ple = 
2rc—a)/[2AKrx—a)] = (x—a\modx—a) = Uix—a) ] 
Derivata de distantia de puncto mobile x ad puncto a, si 
x es differente de a, vale vectore unitario de 4 ad 2. 
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‘4 ae pap’. xe ped ._). D[d(r,a)lr, plæ = Ufr—(proj a)x] 

Si a indica recta vel plano, et .r es puncto ex a, tunc deri- 
vata de distantia de x ad figura a es vectore unitario secundo 
projectione super a de x ad 7. 


8 Re Cls'p.k=4. € pek. nek. d(2,u) = d(x,k) : ye ka. y. 
d(a,0) < d(æ,y) DD. D[d(x,k)|x, pla = U(&æ—a) 


Derivata de distantia de puncto x ab figura Æ es vectore unitario in di- 
rectione de distantia, in hypothesi scripto. 


‘6 aEp. ie VaO . x E pe(a+qi) .). Dfang(x—ua,i) |, pje = 
Uj[cmp | (—0)}:{/d(x,a) 


o 72. 

‘4 "£qFp.rep. va = max ep. Dua ev .D). Dua =0 

‘41 (min | max) P‘1 

Si potentiale *# es maximo pro aliquo puncto x, pro que 
existe derivata de x, tunc ce vectore derivata vale 0. 

Idem pro minimo. 


‘2 uegFp. REClsp. rek. ue=minwk. Dux ev. 
ye Tang(k,r) .D. (Dux)X(y—x) 20 


Si nos considera solo punctos de aliquo figura À, et si poten- 
tiale sume pro puncto .r, valore minimo inter valores respon- 
dente ad punctos de figura £, et derivata de « in x es vectore 
determinato, tunc producto de ce vectore per omni variatione 
y-—x de puncto in figura tangente ad / in +, es positivo aut. 
nullo. 


‘3. uegFp.keClsp.xek. ur=maxu%. Dur EV . 
ye Tang{k,x) ._). (Dia)X(y—2) SO 
Regula simile subsiste pro maximo. 


‘4 ue qFp.æep.Duxe vaO . 7. 
Tang[pry3(y=ua), €] = plan(æ, IDux) 


Figura loco de punctos y, que satisfac conditione uy = «ur, 
vocare «superficie æquipotentiale » que i trans x. 
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Si nos considera solo punctos in plano dato, in loco de super- 
ficie, occurre «linea æquipotentiale ». 

Si derivata de potentiale «, in puncto +, es vectore non 
nullo, tunc figura tangente ad superficie æquipotentiale que 
transi per .r, es plano per x, et normale ad vectore Dw.r. 
Id es, Dux es vectore « normale » ad superficie æquipotentiale. 

Applicationes. 
1. Normale ad loco de punetos æ que redde constante d(x,0)4-d(.r,d), 


ubi a et d es puneto dato (ellipsi de foco a et b), es directo secundo 
U(æ—a)+U(:—b), vel secundo bisectrice de radios focale. (Apollonio). 


2. Si es constante summa de distantias de . ad plure puncto fixo a,,... 
norinale es directo secundo veetore Uxr—a, —... 

(Leibniz, Math.S a.1693 t.6 p.233:. 

3. Si es constante functione /ir,, ra), ubi r, = da, da). ra = dr,ag), 
vectore D,f(r,,7)U(e—a,) + Dyfirara Utr—as es normale ad loco. 

(Poinsot a.1806, p.206). 

4. Puncto que redde minimo summa de distantias ab plure puncto dato 
es in equilibrio sub actione de fortias æquale inter se, et directo ad 
punctos dato. (Steiner t. 2, p.95). 

Vide demonstratione et alio applicationes de propositiones precedente 
in meo libro a. 1887, p.131-151. 

Vide etiam Hurwitz MA. t. 22, p.231, Wetzig JfM. t. 62, p. 346, 
Baker AmerJ. t. 4 p.327, Sturm JfM. t. 96 p.36, t. 97 p.49. 


% 73 RELATIONE INTER POTENTIALE ET ENERGIA. 


ue qFp . pe pFq. D'p=—Dup .). {[(Dpt},2+ pt] |6, qi € const 
Dem. D|(Dp)?/2+up] = DpxD*p+DupxDp = Dpx (Dîp+Dup) = 0 


Si # es quantitate functione de positione de puncto, vel po- 
tentiale, et si » es puncto mobile, vel puncto materiale cum 
massa 1, et si acceleratione de puncto vale vi respondente ad 
potentiale «, tunc summa de energia cum potentiale, dum varia 
tempore, es constante. 


‘1 ueqFp. pe pFq.(D°p + Dup)xDp = (0:q) .). Ths 

Idem fi, si puncto p move se, in modo que suo velocitate 
es semper normale ad D*p + Dwp, id es si vi D'p que move illo 
es summa de —Dv, vi de potentiale «, plus vi normale ad trajec- 
toria de puncto. Ce casu se præsenta, si puncto es mobile 
super linea dato, aut super superficie dato, sine attrito. 
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CALCULO INTÉGRALE 
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VII. CALCULO INTEGRALE. 


Primo idea de integrale se prasenta ad mathematicos in 
mensura de area et de volumen. 

Si nos nosce area de polygonos, et si nos habe, in dato plano, 
figura (non polygonale), tunc nos voca « polygono circumscripto » 
polygono que contine in suo interno figura dato ; et « polygono 
inscripto », polygono interno ad figura dato. Ce vocabulos habe 
valore etymologico, et non ut in Geometria elementare. 

Limite infero de areas de polygonos circumscripto vocare 
«area supero de figura ». Limite supero de polygonos inscripto 
Vocare « area infero ». Si area supero aqua infero, valore 
commune de duo area vocare « area de figura dato ». 

Nos exprime per symbolos de Analysi ideas, precedente, et 
nos habe definitionc de integrale. 


+ 1 s' = POLYGONO CIRCUMSCRIPTO. 


ue Intv . fe qfre . Vf‘, If‘ Eq. 


Nos suppone: « es intervallo ; f indica quantitate functione 
in intervallo v; limite supero et limite infero de valores de f 
in x es quantitate finito. 


‘0 s'(f,u) = (Longu) (lf'‘u) Df s' 


s(f,u), que nos lege «rectangulo circumscripto ad figura 
diagramma de functione f, super basi «», indica producto de 
amplitudo de intervallo « per limite supero de valores de fin «. 
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‘4 heCls'u.l'u,lueh. Num EN, ._). 
S(fu,h) = Sis|f, (min,4)(min.,,7)] |, 1*(NumA—1)! Df 


"bi 


Si À es classe de numeros in intervallo «, continente l'w Lie 
extremos de «, et in numero finito, tunc s(f,u,h), lege « poly 
gono circumscripto ad figura /, super basi x diviso in partes 
per valores } », indica summa de rectangulos s(f,ry), ubi 
x es uno ex numeros È, ct y es numero successivo. 

min. « minimo de loco r de % » indica elemento que habe 
loco r in classe À de numeros, disposito in ordine crescente, 
et es definito in pag. 120. 


2 he Cls'u. Num EN, I s'(fin,h) = (fun vin vd Df 
Si À non contine extremos de intervallo «, adde illos. 


+ 2. s = POLYGONO INSCRIPTO. 


ue Intv . fe qfu. If‘, Lffu eq . De 
(8,1) | 8,1) Pl:0-1:2 


s(f,u,h), lege « polygono inscripto in figura f, super basi w, 
diviso per >», es definito ut s', mutato limite supero in infero 


4 heECls'e. Num EN, ._). 
su) Su = s(fu,h) sf) 

Rectangulo circumscripto super basi « supera polygono cir- 
cumscripto super basi diviso per À, que supera polygono in- 
scripto, que supera rectangulo inscripto; æqualitate es incluso 
Dem. LyEh DI. fu Vfr y sl fa y Slf'u 


‘2 he Cs. Num, Numk EN, .). 
sfusi) = s(futl) Ss sh) 
| P-1 DP ] | 
Si À et À es duo divisione de intervallo #, in numero finito, 
tunc polygono circumscripto pro divisione À supera aut æqua 
polygono circumscripto pro divisione uk, que es subdivisione 
de divisione À. Ita polygono inscripto pro subdivisione Au de 
divisione £X supera polvgono inscripto pro divisione A. 


4° 
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+ 3. S' = INTEGRALE SUPERO. 
S, = INTEGRALE INFERO. 


ue Intv . fe qfu . l'f'u, Lftu eq Di 
0 Su) = 1{[s{fu,h)|h | Cls'u n hAz(NumA EN,)] DfS 
4 Su) = Ts — Df $. 


Si « et f habe sensu ut in PI, tunc S'fu), lege « integrale 
supero de functione f, in intervallo u », indica limite infero 
de valores que sume sf, «, 4), polygono circumscripto, ubi 
indica omni divisione de +, in numero finito de partes. 

S(f,u) «integrale infero », es limite supero de polygonos 
inscripto. 


2 Su S(ueg . Su) ES) 
Dem. D£S'S,. p.116 $q P10:1 .2). P 

Integrale supero et integrale infero habe valore determinato 
et finito; integrale supero es majore aut æquale ad integrale 
infero. 


*% + S = INTEGRALE. 


"eIntv.fegfe .lf'u, ft eq ._): 

0 Su) = Su) nIS (f0)] Df S 

Si functione /, dato in intervallo «, habe limite supero et 
infero de suo valores finito, tunc S(f,u) lege « integrale de /, 
in intervallo « », indica valore commune de integrale supero 
et de integrale infero. 

Ergo S(f,u) habe sensu, si integrale supero et infero coincide 
secundo Df de 7, pag. 15. Propositione S(/,4) € q « integrale es 
quantitate » vel « existe in campo de quantitates », es sæpe 
indicato per « integrale existe», vel « functione es integrabile 
in intervallo # ». Vocabulo « existe » in tale expressione, et 
in similes, ut « limite existe », « derivata existe », habe va- 
lore de symbolo €, diverso de "4, que præcede semper nomen 
de classe. 
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1 Sfueq.=. Su) = S(fu) 

è ———- ) ————- = S(/,u) 

Ut functione f es integrabile in intervallo x, es necesse et 
suffice que integrale supero æqua integrale infero. 

Valore commune de illos es valore de integrale. 


‘8 Sfueq.=: meQ ._),. mhslhe Cls'u. NumheN,. 
S'(,u,h) — s{fu,h) <m)] 

Dem.  P:1.DefS'S > P 

Ut integrale de functione f in campo % existe, es necesse et 
suffice que, pro omni quantitate positivo (parvo ad arbitrio) 
m, responde divisione À de intervallo «, in numero finito, ita 
ut differentia inter polygono circumscripto et polygono inscripto 
es minore de m. 

Æquivale ad conditione præcedente, post substitutione de 
integrales supero et infero per definitiones. 


4 S(f, u) = 143}heCls'u . NumheN,. Lu, l'uEh bh. ye 
x[(min,, h—min,h)Medf‘(min, }min,.,,h)fr,l(Numh—1)1}  Dfp 


Definitione possibile de integrale, independente de S' et S,. 

Si nos divide intervallo in partes, et multiplica amplitudo de intervallos 
partiale per valores medio de functione in illos, et summa ce productos, 
‘ nos habe classe de quantitates, que contine integrale ; et integrale es solo 
numero que habe ce proprietate, pro omni divisione de intervallo. 


r+A 


Historia. 


Integrale, sub nomen de area et de volumen, occurre in Enclide et in 
Archimede. Vide Prop. 16. 
Kepler a. 1605, Cavalieri a. 1639, Wallis a.1655 considera integrale 
ut «summa valores de functione ». 
Leibniz (A. Erud. a.1686) in loco de « summa » introduce /, suo initiale 
sub forma typographico de illo tempore. 
Jac. Bernoulli, AErud. a.1690. voca illo «integrale» nomen hodie com- 
mune inter nationes: 
éntegrale, A.D.H. integral, F. intégrale, I. integrale, R. integral’. 
(C integra + -le (p. 19 N. 6). 
éntegra = fac integrale. A. integra-te, D. integr-ieren, F. intégre-r, 
I. integra-re, H. —r, R. integr-ir-ovati. DD A.D.F. integra-tion. 
CC integro (p. 157 N. 240) — -o + -a (p.18 N.4). 
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Cauchy a.1823, Œuvres 8.2 t.4 p.122, defini integrale ut limite, per P5'2. 

Darboux a. 1875 (vide Prop. 5, et in idem anno Ascoli et Thom:e) 
considera S’ S, ut limite de summas s' s,. 

Substitutione de limite supero de classe (l’) ad limite de functione (lim) 
reduce definitiones ad forma precedente simplicissimo, sed pauco noto. 
Vide meo scripto Sulla definizione di integrale, Annali di Matem. a.1895. 


« Integrale de funetione f in in intervallo de « ad b» cs indicato in ge- 


b 
nerale per Î FrxT. 
Parenthesi circa x in f{x: es inutile, ut es dicto in pag. 74, et produce 
confusione cum usu de parenthesi commune in Arithmetica et in Algebra. 


*b 
Ergo integrale pote es scripto | af” dr. 


Signo dx indica que variabile de integratione es +. Ergo signo «d » 
habe in integrales, valore de signo de variabilitate « | » (pag. 77), que jam 


‘db 
occurre in 2 (pag. 120), /7, D... Tunc integrale sume forma ] fe. 


Nunc fx «+ = f, ut resulta de definitione, pag. 77. Ergo integrale sume 


b 1] 
forma Î Nd s et si nos scribe literas variabile super uno linea, fab) 


Integrale, ut es definito, depende de functione f, et de campo de inte- 
gratione «. Si campo es intervallo de « ad d, tune es functione symme- 
trico de extremos : ab = da (vide pag. 118). Sed campo « pote es campo 
arbitrario. 

Ergo, si nos scribe elementos que occurre in integrale, resulta notatione 
S(/,u), que nos adopta. 

Signo «d» in commune notatione habe officio de signo « » ; illo vocare 
« differentiale», et in suo definitione Auctores non es concorde. Secundo 
Leibniz (vide pag. 277), dx es quantitate arbitrario, et lice pone dx = 1. 
Plure Auctore dice que dx es «infinitesimo », id es «quantitate variabile 
que verge ad 0». Sed omni quantitate indicato per litera x es constante 
in idem formula, et variabile cum formula; distinctione de quantitates in 
constante et variabile care sensu. Alio Auctore dice que dx es « infinite- 
simo constante » ; et discussione cum methodo de Metaphysica super infi- 
nitesimo produce multo obscuritate. Vide discussiones in Mem. Bologna 
a. 1895 p.399, in Bulletin de l’Académie de Belgique a. 1901 p. 549-589, et 
plure alio. Substitutione de signo d per «|» elimina omni ambiguitate. 

Vide Encyclopædie t.2 p. 69. 


de 51 uelntv.feqfu.lf'u, fu eq.meQ . 7). 
x Qnnalhe Cle'u . Numh EN, . l'u,lueh : re 1° (Numh—1) .),. 
hk—min h<n Da . sfu,h)—S{(fu) <m)] 
\ DARBOUX a.1875 p.66 | 


min 


ebl 
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S'(f,u), que nos defini ut limite infero de valores de s'if,u,h), es etiam 
limite de s'(/,u,h), quando varia lege de divisione À, in modo que maximo 
amplitudo de intervallos partiale verge ad 0. Ce limite non es «lim» de 
successione, definito in p.214; et non es limite de uno vel plure variabile 
continuo, considerato in p.230 et sequentes. Nam lege de divisione À de- 
pende de puncetos de divisione, et Num cresce sine limite, quando ampli- 
tudo de omni intervallo verge ad 0. Ergo vocabulo «limite» habe novo 
valore. Nos elimina suo definitione, cum enuntiato sequente de theorema 
de Darboux: 


«Si f es functione reale dato in intervallo «, limitato supra et infra, tune, 
si nos fixa quantitate positivo m (parvo ad arbitrio), semper existe alio 
quantitate positivo n, ita ut, pro omni divisione À de intervallo «, in 
numero finito de partes, si amplitudo de omni parte es minore de n, tune 
differentia inter s’ respondente ad divisione /, et integrale supero, semper 
es minore de m >. 

Idea «limite» pote etiam reducto ad limite de successione, per Slim 
P42-7 (p.233). Ut casu particulare, si nos divide intervallo in x partes 
æquale, tune : 


2 Hp1.a=lu.b=l'u II S(, ab) — 
lims’{f, ab, a+(0""#1b—a)/n]\n Dip 


‘3  Hp'2. Sab) eq .). Sa b) = 
(b—a) lim SjAfla + r(b—a) n]fr, 0-1) |n 

Integrale, si existe, diviso per longore de intervallo, es limite de valore 
medio arithmetico inter x valore de functione, respondentes ad valores 


de variabile in progressione arithmetico. Plure auctore voca isto limite 
« valore medio de functione >». 


+ 56. DECOMPOSITIONE DE INTERVALLO BASI. 


a,beq . «D. feqfa Th. fau, \f'ab € q. re ab >): 
0 Sat =S{(f, ae) + SG, CD) 


a et b es quantitate, a es minore de b: f es quantitate 
functione dato in intervallo ab a ad b, et habe limite supero 
et infero de suo valores, ambo finito ; et « es valore interno 
ad intervallo ab « ad d. Tunc integrale supero de f, ab a ad b. 
vale integrale supero de f ab a ad c, plus integrale supero de 
fabe ad b. 








Den. he Cls'a Th. Numd € No. ceh I. 
Sa b, hi = Si, Te head Ta ESP, ed, ine Th) . 
Oper 1, D. P 
In vero, nos sume divisione } de intervallo totale, in numero finito, 
que contine puncto c. Tune polygono cireumseripto, super basi ab a ad b, 
diviso per X. vale polygono super basi «Te, plus polygono super basi 
cb, diviso per punctos de À pertinente ad duo intervallo partiale. 
Nos opera per limite infero, et seque theorema. 


‘1 (5,5) Po 
Ita pro integrale infero. 
2 Sa beq =. SG, ac), SU, cb) eq 
3 NAT be DD. SG AD) = SE ATOS (f, cd 
| P-0:1.2. P | 
Si functione fes integrabile in intervallo ab « ad b, tunc es 
integrabile in ambo intervallo ab 4 ad c et abc ad b; et vice- 


versa. Et integrale ab a ad d vale integrale ab « ad c, plus 
integrale ab c ad b. 


+ ©. INTEGRALE DE SUMMA. 


"e Intv. figegfu. lf‘, Lf, l'g‘u, lg'u eq ._): 
‘0 STfr+g9nr 1 S Sp) + S'gu) . 
S—————— ES ———$S —— 
Si in intervallo x es dato duo functione f et y, ambo limi- 
tato supra et infra, tunc integrale supero de summa fx + gr. 
ubi varia x in #, es minore aut æquale ad summa de integrales. 


Dem. a,beu ID faq a bd D fa db + gd DI). 
l'c-+gr)lr a db SIAT gd D. P 


4 Sud, Sg) eq DI Sfr gui, | = Sfr S (go 
| POP] 


Si ambo functione es integrabile, tune integrale de summa 
vale summa de integrales. 
Si uno solo termine es integrabile, tune : 


2 Sf eq DI. Sage, u| = S[0+S(9,1) 
S————- = S(510)45(4.4) 


4 
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3 meQ DD S'imfr=mS{fu) . S{mf,u) = mS(fu) 
Lice commuta integrale supero et infero cum factore po- 
sitivo. 


4 S_wM=-S(f,) 

Si nos muta signo ad functione, integrale supero fi infero. 
8 Su) Eq. meq ._). Sunfru) = mN(fu) 

Lice transporta factore constante ex signo integrale. 

‘6 Sa b)=(b—-u)Sif at(6—-4)3]|3, 0! 

TS AD) = SIA»), —T—-a 


* 3. - cres S 


‘4 «elntv. fe(qfu)eres, DD S(fu) eq 
Omni functione reale, crescente dum varia, es integrabile. 


Den. uzliu.b=l'u.neN, I). 
s.[fa Td, a-:-b—a)\(0°-n)/n] = (b—a)Z;f[a-}-r(b—a)jn]r,0(m—1n . 


s'[ » ]= (—a«)S; » d'in . 
s'(» sua» 1=(b—aifb—fa ln (1) 
(1) .D. 1{(b—a) fb—fa)n n° N,]=0 2, 


(2) DI Sf, a bi=S{f, ab) DI. P 


Si funetione es crescente (cres,), rectangulo inseripto x,(f,t), ubi uw es 
intervallo dato, vel suo parte, habe altore aquale ad primo valore de 
functione ; et rectangulo circumscripto »'(7,4) habe altore æquale ad ultimo. 

Nos divide intervallo dato ab in x partes æquale, cum valore a+-(b—a)x 
(0-**n)fa. Tunc polygono circumscripto minus polygono inscripto vale 
differentia de valores extremo de funetione multiplicato per long-ore de 
intervallo partiale (b—a)/n. 

Limite infero de differentia s'—s,, ubi varia », es zero. 

Ergo integrale supero æqua integrale infero, et functione es integrabile. 


‘2 ne Intv./fe (qfu)jdecr, ) S{fu) eq 


Idem pro functione decrescente. Ergo si functione es tale que 
intervallo de integratione pote es diviso in partes in numero 
finito, ita ut in omni parte functione es monotono, id es vel 
crescente vel decrescente, tunc functione es integrabile. 
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+ 9. cont S 


ue Intv . fe (qfu)cont ._). S(fu) eq 
Dem. $cont P1:3 (pag. 239). heQ (DI. AN, mare 0° (2-1) (Dr. 
l'f‘[a+(r+0)(b—a)/n] — 1Lf‘[at+r+0) b—an] < È | DI. 
qN, m3)s'[f, ad, a+(0°n)(b—a)/n] — 8.[...] < (b—a)h: (1) 
(1) D. Sad) —S{(f, «a bd) =0 DID P 


Omni functione continuo es integrabile. 


In vero, pro theorema de continuitate æquabile, dato numero positivo À 
(parvo ad arbitrio), nos pote divide intervallo ad in numero satis magno n 
de partes æquale, ut differentia inter limite supero et limite infero de va- 
lores de functione (vel suo oscillatione) in omni intervallo partiale, es minore 
que À. Tunc differentia inter polygonos circumscripto et inscripto s’ et s, es 
minore de (b—a)}, quantitate parvo ad arbitrio. Seque æqualitate de inte- 
grales supero et infero. 


% 10. THEOREMA DE VALORE MEDIO. 


ue Intv . fe qfu . l'f‘u, lf'u eq .)): 

0 S(fu) eq ._). Su) e (Longu)XMedf‘v 

Integrale vale longore de intervallo multiplicato per valore 
medio inter valores de functione. 


‘4 ge Qfu.l'g'u eq . S(g,u) EQ. ). 
l'f'u xXS(g,u) = S(faxgr|e,u) 3 Sfxxgxlx,u) & Lf'u XS(g,u) 
Dem. ceu DI) lfuS fx Slf'u. (lf'uÿyr = frxXgze S A f'u)Xgr 

Si in intervallo x es dato alio functione g positivo limitato 
et integrabile, tunc integrale supero, et integrale infero de 
producto fxXg , ubi varia x, in », vale integrale de g per 
valore medio inter valores de /. 

Es vocato « theorema de valore medio de integrale ». 


Cauchy, a.1823 4.2 t.4 p.138, et Dirichlet, a.1837 t.1 p.138, enuntia illo 
pro functio continuo. 

Vide MA. a.1874 t.7 p.605, JAM. a.1874 s.2 t.3 p.293, et Pringsheim 
MiinchenA. a.1900 p.209. 
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2 geQfu.l'gineq I 
(I f'u)xSg,) = S(frexgr|r io = Sifrxgrlr uw) = f'u)XS qu) 

‘3 a,beq.a<b. fe qfa db. lf'a Db, 1f'ab eq . ge(qfa bjcrs, 

D). a abc Sifxg,aTb = (90)S(f, a TO+(9bS(f, cb) ] 

4 (S, | S)P:3 i BONNET JdM. a.1849 p.249; 


P:3 = « secundo theoreina de valore medio ». 


+ 110 INTEGRALE INTER LIMITES, 


"e Intv . fe (qfu)coct ._). 


0 ryEu. y I. SG x,y) =S(f, x y) Df 
Sf ya) = —S(f, x y) Df 
. Sfaax)=0 Df 


Si in # functione f es continuo, tune S(f; x,y) lege : « inte- 
grale de f ab x ad y» indica integrale de fin intervallo 7, 
si X<y, et idem integrale, cum signo mutato, si X>y. 

Integrale ita definito non es functione de intervallo de inte- 
gratione, sed es functione alterno de duo valores x et y, que 
vocare « limites de integratione ». In loco de S(f;,y) in libros 


| y 
commune es scripto | = di. 


1 yen DD. SG y.) = —S(fi x.y) 
2 ye.) SG ay) + SG 1,5 + Sf 2,x) = 0 
3 2,yeu . Xe . >). S(f y) y—a) € Mediof‘r y 


+ 12. RELATIONE INTER DERIVATA ET INTEGRALE. 


‘1 »gIntv. fe (qfu)cont.a,reu ._). DIS(fi 4,2) |5, ur = fa 
Dem. DIS(fra.2)!z,u]o = lim;[S(f5a,2) — S(fia,r)] (zx) |z, 4, a 
= lim|S(f;x,2z) (2) le, uw, à] 
= lim(Medf‘vr 2 zu, a\ = fa 

Si in intervallo « es dato f functione continuo, et duo valore 
a et 2, tunc derivata de integrale de f, ab a ad 5, ubi varia 5 
in #, pro valore x, vale fr. 
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Ergo omni functione continuo es derivata de alio functione, 
id es de suo integrale ab limite fixo ad limite variabile. 

Plure Auctore voca < integrale indefinito » integrale de fun- 
ctione ab limite fixo ad limite variabile. 


‘2 ueIntv.fDfe (qfu)jcont . a,beu ._). S(Df a,b) = A(f; a,b) 
Dem. 86 P1 9. DIS a,zizu = Die .D. SDfa,r;) = fa—fa 

Si in intervallo « es dato functione f cum derivata continuo, 
et duo valore a et b, tunc integrale de derivata de f ab a ad 
b vale incremento de functione. 

Ce theorema da importante regula sequente, pro calculo de 
S(fa,b). Quære functione 9, tale que D9=/f. Tunc integrale vale 
gb—ga. Determinatione de functione g pote es facile, aut minus 
secundo natura de functione f. 


% 131 «beq.a<D.fDf e qFaTb.lDf'a db, 1Df'a ‘b eq 
‘Di SDS, a 0) = fb—-fa S SDF, ad) 

Si functione f habe derivata in intervallo de « ad b, et 
systema de valores de derivata es finito, tunc incremento de 
functione es inter integrale infero et integrale supero de 
derivata. 

Dem. 
ye bd. SD P22 9. 14M Df Ty Sy fr S(y—x)'Df x y 
he Cls'aTb . Num eN5 DI. sDf, ab, h) SS fb—fa Ss'(Df, ad, h) 


‘2  Hp'1.S(Df, a 0) eq DI. SDF, « = fb—fa 
[P-1 D P] 
Si derivata de f es integrabile, tunc integrale de derivata 
vale incremento de functione. 


+ 14. INTEGRATIONE PER PARTES. 


a,beq . f,9, Df, Dg € (AFa ‘bjcont ._). 
SX Dg; a,b) = (fb (40) — (falga) — S(gxDfi a,b) 
Dem. re ED D. D(frX gx [ra bjr = fax Dgx + gx X fe I: 
AlfeXga £; a,b) = S(frX Dyx a ; ab) + Sigr X Dfxls: ab) I. P 


Decompone functione integrando in producto de functione f 
per derivata de functione g. Tune integrale consta ex duo 
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parte : incremento de producto fx—gx, ubi x varia inter limites 
de integrale, minus integrale de producto de g per derivata 
de f. Resulta ex derivata de producto. 


‘1 fe gf0.1f‘0,1f°0, l'g'6, 1g‘6 eq . S(f,9), S(g,6) eq I) 
S(g.r S(f, 02) |x, 81 + Sfr Sg, 02) (x, 0] = $(8) x S(9,8) 
: J. THOMAE a.1875 Zm. t.20 p.475 ! 


Integratione per partes sine signo D. 


% 19. SUBSTITUTIONE IN INTEGRALE. 


a,beq . g, Dg € (qFa' ‘bjcont . fe [qF(g‘aTb)]cont .7). 
S(f ga, gb) = S(fgeXDgx |x; a,b) 
Dem. ce 6. SD 9.2. D[S(F ga,gx) |x, a dle 
= DIS ga,y) ly, g'a blgr x Dgx = fga x Dgx 

Dato duo quantitate « et b, et g, functione reale definito in 
interyallo ab « ad b, cum derivata continuo, et functione f 
definito in campo de valores sumpto per g in intervallo a, 
et continuo, tunc integrale de functione f, ab ga ad gb vale 
integrale de producto /gxXDg:r, ubi varia x ab a ad b. 

Id es, in calculo de S(fy |y: ga, gb), substitue y = gr, multi- 
plica /gx per Dg.r, et integra, pro +, inter limites a et b, 
respondentes in relatione y=—gx ad limites de antiquo integrale. 

Resulta de derivata de functione de functione, pag. 281. 


4 fe (QfO)cont . ge gflOS(f,0)]cont .)). 
S[g, OS(f,9)] = Sifaxg{S(f.0x)] |r, 6! 


Integratione « per substitutione », scripto sine signo D. 


de 16. INTEGRALE DE POTESTATE. 


meQ, ._). S(x”"ix, 0) = /(n+1) 


Si m es numero positivo aut nullo, integrale de >”, ubi 
varia æ, de 0 ad 1 vale 1/(m+1). 
Primo integrale importante, que occurre in Mathematica. 





VII. $1 S 351 


Dem. 1 S(æn|x, 0) = S[Damt1/(m+1)|x, 0] 

= A[xmt1/(m+1)|x, 0] = 1/m+1) 
In vero, integrale de” vale integrale de derivata de x#+1 (in +1. ergo 
vale incremento de isto functione. 


Dem. 2 
neN, . 82 PT1 ID. s'frmlx, 6, (00) = Xl em onm+1 > 1/(m-i-1) . 
s[(æm|æ, 6, (0a |] <1im+t). 81... si.) =1n D. P 


Divide intervallo 0 in x partes æquale. 

Summa s' de rectangulos cireumscripto ad figura vale summa de pote- 
states m de numeros naturale de 1 ad », diviso per r ad m+1, que supera 
1/(m+-1), per theorema de Algebra (pag. 123). 

Summa s, de rectangulos inseripto in figura vale summa de potestates 
m de numeros de 0 ad #7—1, diviso per » ad m+1, que es minore de 
1/(m+1:. 

i Differentia de polvgono circumseripto et inscripto vale 1°, quantitate 
parvo ad arbitrio. 

Ergo integrale, minore de primo summa, et majore de scecundo, vale 
Jimi). 


Historia. 


Pro m=1, S{trir, 0) = 1/2 dice que area de triangulo vale producto 
de basi per altitudine, diviso per 2. Euclide, 1.1 P34, pro demonstra isto 
regula, divide parallelogrammo in duo triangulo æquale per diagonale. 

Nos pote traduce in symbolos analytico ce Dm ut seque: 


PT67 9. Sr le, 0) =S(1-x)]x, 0] (1) 
PEL > Sr |”, 9) + SIA) fx, 0]=1 (2) 
(1). (2) (DD. S(x |, 0) = !2 


Lege : « Area de triangulo (0,0), (1,0,, (1,1), vale area de triangulo (0,0), 
(0,1ì, (1,1), ut resulta de superpositione, vel de regula de Caleulo integrale. 
Summa de duo area vale 1. Ergo integrale dato vale /2 ». 


Pro m=2, S(x*x, 0) = 1/3 dice que volumen de pyramide vale producto 
de basi per altitudine, diviso per 3. Euclide, 1.12 P7, pro demonstra regula 
decompone prisma in tres pvramide. 

Sr, 0) = SK1—x)? |r, 0] = 2S[v1—x) [x, 6) (1) 

Summa de tres pyramide vale prisma totale: 

Sa? |x, 0) + S[(1—x)? |r, 0] + 2S[x(1—r1]r, 6] =1 (2) 
(1). (2) (D. S(&* kr, 0) =/8 ] 

Archimede stude idem integrale in calculo de area de suo spirale, 
de barycentro de triangulo, et de arca de parabola. Suo ratiocinio es 
circa ut seque (xeoi élixr P10-24): 

[ S(&'{x, 0) = limS[fr/n)? |, L'nlu |a = limX1:n)? 3 | 

= limn(n+1/2n 41° 629) | = lim1+/2)(1+/@x} 130 = ] 
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i B. CAVALIERI a.1639 p.524: « se in un parallelogrammo, de- 
scritto il diametro, intenderemo tirate parallele ad un lato di esso quante 
se ne possono tirare, indefinitamente di qua e di là prolungate, la parte 
di esse che resta nel parallelogrammo, cioè (per parlare nella lingua usata 
in essa geometria) tutte le lince del parallelogrammo saranno doppie di 
tutte le linee comprese in uno dei fatti triangoli. Tutti i quadrati del pa- 
rallelogrammo saranno tripli di tutti i quadrati dello stesso triangolo. Tutti 
i cubi saranno quadrupli di tutti i cubi. Tutti i biquadrati saranno quin- 
tupli di tutti i biquadrati (intendo sempre quelli del parallelogrammo di 
quelli del detto triangolo). Donde argomento probabilmente che tutti li 
quadricubi saranno sestupli di tutti i quadricubi. Tutti i cubicubi saranno 
settupli di tutti i cubicubi, e così in infinito secondo i numeri continua- 
mente susseguenti. » | 


i FERMAT t.1 p.195 ; edito per Mersenne a.1644 ! 

Fermat da ce theorema cum hypothesi meR, in calculo de area de 
parabola yn = x". Area de parallelogrammo circumscripto es ad parabola 
«ut summa exponentium ambarum potestatum ad exponentem potestatis 
applicatarum... | SN: |r, 0] = n/ m+n) |>. 


% 17. INTEGRALE DE FUNCTIONE INTEGRO. 


3 neN,.ae qf0"n.eq 2). 
Six(a x" | r, 0°**n) LC; 0,74 — Sa @"""(n—r +1) | r, Or] 
Integrale de functione integro de gradu » es functione in- 
tegro de gradu nr+1. 





18. 
* ue Intv . fe qt . l'modf'u £Q .7). mod S'(f,v) < S'(modf, ") 
2 » » » mod S(f,4) S » 
‘3 abeq.a<b _). Ssen, a db) = modh — moda 
4 a€Q I. S(E,9a)=[Pat+(Ea—1)/2]Ea 
‘3 18Q ID. S(,9a)=[(Ba}+Ea] 2 
‘6 S'{(lim sgn Bar ln) |, O] =1 
S >» » » —=0 


Fuuctione que, per .r rationale vale 0, et per :r irrationale vale 1, habe 
integrales supero et infero differente, et non es integrabile. (Dirichlet 
t. 1 p.132: Pro expressione analytico de functione, vide Slim 16-2-21 p.219. 


ind 








% 19. INTEGRALE DE FUNCTIONE RATIONALE. 


0 xeQ I. S(/ 1, x) = logx 
Dem. S(/; 1,2) = S(D log; 1,2) = 4(log; 1,x) = loga 

Si x es quantitate positivo, integrale de functione reciproco, 
vel 1/x, ubi varia x, ab 1 ad x, vale logarithmo naturale de 
x. Pote es sumpto ut definitione de logarithmo. 

Gregorius a S. Vincentio in Opus Geometricum, Antverpiae a.1647 
p.594 vide proprietate characteristico de area de hyperbola |[S(/,17a)], que 
seque : ame QI. S(/,1 Tam) = mS(/, 1 a). 

Alfonso de Sarasa in opuseulo : Solutio problematis a R. P. Marino 


Mersennio minimo propositi, Antverpiae a.1649 p.7, gno que areas de hyper- 
bola responde ad logarithmos. 


‘4 abeq.ae=0.b/a>0 ._) S(/; a,b) = log(b/a) 
Integrale de functione ; « reciproco » in intervallo que non 
contine valore 0, ubi functione non es finito. 


2 a,bx,y eq. del). (x —a)y—a\x—b\y—Dd) OLI. 
Si/(e-ae-D)]|.r; r'yl = 
/(b—a) logi[Y—a)/Yy—b)]/[(a—a)/(x—b)}; 
Quantitate sub signo log vocare « biratione » de quatuor numero x,y,0,b. 
Dem. 1/[(x—a)(x—b)] = [1/(x—d)—1/(e—a)}{(b—a) 
In vero, nos decompone fractione integrando in summa de duo fractione, 
ut es exposito in pag. 309. 


8 æxeq ._). S[1/1+2*)|x; 0,x] = tang ‘x 
Dem. 1 $DP18:4 (pag. 285) D) P 
Dem. 2 S(1/14-23)x; 0,2] = Sil/((e—a\e+d]c; 0,æ! = 
[1/20 Jog{(l+xi)/(1—xi)] = tanga. 


‘4 neN+1.a,xE€q. an 0.x/a O .). 
S1/2*|x; aa) = (1/a"* — 1/0" )/(n1) 


Dato functione rationale, vel quotiente de duo functione in- 
tegro, si nos nosce radices de denominatore, fractione es de- 
componibile in fractiones de forma c/(x—a)". Vide pag. 309. Si 
m>1, suo integrale es dato per Prop. ‘4 et es rationale. Si 
m = 1, suo integrale, dato per Prop. ‘4 es logarithmo. Ergo 
omni funetione rationale habe funetione primitivo, que pote es 
expresso per functiones rationale et per logarithmos. 


Formul. t. 5 23 
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de 20. INTEGRALES IMPROPRIO. 


Si intervallo de integratione es infinito, aut si functione fi 
infinito in intervallo de integratione, definitione de integrale 
dato in Prop. 1-4 non vale; nam uno termine de summa 5”, 
vel s, es infinito. 

In isto casu, Auctores pone definitiones sequente : 

‘4 «eq. fegf(at+Q) 2). 

S(f, a+Q) = lim[S( a Td)lb, «+Q, ©) Df 

Si f es functione reale de valores de a ad x, integrale de /, extenso de a 


ad cc es limite de integrale de a ad b. ubi varia d, sume valores supra a, 
et verge ad co. 


‘2 beq.fegfib—Q) ._). 
Sf b—Q,) = limIS(, able, b—Q, —© ] Df 


‘3° fe qtq YI. Sg) = limlS/ a+Q)0, q, —x ] Df 
‘4 aeq. fe Qfa+Q). Sf a+Q) eQ DD. 0e Lm(f, a+0Q, x) 
+5 Hp P'4 ._). 0€ Lm(xfr |a, a+. 

‘81 4€Q .S(fq)eq I. Sif(ær)ir, q] — Na) ja 

#2 «eq . S(f4) eq .). S[f(a+r)hr, | = Sa) x, 


‘6 abeq. a<b. ve gf(a 6). l'mod «(ab =: ET de 
l' mod (eb) £Q DI. Su, a Td) = lim{N(s,  b)le, ab, a] Df 


N 











7 — — —__—__—__—_——P — 

l' mod «(ae EQ ——— ———— ad € —b] DR 
18 I 2eewo-à_ “=” N ile ad ded Ì 

l' mod (ed) eQ :_). Ths P6 Df 


Integrales definito per P ‘1:2:3:6-7:8 vocare « integrales singulare \Cau- 
chy a. 1823), aut improprio », et indicare per : A 


ò +e 
Î fr dr Î fada: Î fx de 


Non semper isto integrales existe; si illo existe, et habe valore finito, es 
dicto convergente. | 

Quando Df:3:6 ne es applicabile, Cauchy ' Œuvres s.1 t.1 p.477) con- 
sidera « valore principale de integrale », que, secundo Riemann p.241, 
ne habe grande utilitate. 
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2141 S(/,1+Q=0 
9 nel+Q DI. Se "xe, 1+Q = /(n—1) 


} TORRICELLI a.1644, pro er FERMAT t.2 p. 338; WALLIS 
a.1655 t.1 p.409 | 


+ 22. a S 
‘0 S[/(1+2°) |x, 0] = 7/4 
S[/(1+2) le, Q=a/2 .  S( Aa) fe, ql = 


4 aeQ . 2). S[/(a°+x°) x, ql = 2/0 

[ (a+) x, a] = Dfat-l(xja)x, q] |] 
‘2 aëQ.b,ceq.ac—b >0.). 

S/(ax"+2bx+0) fr, ql = a/Nac—0) 
[ xeq .2). ar +2bx+c) = a; [(ax+b}+ac—b!] 
= Di Kac—bt) t-1[(ax+-b)\Kac—b?)]|æ, q, x! ] 

8 S[/(1+2) Lx, QI = Sfx/(1+2) |x, Q] = 22/(343) 
4 S1/1+x) fx, ql = S[2°/(1+24) fx, ql = mf /2 
5 abeQ I. Si /((2+2%(0°+23)] fx, qi = x/[ab(a+b)] 

[Aa] = [/(@°+2%) — /(0°+2)]/0°—a®) | 
6 abeQ I Sae/((a°+2(0+23)] |x, gf = 2/(0+D) 

[ 2°/[(a*-+x®(0+x®)] = [6°/(b°+2) — a8f(a°+x?)]/b°—a®) |] 
‘7 ab,ceQ I. S[/(a+br+er)|x,ql = Sfax /(ax* + ba" +0) |x,q] 





= 7/\{ab+2aar)] i PLANA TurinM. a.1820 | 
‘8 S[ T/( (14225)|x, QI = IAA Le, QI = S[2t/(1+2) |x, QI 


rt 


‘2-8 EULER Calc. Int. a. 1768 t.1 83553 t.4 s.4 $105 | 


| ‘9 aeQ. MEN, I S[/(a +2)" |x,Q] — 
II}(2r-1)/(27) [al «nta art) 


ke 230 ‘fe (QfQ)decr I: SN) EQ =. SQ) EQ 
i MACLAURIN a.1742 p.289 | 
[ Hp.neN, -D. Z(f, 0° n) > S[7, Tu+1)] > 2/0: G+10]—/ .D. Ths ] 
Si f es functione positivo et decrescente de variabile inter 
0 et + 00, tunc conditione necessario et sufficiente pro conver- 


gentia de serie /0 + f1 + /2 +, es convergentia de integrale 
de f de 0 ad + «. 
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| In vero, summa /0 + f1 + ... + fn supera integrale de 0 ad n-+1, que 
supera summa f1 + f2 + ... + /(n+1). Ergo, si summa de serie es finito, 
tunc integrale, que es minore de summa de serie, es finito. Et si integrale 
cs finito, serie f1 + f2 +... habe valore finito, minore de integrale; et 
addito f0, seque convergentia de serie dato. 

Plure tractato de Calculo tribue isto theorema ad Cauchy, a. 1821. 

Exemplo. Si in loco de f nos pone /(14+x) x, de S(/, 14+-Q) = x, Prop 211, 
seque Z(/, Ni) = (Slim P23-1, pag. 223), et viceversa. 

Si f = /(14-x)" x, ubi ne 14-Q, de P21:2 seque EN, eQ (8lim P23:3 p.223). 





do 24. FUNCTIONES IRRATIONALE. 


‘1 axeq.). SIAM +23)|x; 0,7] = logil [re + a +r")]/a; 
[ SD P14 (p.284) D P] 


2 a,xeq ._). SK +2x)|x; 0,x] = 
aa +2)/2 + a'logi[x+Ka'+2")]/a}/2 
L DiaKaï+æ?) x, qle = Ka+a)+aNa°+x*) = 
Kaas) (a+ Kart) — aa) = Aa) a (a+) 
D. 25Ka'+2r9) x; 0,7] = aKa+xt)+aS[Ka+xt) 1; 0,æ]. P-1.. P | 





‘3 aeQ.ye0a . I. S[,Ka—y) |y, Oy] = sS ‘(y/a) 
‘4 aeQ.yeOa . I. Silla -—y, Oy] = 
[Imfa'—)+a's '(y/a)}/2 


‘8 SNI—2)x, 0] = 7/4 i WALLIS a.1655 p.417 : 

« Circulus ad Quadratum Diametri, (vel etiam Ellipsis quælibet ad Paral- 
lelogrammum sibi circumscriptum), eam habet rationem, quam habent 
Radices Quadraticæ universales Residuorum seriei infinite Æqualium serie 
Secundanorum mulctatæ, ad seriem illam Aqualium. »! 

Versione: Ratione de circulo ad quadrato de diametro, vel x/4, equa 
summa universale (integrale) de radice quadratico de 1 minus potestate 
secundo de variabile, vel de K1—x?). 


6 aeQ.ye0a I. Sil(a—y)/yl|ly, Oyi = 
Jya—y)]+a/2c"[(a—2y)/a] 
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d 25. INTEGRALE EULERIANO. 


mne Q—1 .): ‘0 S[x"{1—-x)"|x, 0] € Q 

Si m et n es quantitate superiore ad —1, integrale considerato habe 
valore positivo determinato et finito. 

Euler stude ce integrale in TorinoM. t.3 a.1762, PetrNC. a.1772, 
PetrNA. a.1779. 

Le gendre, Exerc. t.1 p.221, t.2 p.3, voca illo « integrale Euleriano de 
primo specie»; quem Binet, a.1839 JP. c.27, indica per B(m+1,n+1). 


‘1 S[e*1—2)"|x, 0] = S[x"*(1-—x)"|2, 0) 
[ A—-x)x D.P] 


Integrale non varia si nos permuta m et n. Resulta de substitutione 1—x 
in loco de x. 


‘2 S[x**"{1—x)"|x, 0] = (m+1)(mtn+2) S[x"(1—x)"|x, 61) 
[ D[ertL1d—-2x)+1 x, 0]c = (m+1)e"(1-2)Mt1-(n+1)emt1(1—-2) » 
= (m4 Lam (ia) — (m-+n+2)oem+ 110) (1) 
(1) 2. (m+DS[em(1—x)n e, 6] (mn 42) am(1—x |, 6) 
= A[am+i(i—xh+1 ic ; 0,1] = 0 DD. P ] 
Formula de reductione. Exprime integrale, ubi exponentes es m+1 et », 
per idem integrale, respondente ad exponentes m et n. 


‘3 neN, Dì Sle*1—-2)"]x, 0) = n!/ Hin+1+40""») 

Dem. 1° S[xm1—x)®|x, 0] = SiE(--Dr C(n+r)e®t ir, 0°] |, 6: 
= Z[(—1)" C(n.7) /(m+r ED fr. On) 
IN $ JT P6:2 (p.130) .D. P 

Dem. 2 P*2°. P20:1:.). P 

Si uno de exponentes, p. ex. n es integro, integrale habe valore ratio- 
nale. Hoc resulta ex Algebra, vel ex regula de reductione precedente ; 
nam post subtractione de 1 unitate, plure vice, nos redde illo = 0, et nos 
habe integrale de potentia. 


‘4 mmeN, ). S{x"(1—2)" |x, 0) = 00 n1/ (n+r+1)! 
= 1/{(:12+2+1) Cin+n,m)] 
i WALLIS a.1655 p.428-433 ; STIRLING a.1730 p.125 j 
Si ambo exponente es integro, formula habe expressione scripto in P*4. 
Si nos trahe C(m-+n,m) de P'4, nos exprime numero de combinationes 
per integrale Euleriano, que habe seusu et pro m et » non integro. 


8 Sfe"(1—2)*|x,0] = S{x"/(14+2)" "la, Q] 
| x{1+a) æ D. P ] 
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‘6 mneN,.m<n ._). Sle*'/(1+x"*)|x, Q] = x/In s(ma/n)) 
i EULER BerolMisc. a.1743 t.7 p.151 | 


7 a€0 .). SIx"(1—x) “x, 0] = x/s(an) 


8 ab. mneQ, DI S{x**"(1—x)" "x, 0] = 
Im +a) H(ln —a) / (m+n+1) (aa)/sin(ra) 
i EULER BerolMisc. a.1743 t.7 p.181 ! 


Integrale precedente pote es expresso per x, pro m+?» integro. 


% 26. e S 


4 æeq ._). S(e'|x; 0,a) = e°—1 | Dieze, ge =ez D. P] 
2 aeQul.xeq ._). S(a”|x;0,x) = (a”—1)/loga 

Dem. 1 D(az jloga x, q)x = «a YI). P 

Dem. 2 S(az x; 0,æ) = elimZaNrx/n)|r, 0°-(n—1)}/n n 


= lima —1)[aNx/n)—1]!n 
= (ar —1)flim;[aNKa/n)-1]/((n/e)|lr =... 


3 S(e “x, Q) = 1 
[ S(e-z|x, Q) = lim{S(e-z fr, 01) |xr,Q, © | 
= lim(i—e-r) » = | 


‘4 aeQ.). Ser, Q) = /a | 
5 n€eQ .). S(e "x" |r, Q) = nS(e "x" x, Q) 


[ æeQ ID. Die-z arr, Qx = ne-r æn-1 —e-x n 1) 
» . (1) (D. etan = nS(e-r an x, 6x) — Sie-z in |r, 0x) (2) 

(2). Oper lim .D). P | 

6 EN, I). S(e "x" }x, Q) = n! [ P-36 .D. P] 


« Integrale euleriano de secundo specie», quem Legendre Exrer. t.2, 
p.4 indica per l'(n+1); illo exprime functio de n, que pro n integro coin- 
cide cum functione n!. 
7 neN,. aeQ I. S(e xe" |xr, Q) = ala”! [ ale P-6 .D. P] 
8 neN, EQ. e°S(e '3"|3, x+Q) = n! x(0°/7#1 |r, 0°) 
‘9 mneQ—1 I. Sk”(1-2)"|x, 0] = 
S(e *x"|x, Q) x Se “x"lx, Q) / S(e x" "1x, Q) 


Expressione de integrale Euleriano de primo specie per integrale Eule- 
riano de secundo specie. 
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4 xe"S(e */213,x+0Q) = S{(—1'rlx "fr, 0 (n—1)] 
+(—1)"re"S(e */3%"1|2, re t+Q) 


2 are Se /515, x+Q) — SIL) la” 
0(—1)"ntx"" 
i LAGUERRE BsF. a.1879 t.7 p.12; Oeuvres t.1 p.4283 | 


« Logarithmo - integrale » ; (Soldner a. 1809), « hyperlogarithmo » 

(Mascheroni), « Logologarithmo (Caluso)». Indicare per «lie», 

Terminos de serie 1—1/c+2!/x?—3!?+ ... es reciproco de terminos de * 
serie exponentiale e-r = 1—x/1+:x?/2!— ... Ergo serie considerato es diver- 
gente pro omni valore positivo de x. Sed differentia inter summa de suo 
primos » termine et logarithio - integrale, habe expressione simplice, ct 
que pote es utile in calculo numerico. 

Resto minue, dum #<x; postea cresce sine limite. Serie de typo præce- 
dente vocare « semi-convergente ». 

Exemplo: pro x = 100: 

100e100S(c-4/3 z, 100+Q) = 1 — 0:01 + 0:0002 — 0-000006 + 0-00000024 

= 0-99019424 

cum errore negativo, minore de 10\—8. 





r, O"(n—1)] € 


o 28. sin cos S 


‘0 S(s, 97/2) = S(c, 07,2) —=1 
‘1 agg.) S(s; 0,a) — 1—ca ‘ KEPLER a.1605, t.3 p.105: 


a.1609 t.3 p.391: «... pro summis rectorum utimur simplicibus sinibus versis» : 
Versione : integrale de sinu (recto) vale sinu verso, vel 1—cosinu. 
Vide id. a.1618, t.6 p.407. 
Dem. 1 S(s; 0,4) = S(D—e; 0,a) = —ca+c0 = 1—ca 
Dem. 2  S(s; 0,0) = lim(a/n)Z{s(ra/n) |r, 1x] |a 
= 8(a/2) lim (a/n\s[(n+1)a/(2n)] /s[a/(2n\1] 1 
= 2s(a/2) lim s[(a/2YX14-/2)] a/(2n\/s[a/(2n)] | 
= 2'sa'2}} =1-ca ] 


2 mensx0.). S[e”i x, 207] —0 
[ S[...] = AeNmix);(mi) x; 0,27] = 0 | 


‘3 mnen. Mezzini. ). 
S{s(mx) s(nx) (x, On] = S[c(Ma) c(nx) 





x, On] =0 


‘31 m,nen.). S[s(ma)c(na)|e, On] =0 
[ P-2. Dfsin . Dfcos .D. P'3:31 | 
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‘4 MEN, ._). S[c(ma)|x, On] = S[s(ma)|x, On] = 2/2 

‘5 meQ ._). SI(80)"]x,0x/2)) = Sf(cx)*|x, Ox/2] 

‘54 S[(ex) |x, 92/2] = S[(co) |x, 6x/2]= 2/4 

‘6 ne 2+0Q, .). Sf(cx)"|æx,97/2] = (n—1}/n S[(cx)"|x,09x/2] 


% 291 inmeQ,. I. 
S[e"(1—2)" |x, 0] = 2S[(80)?*+!cx)?+1 |x, 0a /2] 
2 neN,._).S{(sx)" |x, 07/2] = S[(cr)” |x, 07/2] = 
II2(:"n)—-1]/1112(1n)]Xx/2 = C(2n,n)/2" x 2/2 
‘3° neN, ID. S{(sx)""']æ, 01/2] = S[(cx)""'|x, 02/2] = 
T1(2(1°-)]/2(2(1-*n)+1] = 2°*/[(22+1) C(2n,n)] 
[ P28-5-6 .D. P-2:3 ] 


Eq . >): 

‘4 neN, .). S{(se)"|x; 0,x]— 
X}(-1)"T C,r}sin[(2n—2r}r]/(2n—2r)|x, 0°(n_1)}/2997! 
+ e COn,n)/2% 

‘5 neN, .) S[(cx)"]|æ; 0,7] = 
X}C(27,2) sin[(2n—2r)x]/(2n—2r)|r, O(n—1)4/2 1 + 
ce C(2n,n)/2 

[ $e P15:3 (D. P‘45 ] 


‘6 neN, ) S[(se)"*!|x; 0,æ] = xi(1)*-""*C@n+1,m)X 
[cos[(2r—-2r+1)x]}—1]/(2n—2r+1)|x, On) "22" 
‘7 neN, ._). Scr" |a; 0,9) = 
x}C(22+1,) sin{(22—2r+1)æ] 2n—2r+1)/7, 07112 
[ $e P15:4 .77. P:6°7 ] 
‘8 neN, Di S{(sx)" "1x, 0x "2] — S[(ca)*t! x, O2 2] — 


CL C++ 1,7) (2n—2r+1)|r, 0n]/2% 
[ P:6:7 D. P] 


d 301 a£ 04/2.) Si(tx) |x, Oa! = ta —a 
‘2 ae0n/2 .7). S(t, 0a) = —log ca 


‘3 ae 07/2 .). S(/c, 9a) = logita +(ca)f = log t(x/4+a/2) 
i ‘4-3 COTES a.1722 p.78-81 | 
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‘4 ae 0x/2 .). S[/(excx)|x, 0a) = log ta 
‘3 ada . >. S(/sx 
‘6 a£0n/2 Y). S(/te|r. 0a) = log ca 


x, 9a) = log t(a/2) 





% 3L1 abeQ. ).Si/[(asr) +{bcx)] |x, 07/2! = x/(2ab) 
2 aeQ.beq.a">b".). S[/(a+b ex) |x, On] = x /\(a—b!) 
‘21 5e 0x .). S[/(1+ cs cr)|x, O7] = 1/83 
. { (,cz)l(a b)P:2 .D. P | 
‘3 neQ.b,ceq. >. 
SI/(a+b cre+c sx) |x, 210) = 27r/(a'—P—-) 
‘4 3e0n. 7). S[/(1 —2x cz +29) |x, 0] = (n—-2)/(283) 
i EULER Calc. Integr. a.1794 t.4 p.288 (PetrNC a.1774 1.19) | 


+ 321 Si(sx)/c |, Qi = 7/2 
i EULER (a.1781) Calc. Integr. a.1794 t.4 p.345 | 

2 Si(sx /x) |x, Qi = 7/2 i EULER ib. | 
[ D((sine)”/x x, x] = 2 sine cosr x — (sinæ)?,r? (1) 
(1) .D. (sind)”b — (sina)?/a = Sl(sin2r) ar, ab] — S(sinr rx, ad) 
S[(sina/x)?|xc, ab] = —(sinb})"b + (sina)’/a + S(sin2r /æ |x, ad) 
Oper lim([a,Q,0) I. 

S[(sinx:x)’æ, 07 b] = —(sinb} b + S(sin2x ,x|r, 070) 
» = » + S(sinz ‘2 z, 07720) 

Oper (lim[b,00) .D. Sf(sinx/r'lr, Q] = x:2 |] 


Yo 351 yeQ I. SS yy, Oy) = ys ‘y+Ki—-y)—1 
2 yeQ YI. St, Oy) = yt'y—[log(1+y)] 2 


% 34. aeq.). 
‘1 sgna = 2/x Sis(ax) /a|x, Qi 
2 moda = 2/2 Sis(ar)*/x |x, QI 
‘3 a, peq DÌ 2S[s(a.r) s(br)/x* |, QI = x min(ca ved) 


Ù 351 Sto/(e"—1) |, Q = 22/6 
‘8 neN, DI) Sfr? 1 /(e@7 —1) 7, Q] = B, /(4n) 
+ EULER PetrNC. a.1769 t.14 1 p.151 | 





rta iran 2 dI  ——- —- —- — 
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Yo 361 a£Q. deg DI. Se “c(be) |x, Q = a/(0°+08) 
. Le“) x, Q] = b/(2*+09) 
| S(efa+idz|r,Q) = /(a—id) = (a+-ib)/(a3+6?) . Oper real . Oper imag .D. P | 


2 p,qeQ .). Sie "[c(qr) — 1]/a|2, Qi — = log[pNpP'+9")] . 
Se ""s(gr);x x, Q1="t (4 p) 
i EULER, a.1781 Calc. Inlegr., a.1794 t.4 p.345 | 
[ Slel-p+airlr, Or] =|[1—-e(2+957]p—-gi) .D. SiS[etr+irlx, 6x]|g. 99: 

= Slip—qi)ig, 9g] — e#ssferizi p—qilq, 0g] .D. 

Sle-pr(etir—1)/xlr, 0x] = log[ p.(p—ai)] — ie-r2S[egiz/(p—gi)lg, 99] . 
Oper (lim]x, 2) .D. Sferz(eriz—-1)x|r, Q] = log[ p/{p—gi)] = 
log[p(p+g9i)(p*+%°)] . $eP13-5 . $s-1 P4:5 LD. Ste2zle(qr)—1l'xlx, Q: 
HiSle-?r s(gæ)lr|e,Q] = logf pk 2°+%9? ]+it-L9/p:.$q' P1‘6 DI. P ] 


‘8 neN,.ueq ._). 
Sfe *“(sr)""1Lr, 207] =(2n+1)(1—e 7) fe + (r+1)]1r, 0-7! 
Ste "(se)" |, 207] = (2n)! (1—e- 2") / falI{(a®+-4r%) |r, On) 
| CAUCHY ParisCR. a.1854 t.39 p.129; Œuvres s.1 t.12 p,175 } 
‘4 S[(cx +zxsr) (+4) |r, Q] = ze 
+ LAPLACE (ParisM. a.1782, publ. a.1785) Oeuvres t.10 p.264 
‘3 aeQ. beq'. realb eQ .). S[c(ar);/(b°+:rt) re, q] = x be 
i LAPLACE, DIRICHLET t.1 p.112 | 


‘6 aeQ. deg. real b eQ .). Sfet4 (045) |2, q] = nb e-sb 
‘DIRICHLET t.1 p.113! 








Ù 371 S(ogs, 07/2) = S(log c, 912) = —(1log2)/2 
} EULER PetrA. a.1777 t.1, p.7! 


+ los ie, Mr il = = mu “ao! "LE fan) | slow, 9/2) Lì 
1) 22, Sloe sins], 97/2) 24 (2 
1) ._}). Silog sin, Gr = Silog2 + log sin(a/2) + log cos(r/21l, 9x2! 

= 1/2 loe2-4+S/log sin(r/2lr, O7] Si lou sin(r/2)[c, af? x] = 
2 log LS lou sine, xl = 22 PISA L +S(logesinrio, ri) (8 
= È A EE a 
2. Cl RI 

[Orsi rfi = Interi log sim rl 2n)| e. l'eroe 
= 1/2 lim los /PFsinjroa(2i)[le Entre | 
«Sa Pod DI. Silog sin, 07/2) = 2/2 lim loge 2nLyalre 
= 1/2 im {oe a 1(2r lou Tnln = —(rlog2)2 | 

2 Sfarloe sinr Lx, 9a) = — (alor?) 


3 Sirsini/|1+#+{(cosr)] Lr, On! = x°/4 
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‘4 req. modr>I ._). Sllog(1—2r a: Lr, On] = alogr* 
[ Hp .D. S[log(1--2r ce+r?)|e, 0a]=  . , 

| lim[(/2)Z;log[1—2r c(main)+r*] |m, 1°] |) = 

| lim[(2/2)logZZ;[1-2r cinx/n rt] |a, 1: nus Jia (1) 

| Hp. $x P6:2 DD). rn —1 = ir" —1T{1—2r c(ma/n)4-r°] Im, Lon): (2) 
(1) . (2) DD. Sflog(i—2r cr+r?) |x, 0x] = 

lim'(x/n)log{(r2r—1}/(r°—1)]! |a = lim[(2/m)log(r22—-1)] |n = 

x log[lim(r22—-1)N@ |a] D. P ] 


‘8 S{[log(1+2)]/(1+%) |x, 0 = (x/8) log? 
i BERTRAND JAM. t.8 a.1843 p.112 | 
[  St[log(1+y)]/((1+y? 1,0: = 
S;[log(1+y)]Dt-1y |y,@:=S[log(1+ta) | x, 02/4] . 
P9:4 .D. S[log(1-}tx) |x,0x/1] = Silog[1+t(2/4—x2)] |[r,02/4:= 
S:log[2/(1+tx) |r.0x/4'=(x/4)log2 —S[log1+tx) |x,0x/4] .D. 
S[log(1+tr) .e,07/4|=(/8)log2 | 


6 St y (1+y) |y, 0} = (8) log2 
[ P31:3 .D. S{(t-1/)/(14+% |y,0]}=S[(t-1y)Dlog(1+y) ly.0]= 
(x/4)log2—S[log(1+-y) Dt-1y |y,0] . P5 D. P ] 


1 Stesso) [14{sr)] |, 07 = aflog(2+1)]\2 


Y 381 S(e—c q)= x 
| S(e-2|.r, q) = Silim[/(1-+-2?/22)|m ]lr,qt = limS[{1+-23/m)Mx, q|lm = 
2 limS;1+(tangy)?]»- 1 n'y, 0xj2!|m = 
2 limAmlS[(cosy n—2|y, 072](|m = 
2 limym ZI[1— (2r}r, 1eime—1)]X af2 |m = 
x lim:1.8.3...(2m—3,12m—3)m/[2.2.4.4...(2m—2) 2m —2)]! |m = 
x limyj/7}2EG2/2)+-1]/[2E[(a+1)2]r, Ni X ia (1ì 
(1). $x P10:1 .D. P | 


i EULER PetrC. a.1730 (edito a.1738) t.5 p.44 } 


2 xeQ I. S(e—#ix, Or) = Si(—1"e?7/[(2n+1)n!]|ra, N} = 
xre14+x[(2o0?"*!/II[2Xx0""(a—2)+1]|,N0]} 


Ce integrale se præsenta in «Calculo de probabilitate». Laplace inveni 

illo in theoria de refractione in astronomia, a. 1805 (Traité de Mécanique 

Céleste) Oeuvres, t. 4, pag.254. 
Existe plure tabula de valores de S(e-r*|x, Or: | 
Bertrand, Calcul des probabilités, Paris, 1889, p.329; | 
Kämpfe Bruno, Tafel des Integrals ®, Leipzig 1893. | 
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TABULA DE Da = (2/f)S(e-*|x,0x) 


‘0 °1 2 *3 "4 ‘5 6 7 ‘8 *9 

O ‘000 ‘112 ‘222 ‘328 ‘428 ‘520 ‘603 ‘677 ‘7142 ‘79% 

1 842 ‘880 ‘910 ‘9341 ‘952 ‘966 ‘976 ‘983 ‘989 992 

2 ‘995 ‘997 -998 ‘998  -999 
Exemplo : Pro calcula (1:85) : 

Lege in horizontale 1, in verticale ‘8 B(1:8) = 0989 

Interpola 0-05x[®(1:9)—P;1:8)]j/0-1 = 0-001 

Summa (1:85) = 0-990 


que differ de valore dato per tabula plus amplo, per 1 unitate de ultimo 
ordine. 


= -— ee >  —- -- 


% 391 agg. reala 50 . ). See], q) = Ma/a) 


2 aeQ I. Sel —-(x"+a/x) x, Q] = re */2 
} LAPLACE (ParisM. a.1810, edito a.1811) Oeuvres t.12 p.368 | 


3° S[eNi2) x, q]=(1+i)j2/2) 


‘4 N{s(x?) (x, Q] = Sfc(x) |a, Q] = Kx/2),2 [ =P:3] 
i EULER a.1781, Calc. Integr. a.1794 t.4 p.339 | 

Euler inveni ce integrales in theoria de curva elastico, a.1744 p.276; et 
in 1781 determina valore de illos. 

Fresnel, a.1818 t.1 p.178, inveni illos in theoria de diffractione de luce. 
Vide et: Cauchy, Œuvres s.1 t.7 p.151. 

Dirichlet, Œuvres t.1 p.245, 264 da novo demonstratione. 

Fresnel calcula tabula de ce integrale inter limites variabile. 


‘3 a,b,ceq .reala >0 . ). 
S[eN—(ar"+br+ce) |x, q] = Kx'a) eN—c+0%/(40)] 
i CAUCHY a.1827 8.2 t.7 p.280 | 


| 
| 
| 
| 


+ 40. INTEGRATIONE PER SERIE. 


‘1 velntv./eqfiuiN,) . Silmod{fæ,;r) | u] |, N €Q : 
r'EN, 2). S[/(%,) |, u] eq 1). 
SI e,r) 7, NX, = XIS[/la,#) x, ul |r, Ni Comm) 
f indica quantitate functione de duo variabile, uno in inter- 
vallo », et altero sumente valores 0, 1, 2, ... 


Id es, /(x,0) + /x,1) + /(x,2) + … es serie; et omni suo ter- 
mine es functione de variabile 2° in intervallo u. 










Be — 
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Si serie formato per limites supero de valores absoluto de 
termines de serie dato, ubi x varia in intervallo «, es con- 
vergente; et si omni termine de serie dato es integrabile in 
intervallo «; tunc integrale de serie vale serie de integrales. 


| aeu.neN,. Rn = 2;l mod{f{x,r)æ‘ul'r, n4NY DI. 
Z[f(x,r)r, No] = 2 f(c,r)r, 0 n] + Eff(æ,r)r, n+N,]. 
mod2|f{x,r)r, n+N]< Ra ‘1) 
neN, . (1). P9:11 9. 
S';3If(e,r)'r, Nolke, ut = DIS[fc,n) x, wr, Ont + S':2ff (sr), n +Ni je, ul. 


S » » » » » + S » » Diu 
mod S';Z[f(2,r)r, n+N,] ru! < Longu x Ra 
mod S ;: » » IS » » (2) 
Hp .D. lim Rana n=(C (3) 
(2). (3) DI SE, Nole, = Z;S[fr,r)|e,]lr, Ori. 
S, » » “= » » De Bi 


In vero summa de serie vale summa de termines de 0 ad », plus resto, 
que es, in valore absoluto, minore de resto in serie de limites supero, quem 
me voca Rn. Tunc integrale supero de summa de serie vale summa de 
integrales de primos termine, plus integrale supero de resto, que es minore 
de longitudo de intervallo de integrale, per Rn. Idem pro integrale infero. 
Si nunc » verge ad x, Ra ve rge ad 0: tune integrale supero de serie, et 
suo integrale infero, es expresso per serie de integrales. 

Nos subatitue ad conditione de convergentia uniforme que occurre in 
plure tractato, alio plus simplo. Vide pag. 233, 295. 


%æ 411 Sc, 0) =1—2743*-... = ‘7834305... 
i Joh. BERNOULLI, a.1694 t.1 p.185 | 


‘2 neq ._) S(c-* |], 0)= 3[n'(r+1)-7+b |, Nol 
} EULER a.1768 t.1 p.144: < Que ob concinnitatem terminorum 
omnino est notatu digna. » | 


Y 42. n, peq. moda <1. ). S{[(1+2ncx+n")"|x, O1] = 
aX}[C(p,r)n Fr, Nol 


[ &,n,peq. modn<1 .D. (1+2ncx+n°)r = (1-+neiz;: (1+ne—t)r = 
[14 preiz + pip—1)/2n?e2iz +--*|[1+ pre-iz + p(p—1)2n*e-ic+...] = 
E[C(p,r)m" fr, No] 
X{C{p,r)C(p,s)}nrt® elr—shis [(r,8), (No No} Ur, 8)2(re=s)] (1) 
(1). OperS . P28:2 .D). P | 
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% 43 a.beq.neN,.f, D‘"'fe (aFaDh)cont MY). 
fb — S{(b—a) n! D'fa |r, On] = nt SIO—x)" D""!fx lacs ab] 
.=(b—u)" nt Si(1-6)"D"'"f[a+4b—a)]jt, 0! 
[ Hp. g=;fb—S|b—x)Y rl Drfxir, 0 n]|a, ab! .. gb=0 (1) - 
Dy = (Z{(b—x)"-1 (r-1)! Drfir|#, 1a] 
— (bi rt Dr+tfe | n, 0: nilo, ad 
= [—{b—r)n fn! Datifr | x, ab) (2; 
gb—ga = SiDg, ab; (3) 
(1). 2). 8) 2.P] 
} LAGRANGE à.1797 ; Œuvres t.9 p.73 { 





Expressione, sub forma de integralc, de differentia inter va- 
lore fb et summa de primos nr+1 termine in formula de Taylor. 


+ 414 FORMULAS DE QUADRATURA. 


‘1 fe(qFqinteg. gradf=1.a,beq. ab >. 
Sf,a  b) = (b—a)fa+fb):2 
[ p,ge a. f=[(p-+-9) | ©, a] .D. fa= p+qa. fb= ptqb . 
SY, a bi = pib—a+qb—a*)2 = (b—#[p+q(a+d)2] D. P ] 

Integrale de functione integro de gradu uno, extenso ad 
aliquo intervallo, vale amplitudo de intervallo per valore 
medio arithmetico inter primo et ultimo valore de functione. 

Integrale considerato mensura area de trapezio. 


2 abeq . a<b . f,D'f € qFaT db I. 
S(f,a db) — (b—a)(fa+fb)2? e —(b—a)(D'f'a b)/12 
| g=[fa+{x—-a)fo—fu):b—a)] | rm. read. SD P18:1 .). 
fe—qe e —(x—ajb—x\D'f'a b)2 . S(g,a bi = (b-a\fa+fb)/2 . 
Sléc—akb—r\ e, ab] = b—-a}6 ID. P ] 
Sì in intervallo de a ad b, functio f habe derivata de ordine 2, 
tunc differentia inter integrale de /f; de a ad b, et area de 
trapezio constructo super ordinatas fa et fb, vel errore que 


resulta si ad integrale nos substitue trapezio, es expresso per 
formula scripto. 


In vero, si nos voca gr functio .de gradu 1, que pro x =a et x =b 
coincide cum fx, tune fx—gx es exprimibile ope derivata de /, de ordine 2; 
integrale de g vale trapezio; ... 
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| Exemplo. Si nos pone fr = 1/r, vel f= (1/x)lr = |, a=1, b—2, seque 
Dfe = —14e°, D'fr = 208. Ergo S(/, 12, (= log2, vide P19) vale 
(1+1/2:2, cum errore de forma —1/673), ubi :r es valore incognito) inter 
let 2. Ce errore es negativo, et minore in valore absoluto de 1/6; und 
0:75 > log2 > 0-75 — 1.6 = 0:59. 





(b—-{fa+fd+2x}f[1+"0—0) n], 1°%(—1)]{|{(2) € 
—(h—a)}(D*f ab) (12°) | 
[ P2.D. S'f,a bi — 
EfTa+-r(b—a)]n]+fla++1 bain] (b—a)]n |r, 0-10] 
e —(b—a/(12n3) 2; D a-L(r+40)(b—a/n] {|r, 0 n—1): 
€ —(b—a8/(12n3)X nD?f'a bd I. P ] 


| 
| 
‘3 Hp'2.neN,+1.). S(, «TT b) — 


Si functio f habe derivata de ordine 2 in toto intervallo de 
a ad Db, tunc nos divide intervallo de integratione in n parte 
aequale, et nos substitue ad omni integrale partiale, trapezio 
correspondente. Summa de trapezios es valore approximato de 
integrale ; et differentia vale errore praecedente (P‘2) diviso 
per quadrato de numero de partes. . 








In vero. errore totale es summa de errores partiale, dato per formula ‘2. 
Ce summa contine factore commune —(b—a)3/(12n?), multiplicato per summa 


de » valores de D°f, que vale » multiplicato per valore medio inter valores 
de D?f. 


Exemplo. Nos considera integrale praecedente 
log? = S(/, 1 2). 
Nos divide intervallo de 1 ad 2 in 10 parte, cum valores 1,1‘1, 12, ... 
1:9,2; valore approximato de integrale es 
(1/1--2/1:14-2/1:2+... 4-2/1:9+-1/2)/20; 
errore vale praecedente diviso per 100 ; ergo es negativo, et minore in valore 
absoluto de 1/600. 


‘4 Hp .). S(f, «7 = (b—a)f{(a+-b)/2] 


‘8° Hp'2 ._). S(f, à b)—(b—a) fi(a+b)/2) € (b—a)*D'f ‘a b)/24 
[ 9= 1/1(0+b)/2] + |e—(a+5)/2] D/I(a+6)/2]ile . mea bd DI 

fa—gx e [x—(a+b)/2} (D°f‘aTb)/2 . 

S(g,a db) = (b—a) f[(a+b)2] . 

S:[e—(a+0)/2}}r, ab! = (b—-af12 (DI. P ] 


‘6 Hp P-2 .). S(f, ab = (b—a)(fa+fb) 2 
—S{(x—a)(b—2x) D'fa]a, a ‘b)/2 
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[ D[(2x-a—db)fe — (r-aXr—-b)Dfr] x = [2fx — (e-a)e—-b)Difelae :1: 
Ineremj;[(2x—a--b)fr — 1x—aï{a—b)Dfr]|x, adi = (b—a)(fb4fa) 2) 
(1) . (2. Oper S .D. P | | 
Exprime differentia inter valore exacto de integrale, et valore approxi- 
mato dato per formula de trapezio, sub forma de integrale. 


P 45. 
‘1 fe&(qFq)integ. grad/S3 . a,beq. a<b .). 
SF, ab) = (b—a)fa+fb+4f{(a+b)/2){/6 

[ g= :/T(a+0)/2 + zb—a)/2] | 3,9] -D. ge(qFqinteg . gradg = gradf. 

g(-1)=fa.g0=f|(a4+b)/2]. gi=fb. 

: Sk, a db) = b—a)/2 XS[(g, (—1)71)] n° 

P,q,r,s eq . g= [(p---g2+r2?+-s2?) | 2, q]. 

g1) =p--qg+r-s. 90 =p.gl=p+q+r+s. 

S[g, (CL 1] = 2p+2r/3 = [g(—14-490+g1]/3 (2) 
(1). (2) .D. P ] 

Si f es functio integro, de gradu non superiore ad tres, tunc 
integrale de f, extenso ad intervallo de a ad b, vale amplitudo 
b—a de intervallo, multiplicato per valore medio arithmetico 
inter fa, fb et f[(a+d)/2] cum pondo 1,1,4. 

Cavalieri a.1639 p.446: 

« Per havere la capacità della botte... moltiplicaremo la terza parte della 
lunghezza della botte..., in due cerchi maggiori ed uno dei minori...». 

Gregorv, a.1668; Cotes, opuscula a.1722 p.33. 


Simpson, a.1743 p.109. Plure Auctore voca formula praecedente « for- 
mula de Simpson ». 


2 a,beq . a<b . f,D'f € qFa Db .I. Sf à b- 
(b—a)\fa+fb+4fl(a+b)/2]{/6 € —b—a)"D'fa" ‘b)/(4! 51) 
| 9= :f[(a+9)2+2(6—@)2]e, ATL: DI 
S(f, a Td) = (b—a)i2 x Sfg,—171) (1) 
Hp(1) . A=|(1—x°)y0+x(1—2*) Dg0+2%1+-2)/2 g1+2%1—2)/2 f(—1)}le 3. 
he (qfq)integ . gradh 3. A(—1) =g(—1) = fa. h0 = g0 = f[(a+5)2] . 


DAO0 = DD . kl= g1 = /fd (2) 
Hp(2) . xe —1 1 .). gx—hx e x'(x°—1)Déy(—17 1)/4! . 
Digx = (6 - a)/16 D/T(a-+-b)/2+x(b—a)/2] (3) 
Hp(2) . (3) (.D. S(g, 171) — S(A, 171) 
e D'gi(—171)/4! Sfx{(x?—1) | 2,171] (4) 
Hp(2). P1.D. S(A,- 171) ={[A(—1) + 440+41]/3 
= ; fa-+Af |(a+6)/2] + f0'/3 6) 
S[a®(e?—1) | ©, —171]= —4/15 (6) 


1). (4.6. (6) DD. P] 
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Formula de P*1, exacto pro functiones de gradu 2 aut 3, 
es approximato pro functione arbitrario. Errore in isto appro- 
ximatione vale minus amplitudo de intervallo de integratione, 
ad potestate 5, multiplicato pro uno ex valores de derivata de 
ordine 4, de functione f in intervallo, toto diviso per -N! d!. 

Si nos applica ce regula ad exemplo de P44:2, S(, 17 2) =log2. nos 
hahe valore approximato 

(L'1 + 4/15 + 1/2)/6 = 0694 ... 
ciun errore de forma —1/(120x5), ubi cel 72; ergo 0:68 < log2 < 0:691 ... 


‘3 Hp? . neN, .). Sad) 
E (b—1/1+fb+2S\/1a+2r(0—0n]|e, LD)! + 
4SIf[a+(2r+D(d—) (272)]!, O°*(72—D! ] (67) — 
(b—a){D'f ‘a Db)(4! 5! n°) 





Si nos divide intervallo de « ad b in » partes, et nos applica 
ad.omni parte formula precedente, nos obtine valore magis 
approximato de integrale. Differentia decresce ut numero de 
partes ad potestate 4. 

Si, in exemplo precedente, nos pone 225, resulta : 


Valore approximato 
= [1.14-12+ | 
+ 2(1/1:24-1/1:4-4-1/1:64-1,1:8) 
-- 4(1/1:1--1/1:34+1,1:5+1/1°74-1,1:9;]/30 
= (1'5+2X2:7281844Xx3:45955...).30 
= 20-79456 30 = 0-693152 
Errore vale errore in calculo precedente, diviso per 5 = 625 ; ergo 
errore es negativo, et minore in valore absoluto de 175000. Seque: 
0:69314 << log2 <« 0:693152. 
Calculo numerico cum formula ‘3 es pauco plus complexo que caleulo 
cam formula Pit4:3, et approximatione fi 10) vice majore. 
Me da expressiones de restos P:2:3 in « Applicazioni geometriche a.1887, 
F. Rimondini, Sul calcolo approssimato degli integrali doppi, Torino A. 
n.1901-05, extende formula P:2 ad integrale duplo. 


‘4  Hp'1 .). 
Sia Db = b—-4)}fa+3f[(2a+D)3]+3f[(1+2D) 3]+y/D! 


i NEWTON, a.1711, Opuscula t.1 p.281 | 
Vide formulas successivo in Formul. t.4, p.187. 


Formul, tè. à. 24 








TT 9 a 0 re DU AS OS US CS PL LL rr ee rene eee —_—— =  ——”——err_—_ rt 


% 46. Arcu 


ue Intv. pe pfu._): 
‘0 Chorda(p,u) = mod(pl'u—plu) Def 


4 he Cls'u. Numh e N. Le, lu eh YI. polyg(p,u,h) = 
S|Chorda(p, min,AhTmin,, h)|r, 1°*(Numh—1)] Def 


2 Arcu(p,u) = 
l'[polyg(p,u,A) | 7° Cls'w a hg(Numh e N, . lu, l'u £h) Def 


Si x es intervallo, et p es puncto mobile functione de va- 
riabile (tempore) in intervallo «, tune Chorda(p,u) vale distantia 
de positiones extremo de puncto. 

Et, si X es classe de valores in « in numero finito, continente 
extremos de «, vel si À es divisione de intervallo x in partes 
(vide pag. 340), tunc polyg(p,<,/), lege « longitudo de linea 
polvgonale inscripto in trajectoria de p in intervallo « diviso 
per valores /% » indica summa de chordas. 

Arcu(p,?) « arcu descripto per puncto »p, quando variabile 
varia in #» es limite supero de lineas polygonale inscripto, 
respondente ad omni divisione À de intervallo « in partes. 

Vide pag. 117. 


arcu : A.F. are, H.I. arco, D. ‘raro) arcus. 
F. arche, A. arch, R. arca arcada (in Architectura). 


‘3 Dp e (VFwcont .). Arc(p, 1) = S(mod Dp, ») 

Si puneto mobile p habe derivata continuo in toto intervallo 
i, tunc arcu vale integrale de valore absoluto de derivata 
(velocitate) de 7. 

Dem. 
ye. LZy . SD PH 7. py—px e (y—r) Med Dp'a Ty (1 
Sume duo valore x et y in wu. Theorema de valore medio (pag. 312) dice 


que vectore differentia de duo puneto vale incremento de variabile multi- 
plicato per valore medio de derivata in intervallo. Pa 


Hvp 1) .D. Chorda: p, ey) £'y—) l'modDp'x y Re: 

Ergo chorda que uni punctos pr et py es minore de incremento de tem- 
pore multiplicato per limite supero de valores absoluto de velocitate in 
idem intervallo, 
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he Cls' wu. Numhe N,.lu, lu eh . (2) ID). 
polyg(p,u,h) < s'(modDp,u,h) (3) 
Et si À es divisione de intervallo x in partes, ex definitione de numero 
s' (pag. 346) resulta que linea polygonale inscripto in trajectoria de »p, in 
intervallo u, diviso per valores À, es minore de summa s' respondente ad 
functione mod Dp, in intervallo «, diviso per valores 4. 
(3). Df Arcu .D). Argui pu) < S'(modDp, wu) (4) 
Unde, ex definitione de arcu, resulta que arcu es minore de integrale 
supero de valore absoluto de velocitate. 
Hyp(1) .D. Are p,x7y) = Chorda p, x y) (5) 
» D. Are(p,e yiy—x) & mod[(py—pr\y—x) | (6) 
Si x et y es duo valore, ut in Prop. (1), nos habe que arcu supera 
chorda ; unde arcu diviso per intervallo de tempore supera chorda diviso 
per idem intervallo. 
eu . (4). (6) .D. D[Arcu(p, lu x) x, u]r = modDpx CT: 
(O) 
Ergo, si æ es valore in intervallo dato, derivata de arcu deseripto per p, 
ab extremo infero de intervallo, ad +, facto pro >, vale valore absoluto 
de velocitate. Integratione duce ad formula. 


‘4A Dp e (vFecont. ce. Dpre= 0 .). 
lim[Arcu( p, xy) / Chorda( p, € yy, u, e) =1 


[ P:3 DI. lim[Are(p, «Ty)/mod(y—-x)|y, u, 2] = modDpr (1° 
Df D .2. lim[d: pr, py'fmodiy—x|y, u, €] = 
lim;mod[ipy—pr)(y—x)]|y, 7, a: = modDpx (2) 


(13. (2) (DD. P | 
Si puncto p habe derivata continuo, et pro valore x, differente de 0, 
tune limite de arcu descripto in intervallo ab x ed y, diviso per chorda 
respondente, ubi y verge ad x, vale 1. 


‘5 DpeVvFr.l mod Dp'u €Q .). 
S (modDp, 4) < Arc(p, u) < S'(modDp, «) 


Casu de derivata non continuo, sed limitato. 


Va Lar] lia ® D] 
SE 44. (CXx p 1 46. 

Nos pxtende definition de arci ndo naniero complessi die arc 
trurio, in loco de punceto. 

interessante Ta CAS ili» function rente de variante ILCHINTO 


LE [nt fe qu }, AC PALI, — VANTA OE de RI AE Fo IA N 


ii daeundo Jordan n, 1855, Vide Seheller, AelñA Lou H, Lehusenré 


n.154 p. 6%, 
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18. Long 


ne Clsq ._). 





Long, = l'jhxNum nrp3[(p+ 0) Du] RQ! Df 
Long = 1}kXNum nrp3{q(p+0)hnu]lhQ! Df 
Long «= {Long u n «Long'u) Df 


Si « es classe de quantitates reale, tune nos sume aliquo quantitate 

positivo è, et considera segmentos inter duo valores successivo de 
… —2h, —h,0,h, 2h, ... 

vel de ph, ubi p es n. Numero de segmentos parte de figura uw, multi- 
plicato per À, longore commune de illos, si varia À, habe limite supero, 
quem nos indica per Long,u, lege « longore infero de classe wu ». 

Numero de segmentos que habe aliquo puncto commune cum «, multi- 
plicato per À, quando À sume omni valore positivo, habe limite infero, 
indicato per Long'u, lege « longore supero de uw». 

Longu, lege « longore de « », es valore commune de longore supero et 
de longore infero ; habe sensu, si ce duo longore coincide. 

Definitiones præcedente es analogo ad Df de S'‘, S,, $. 

Stolz, MA. a.1884 t.23 p.152 et Cantor AM. a.1884 t.4 p.388 con- 
sidera Long’. Long, et Long occurre in meo libro a. 1887 p. 155, et in 
Jordan a. 1893 p. 28. 


L. Zongo: F. long, H. luengo, I. lungo, Port. longo. 
> long-i-metria A.D.F.H.L.R. 
C E. longho: À. long, D. lang. 


L. longitudo, longitudine; A.F. longitude, H. longitud, I. longitudine 
(in Geographia). 
D A.D.F.H. longitudin-al. 
= longore (non L.), F. long-ueur. 
= long-itia (non L.), I lunghezza. 
= H. long-ura. 
= A. length ({| long-itia:, D. Lange (|| long-io-ne) 


‘4 «g&Intv .). Long’ = Long, = Longw 


Si classe « es intervallo, suo longitudo supero et infero et proprio vale 
differentia de extremos, ut es definito in pag. 142. 


2 re Cls'Intv. Numo e Ni ._). 
Long {Ur = Long Jo = Long (Jr 


Si » es systema de plure-intervallo in numero tinito. tune figura Ur. 
reunione de intervallos #, summa, in sensu logico, de intervallos ©, habe 
longore supero æquale ad infero. 
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‘3 Long — Long = Long'ame 


Differentia inter longores supero et infero de # vale longore supero 
de campo amu (p.142). ° 


‘4 Longg =1 . Longg=0 
Campo 7 (p. 104) de numeros rationale minore de 1, habe 1 pro longore 
supero, et 0 pro longore infero. 


‘5 lmodu eQ . Numôu e N yeNumN, ._). 
Long'u = Longu = Longu = 0 
i G. CANTOR MA. a.1883 t.21 p.54 | 


Si campo es limitato, es si habe numero finito de elementos (tune 
gruppo derivato =), vel numero infinito, sed gruppo derivato habe nu- 
mero finito de elementos, vel numero infinito sed numerabile, tune longore 
supero (et infero et proprio) de « es nullo. 


‘6 u= S[((042)3"|n, N,] ._). du = uw. Long'u — 0 


Classe de numeros, que es expresso in fractione, analogo ad decimale 
sed in base 3, pro solo cifras 0 et 2, es perfecto, et habe longore supero 
nullo. 

Classe perfecto habe potestate de continuo, ut es scripto in pag. 141, 
Prop. 5‘3. Ergo existe classe perfecto, de longore nullo. 

Et existe classe perfecto, condensato in nullo intervallo, id es du con- 
tine nullo intervallo, et longore supero de classe non es nullo. 

Vide Du Bois-Reymond, Functionentheorie a. 1882 p. 189. 


% 49. veCls p.apyhag(u_ Ja) ._). | 
‘1 Longu = l'x3{(0,i,h)sloep . iev . Ÿ=1 . u_7) recta(o,i) . 


heQ . x = hx Num psa[ pen . o4+(p+O)hi )u]i] Df 
2 Longu=lx3[  » » » > 

1». = hX Num pa[pen. 4lo+(p+0)hi]n ui] Df 
‘3 Longu=2Long'u n Long 1) Df 


uw es classe de punctos, vel figura, et existe recta a que 
contine ; id es « es classe de punctos super recta. Tunc sume 
puncto o et vectore unitario i, in modo que « jace super recta 
(0,i); sume quantitate positivo %. Divide recta in segmentos de 
longore À, cum punctos 

. 0—2hi, o—hi, 0, othi, o—2hi.…. 

Segmento inter duo puncto consecutivo habe expressione 0+ 

(p+9)ki, ubi p es numero integro positivo aut negativo aut nullo. 
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Numera segmentos que continere in u: 

Nump3[ pen . 04+(p+0)hi I ul]; 
et multiplica illo per longore commune de segmentos È; re- 
sulta quantitate x que depende de o, à, h. Sume limite supero 
de valores de .x, pro omni triade o, à, h, compatibile cum con- 
ditiones scripto. Ce limite vocare « longore infero de w>», et 
indicare per Long. 

Si nos numera segmentos que habe aliquo puncto commune 
cum è, et multiplica per À, et sume limite infero, resulta « lon- 
gore supero de w », indicato per Long'u. 

Si longore infero aqua supero, valore commune vocare « lon- 
gore proprio de #», et indicare per Long x. 


‘4 a,bep .). Long(a-b) = d(a,b) 


Longore de segmento vale distantia de suo extremos. 


% 500 ue Cls'q.l'modu £Q . fe qFu ._). 
Sf=S1(qFq)nge(reu I. gx = fr XE Que D,. Gr0) 
| Df 
‘01 (S'[S)P-0 ‘02 Df 


Si u es classe de numeros reale finito ; et fes functione reale definito in 
campo «, id es, considerato simul cum campo de variabilitate, tune S/ 
«integrale de f» es integrale de illo funetione definito per omni valore 
reale de variabile, que pro omni æ in campo uw, redde gx = fir, et pro 
omni valore non in «, vale 0. Idem pro integrale supero et infero. 


‘1 e Cls'q.l'modu €Q ._). 
Long = S'{el : x). Longu= Sel ‘ « 
Si x es classe limitato, tune longitudo supero de « vale integrale supero 
de functione que habe valore constante 1 in campo « (ot 0 ex campo wi. 


Longitudo infero vale integrale infero. 
Vide Poussin, Cours d'Analyse, a. 1903 t.1 p. 221. 





% Dl. NOvO CONDITIONE DE INTEGRABILITATE. 


ve Cls'q.feqFu.xe du .). l'fr = max Lm(fu,r) Det 
l fe = min Lm(fu,x) — 
’ 
Ofa = lfir — lfix —. 
Si wu es classe de quantitates, et f es quantitate funetione detinito in 
campo &w, ct + es elemento de classe derivata de x, tune l'fr, lege « li- 
mite supero de tunetione f in 2», vel «extremo oscillatorio supero de 
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functione f in x » indica maximo valore de classe « limes » (pag. 230) de 
functione /, ubi variabile sume valores in campo de variabilitate de /, et 
verge ad 2. 

Symbolo l'fx vale (1’f)x, vel l'(f,x); non habe sensu l’(fx). Nam ente 
definito depende de f et de x, et non de numero fx. Vide observatione 
analogo pro derivata, in pag. 276. 

Idem pro 1,fx «limite infero, vel extremo oscillatorio infero de fune- 
tione f in x». 

Ofx vocare « oscillatione de functione f in puncto æ». 


‘4 eIntv. fe qFu.lf'u,lf'u eq ._). 
Se) = Su. Su) = Sf). SS) = SF, u) 


Integrales supero et infero de functione f in intervallo u aqua inte- 
grales de extremos oscillatorio de f. 

Differentia de integrales de f vale integrale supero de oscillatione de f 
in intervallo dato. Vide Poussin, Cours d’ Analyse a. 1903 p.221; Lebesgue 
a. 1904 p. 35. 

Ex definitione de integrale, seque (pag. 342): «ut integrale existe, es 
necesse et suffice que integrale supero aqua infero ». 

Ergo « ut functione f es integrabile in w, es necesse ct suffice que inte- 
grale supero de oscillatione de functione in w es nullo ». 

Ante consideratione de integrales supero et infero (a.1875, vide pag.343), 
Riemann (a. 1854; publicato a. 1867; Werke pag. 226) exprime condi- 
tione de integrabilitate sub forma, que Du Bois Reymond a. 1882 p. 189, 
habe reducto ad: 


2 S{fu)eq =: heQ .D x Long una3(0fx > h) =0 


Ut functione f es integrabile, es necesse et suffice que, si } es quantitate 
positivo, parvo ad arbitrio, gruppo de #, ubi oscillatione de functione 
supera À, habe longore supero nullo. 

Ce conditione sume novo forma, post introductione de novo idea de 
longore, indicato per «long» et definito ut seque. 


% 52. ne Cls'q . }). 
longe = 1x3[4 Cls’Intv nog(u 7) Ue . = Long IU”) Df 


Dato x, classe de quantitates, sume classe & de intervallos (in numero 
infinito), tale que omni « pertine ad aliquo 7, vel classe x continere in 
summa, in sensu logico, de &. De ce systema de intervallos | Jv sume lon- 
gore infero x; id es, inscribe in | Jw elasse de intervallos in numero finito, 
et sume longore supero de longore proprio de ce classe de intervallos, 


Limite infero de ., ubi varia classe e de intervallos, es indicato per 


ION è, que me voca + longore medio de + 
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Ergo «longore medio» es limite infero de classe de quantitates. que es 
limite supero de alio quantitates. 


‘1 Long'x = longs Long 


‘2 Nume = NumN, ._). long — 0 
[ xe (uFNy)rep . REQ. elio +Oh/2r re N, I. 
ve ClsIntv. «DU? . Long,v = 44.9. longu<4h .D. longu = 0 ] 


Si uw es classe numerabile de punctos, longa vale 0. 

In vero nos pote pone numeros w in correspondentia reciproco cum nu- 
meros naturale xy x, ... Nunc si nos comprehende omni elemento .rn de # in 
intervallo de centro rn, et de radio 4/2#, longore interno de ce intervallos, 
vel limite supero de longores de numero finito de intervallos in illos, vale 44. 
quantitate parvo ad arbitrio. 


‘3 longg=0 
{ SNum P10-7 (pag. 137) .Y. Numy = NumN, . P:2 9. P ] 


‘4 «eIntv. fegfu.1f‘u, 1ffueq Di 
Su) = S (fu) =. longinrsllim(/,14,7) «= fx] = 0 


Si f es functio reale detinito in intervallo &, limitato supra et infra, tune 
conditione necessario et sufficiente pro integrabilitate de functione, es que 
longore medio de classe de punctos in vu, ubi functione f non es continuo, 
es nullo. 

Mirabile transformatione de criterio de integrabilitate. 

Conditione de integrabilitate es expresso per conditione de classe de 
punctos ubi functione es discontinuo. 

Ce theorema es invento in idem tempore, per Lebesgue et Vitali, 
in plure publicatione, et in modo explicito: 

Lebesgue. Zecons sur l'intégration. Paris a.1904, p.29. Vitali, Sala 
integrabilità delle funzioni, Rendiconti Ist. Lomb. a.1904, p.73. 


3 Hp'4. re Cls'u. Num» & N, y (NumN, . fe [qf(=r)]cont .D. 
S(f,1)Eq [P18DP 


Si functione f es continuo, excepto punctos in numero finito, aut infinito 
numerabile, tune functione es integrabile. Seque de Prop. præcedente. 


‘6 veIntv. fige qfr . Sfr), S(g,n) eq . he qf(f‘n i g'icont .). 
SLA({X, gx) |a, u] Eq 


Functione À continuo de plure functione f.4 integrabile, es integrabile. 
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“e CIS’p . 4 presa) DI | 
‘1 Arean = l'x3[4(0,i,j,h)3}o€p . i,.jev . == 1 . iXj —0. 
* _)plan(0,i,j). heQ . x R'XNum(p,g)3l p,gen . 


0+(p+09)hi4+(q+0)hj Dili] Df 
‘2 Areau = 1x3  » » > » 

al04+(P+9)hRi+(g+9O)hj] n ul] Dt 

‘3 Area — Area’ niArca it) Dt 


Si x es classe de punctos, vel figura, in aliquo plano «, tunc 
sume puncto o et duo vectore ?, j unitario et orthogonale, in 
plano de #, et numero positivo A. Divide toto plano in qua- 
dratos, de vertices o+phi+qghj, ubi p et q es numero integro, 
positivo aut negativo. Numero de quadratos interno ad figura w, 
multiplicato per /*° area de uno quadrato, da arca de figura 
ex quadratos in #. Numero de quadrato que habe aliquo puncto 
commune cum #, da area de figura ex quadratos que contine ». 
Limite supero de area de figuras interno ad «, vocare Arca, 
« area infero de  », et limite infero de area de figuras con- 
tinente x vocare Area'x «area supero de wu ». 

Si duo area es æquale, nos voca « area proprio », et indica 
per Area”, valore commune de illos. 


L. area: A.1).H.I. arca, F. aire. 
7) F. are: A. are, D. ar, L ara, R. ar = 100 n. 


Y 54. ocegp.ijev.d=j=1.ixj=0. 
ue Cls’plan(0i,j) . l'mod(u—) £Q e fo 


‘1 x€9 ._).. Long'ZxZ[plan(0,i,j}et]} n (0+irtjo)} =0 :). 
Area = SiLong{u n (0+ir+jq)];7,9| 


Si 0 es puncto, et i, j es vectore unitario et orthogono, cet 
si es classe de elementos (puncto) in plano 0,i,, et limite 
supero de distantia de duo puncto de figura es finito, tunc per 
puncto 0+.ri, de abscissa x, duce recta parallelo ad j: 0+4r+ 
jq. Me voca, in modo provisorio, fine (perimetro) de figura 
punctos pertinente ad classe limite de 7, et ad classe limite 
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de punctos de plano que non es «; id es «fine wu» = dun 
A[plan(o,i,ijau]. Si recta 0+ix+jq seca campo fine de x secundo 
figura rectilineo que habc longore supero nullo pro omni va- 
lore de x, tunc area de figura « vale integrale de Iongore de 
sectione de recta 0+ix+jq cum figura «, ubi x varia et sume 
omni valore reale. In hypothesi scripto, ce figura rectilineo 
habe longore proprio, functione continuo de x, ergo integra- 


bile, et figura « habe area proprio. 
Demonstratione es simile ad Dem. de P 571, infra. 


2 Area u SS)Long'{lun(o+ix+;jq)]||x,q} 
‘3 Areau = S'iLong[w=À[plan(o,i,j) =u]" (0+ix+j9)]|,9} 


In omni casu, nos habe limitationes pro area supero et infero. 


‘4 kelntv.feQf If. 1f ke .). 
Area' UJ[o+xi+(Ofx)j |2, }] = Su) 


Area—-——————T—— 





4 

Si in intervallo Æ es dato functione f positivo, limitato supra 
et infra, tunc o+ri+(0fr)j = « segmento rectilineo inter punctos 
n+ri et 0+ri—(fix)j ». Si varia æ et sume valores in classe #, 
resulta classe de segmentos. Summa, in sensu logico, de ce seg- 
mentos, id es figura descripto per ce segmento variabile, habe 
area supero et infero æquale ad integrale supero et infero de 
f in k. Es interpretatione de integrale, in pag.339 et sequentes. 


% 551 oEp.u,rev . ). Area(0+0v+0v)= mod(uar) 
Area de parallelogrammo. 
‘2 ab,cep. ae=db ._). Area(a-b-ce) = d(a,b)Xd[c, recta(a,b)} 2 
= mod[(bD-a4)a(c-a)]:2 
= \}[d(a,b)+d(b,c)+d(r,a)][d(a,b)}+d(b,c)—d(r,a)]{d(a,b) —d(b,r)+ 
d(r,a)][—d(a,b)+d(b,e)+d(r,a)]{/4 
Area de triangulo. Suo expressione per lateres es de Herone. Vide 
pag.265 Prop.2:6. 
‘3 0gp.apev.a=l'=1.axb=0.i=ba.keIntv. 
re (qFk)jcont .). Area[o+z(rhefa]|(3,0 0,4) = S(d|6 472 
Puncto de coordinatas polare zu) et #, si z varia inter 0 e 1, et #f in 
intervallo k, describe area expresso per integrale. 


% 56. Volum 


ue CIs’p ._). 
‘1 Volumu= | 
l'x3[q (0,i,j,k,h)3ioep . i.j;.kev. = j=k=1.ixj= 
jSxk=kxi=0 . heQ . x h*x Num(p,9,)3[p,g,;ren . 


0 + (p+O)hi + (a+ Oh + (r+9)hk D ul] Df 
2 Volumu= 
1x9 » 
» . = h*x Num(p,9,r)3[ p,q,ren . 
glo + (p+6)hi +(9+09)hj + (r+O)hk] » «]i] Df 
‘8° Volumu = XVolum, x ® «Volum'u) Df 


« es classe de punctos, vel figura. Nos sume punto o, tres vectore : 
unitario orthogonale è, j, k, et numero positivo A. Si p, g, r es numeros 
integro, 0+ (p+9)hi + (4+9)hj + (r+9)hk indica cubo de que uno 
vertice es 04 phi+ qhj + rhk, et latere, directo secundo axi coordi- 
nato, habe longore À. Si varia p, g, », nos divide toto spatio in cubos. 
Numero de cubos que continere in figura w, multiplicato per 43, volumen de 
uno cubo, da volumen de uno figura composito de cubos juxtaposito, et in- 
terno ad figura data. Ce volumen depende de axis coordinato, et de latere 
h. Limite supero de ce volumen, quando varia axis et A, es dicto « volu- 
men infero de uw». 


L. Volumen volumine: A.F.I. volume, D.H. volumen. 
> volumin-oso A.D.F.H.I. (C volv(e) + -men. 
L. volve: A. volve, D. volv-ieren, I. volge-re, H. volve-r. 
7) L.(A.D.F.H.I.R.) e-volu-tione, re-volu-tione, ... 
CE velu DG. elv-tro hel-ice, A. wallow, D. walzen. 
E. velna = lana: A. wolle, R. volna, L. vello villo, H.I. vello. 


M 570 (p|q)$in ex am (pag. 142) 

Definitiones dato in pag. 142, de campo in (interno), ex (ex- 
terno), am (circa, fine, frontière) de campo dato, subsiste si in 
loco de campo de quantitates nos considera campo de punctos. 


"e CIs’p . l'mod(u—v) €Q . 0Ep . iev . modi=1 .). 
‘1 eq .D,. Areafamwnplan(o+i, li)] =0 :_). 
Volumu = SiArealn plan(ot.ri, Id)}|2, qi 


Dato x classe de punctos, vel figura, tale que limite supero 
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de distantia de duo puncto de figura es finito, sume puncto 0 
et vectore unitario /. Si pro omni abscissa x, plano per puncto 
o+xi, et normale ad i [plano de tripuncto (0+.ri)ali, vide pag. 
198, 199] seca campo fine de # secundo figura de area supero 
nullo, tunc volumen de « vale integrale de area de sectione 
de « cum plano per puncto 0+xi, et normale ad i, ubi varia 
x, et sume omni valore reale. 


Dem. 

JeV, Pz M=XKRZEXIZ0 

Sume alio duo vectore j et &, unitario, et orthogonale inter se et cum è. 

req . 9.2 = Volum, wn[04(r-QiHtqgj4-qk] . 

gx = Volum' » » » o. 

Sume quantitate x, voca 9,0 et g'x volumen infero et supero de parte 
de figura w que es in semispatio de punetos cum abscissa minore de -r. 

heQ.a = (n:in)n(p,g3[0--ari+(pHi-9)hj+(g+9)hk D in x]. 

b:= » » » » namue-=A]- 
= » » » » D» ex u | . 

Sume quantitate positivo è; divide toto plano 0--ri+qj+gX in quadrato» 
de latere À; et voca a dyades de numeros integro p et q, tale que qua- 
drato correspondente 0+xî+(p+9)kj+(q+9)hk es toto interno ad x. 

Voca b dyades de quadratos que habe aliquo puneto commune cum fine 
de w. 

Voca c dyades de quadratos externo ad w. 

I = dist;[(0+xri-(p+9)hjt(4+9AA] | (p.g) (avc), am u! DI. le 

Voca / distantia de figura composito de quadratos a et c, ab campo fine 
de «. Distantia de duo figura (pag.176 Prop.22:3) es limite infero de di- 
stantias de punctos de uno figura ab punctos de altero. Si ambo figura es 
clauso, vale distantia minimo. In nostro casu, figuras es clauso, et habe 
nullo puneto commune; ergo Z es quantitate positivo non nullo. 
ye +98 D. (+2 yit p+WRjtg+9)hK] |(p.qYa D un (0+xit+4jtqk) 

>) » » » » ‘(aub) 

Si y es abscissa inter x et x—+7, tune figura composito de parallelepipedo, 
de basi quadratos «, et de altitudine vectore 1y—x)î, es parte de strato de 
figura w, inter planos normale ad ?, per punetos o+xi et 04%); ce strato 
es parte de parallelepipedos de basi quadratos a et b, et de idem altitudine. 

Volumen de figura inscripto =(y—xr)XA"Numa); 

Volumen infero de strato = g,y—g,x; 

Volumen supero = g'y—4'x; 

Volumen de figura circumscripto = (y—x Xhk*(Numa+Numb;. 

Divide per y—x : 


ye rc 090 I. h*Numa) S D(g'ie,y) S D(g'2,y) £ h*°(Numa+Numdi 
nam formula su:sste et pro y<r. 
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Nune si y verge ad x, et derivata de g, et g' non es supposito : 
Lm[Dg,;%,Y) y,q,x] D ANuma+O6Numb 
>» 9 > » Ù 

Varia À in omni modo, et sume limites supero et infero de secundo 
membro : 

Lin[D(g,;2.y)y,q,r] D Arca Jin u n (o+xita.j+-qki] + 

6 Area'[am w n (0-+-ri-{-qj+qK)| 

Classe limes de ratione incrementale de g, continere in area infero de 
sectione de campo interno ad &# cum plano (o+wrî,li), plus fractione de 
area sectione cum campo fine. 

Per hypothesi, ultimo area es nullo; ergo area de sectione cum campo 
inu, du et uw es æquale. Classe Lm consta ex uno solo individuo : 

Dy,x = Dy'x = Arealu n plan(o+ri, Ii)] 

Integra ab — & ad x; 9,x et g'r es nullo pro valore de : minore de 
abscissa de omni puncto de figura. Ergo: 

ge = gie = S[Area un plan(o+ri, Tò x, æ —Q| 

Et si æ verge ad +%, vel nos tribue ad «x valore superiore ad abscissa 
de omni puneto, seque theorema. 


Regula pro calculo de area (Prop.54) et de volumen (Prop.56) occurre in 
Kepler et in Cavalieri a.1635 libro 2 Prop.3: 

« Figurae planae habent inter se eandem rationem, quam corum omnes 
lineae iuxta quamuis regulam assumptae; Et figurae solidae, quam eorum 
omuia plana iuxta quamuis regulam assumpta ». 

Enunciatione de hypothesi es recente. | 

Vide meo libro: Applicazioni geometriche a.1887 p. 178 221. 


‘2° Volum'usSjArea|ie plan(0+.i, Ii)] 





x, qi 


‘3 Volumi = SArea [ine n plan(o+.ré, [i)]lr, q! 


% 98 
‘8 0Ep. 16,808V ._). Volumwo+9+0r+80) = Mod(uara:0:y) 


Volumen de parallelepipedo super vectores u,v,# aqua valore abso- 
luto de ratione de trivectore vara: ad trivectore unitario y. Vide p.188, 
198, 199 P 224. 


‘6 «Ep. DE pela. CE perecta(t,b) . de peplan(a4,0,0) ). 
Volum(azb7e7d) = Area(a7bh7e) X d[d, plan(e,b,e)] 5 


Tetrahedro. 
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a€p, . ue Cls'a . Areau £Q .): 

‘1 de va0 .). Volum(u+0i) = Areau x modi X sin(i,a) 

Si a es plano, et w es figura in plano a, cum area determi- 
nato, tunc, si i es vectore non nullo, volumen de cylindro aut 
prisma que resulta si ad omni puncto de « nos adde fractione 
de vectore i, vale area de basi #, per modulo de i, per sinu 
de angulo de ? cum plano a. 


‘2 0Ep ._). Volum(07u) = Areas X d(0,a);3 

Et volumen de cono’ aut pyramide, que resulta si nos junge 
puncto o cum omni puncto de vale area de basi # per dis- 
tantia de 0 ab plano a, diviso 3. 


[ Hp. îev. i?=1. pea. a= plan(p, Ii). A= d(0,a) I. 
Volum(o—u = S[Area(0-u)n plan(o+xi, Ii |, 0A] 
= S|Areau X{(r/h*lx,0h] = Areau x h[3 ] 


In vero, sume vectore ? unitario, et normale ad plano a. Voca À dis 
tantia de 0 ab a. Volumen quæsito vale integrale de area de sectione in 
cono de plano per puneto 0+.ri, et normale ad è, ubi varia x ab 0 ad À. 
Cono partiale de altitudine > es homothetico ad cono dato; ergo areas es 
ut quadratos de altitudines. Ergo area sectione in puneto 0+xi vale area 
u X(r/h}. Post integratione cum regula de potestates, pag.350, seque 
formula. 

Propositione occurre in Euclide L. XII Prop.7, pro prramide, Prop.10 
pro cono de revolutione, et in Cavalieri a.1635 1.7 Prop.8 pro cono ge- 
nerale : 

« Quilibet cylindricus triplus est conici in cadem basi, & altitudine cum 
eo existentis ». 


60. VOLUMEN DE SPHÆRA. 


0€p . r€Q ._). Volum ipnæx3[d(s,0) < #]i = 4773 
Si 0 es puncto, et > es quantitate positivo, tune volumen de 
solido formato per punctos que dista de o minus que ,, id es, 
volumen de sphiera de centro 0 et de radio » vale 47° 3. 
| Hp. ev. #21 .D. Volum; pars[dir0)<r]i = 
S:Area planto4+zi, Id mossfdian, oz <q re? ||, (—n) ri = 
Sta r-2 e Tr] = 28 (1-6, 0] = 4273,8 | 
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Invero, nos sume vectore unitario ad arbitrio î. Tunc volumen quæsito 
vale integrale de area de sectione in sphaera cum plano passante per 
puncto 04zi?, et normale ad ?, que es circulo de centro o+-zi, et de radio 
W°—2°), ubi integrale es extenso de —r ad +7. Ce area vale x{r?—2?), et 
post integratione, nos habe valore scripto. 

+ ARCHIMEDE t.1 p.40: IlGoa opaioa reroardacia ëêoti xavov 
TOÙ Paow pèv Èyovtos iony ti peyioto xixiw tv Èv ti opaiou, 
Üyos dì tiv êx Toù xÉvigov ts opaioas. | 


% O1. a,bep,.(Syma)b — . reQ >). 
Volum præx3{d(x,a)<r . d(x,b)<r] = 27r°;3 
Parte commune ad cylindros, que habe pro axi duo recta « et b. 
que se seca ad angulo recto, et radios æquale. 


% 62. VOLUMEN IN COORDINATAS CURVILINEO. 


Tot E9 Ye (FX, x)cont . 5,,5,€ [AF (x exe A x, è YE 

YI Yx)]cont . = (r,y, ere a YE YA YX . SE 

SL,Y) 5,(2,y)] . pe (pFe)sim . D,p a D,p a D, p /y € (QFe)cont 

_). Volum p‘c = S[SIS[D, p{x,y,5) a D, p(r,y,5) a D,D(x,y,5) y 

13, ST] y, VALVE la, aa] 

Es dato duo quantitate x, et x, et duo functione y, y, de- 
finito in intervallo x, x,, et continuo, et duo functione 5, et 
s, definito de dyades (;r,y) tale que a es in x, 2, Ct yes 
in y;X y. Nos voca cr campo de triade (»,y,5) tale que a: es 
in 2, 7, Y in yy TY, 3 ins, y) 2,(x,y); p es puncto func- 
tione de triades de systema c, et ad valores differente de 
X,y,z responde punctos differente, et ratione de trivectore super 
tres derivata de 7p(x,y,53) pro x,yY,z ad trivectore unitario y es 
functione positivo et continuo in campo c. Tunc volumen loco 
de puncto p, pro triades de campo c, resulta ut seque: 

In D,p(a,3,5) a D,p(2,9,5) a Dip(.r,Y,3)iy varia 3 inter &Gr,y) et 
:,(r,y) et integra. Postea varia y inter y,7° et yr, et integra. 
In fine varia » inter 2, et +, et integra. Integrale triplo mete 
volumen qu:csito. 

Regula priecedente es siepe exposito ut seque. 

Parallelcpipedo descripto per puncto p{r,7,5) si æ,y,5 varia 
in intervallos infinitesimo de amplitudine do, dy, ds, vale 

Dp(r,y,5) a DyP(,Y,5) a D,p(r.y.5) y dr dy ds, 








vel #:drdyds, ci nos voca 2 coefficiente de dr dy dx. 
Varia 3 inter 3, et :, et summa parallelepipedos : 
(fin dz) dr dy | 
mete volumen de « filo » infinitesimo, descripto per puncto 
p(-1,y,3), ubi «et y varia in intervallos infinitesimo dr et dy, 
et 3 in intervallo finito ,(2,1)3,(2°.1). 
Varia y inter 7,7 et yr, et summa filos : 
[J(fna d3) dy] dr 
mete « strato » descripto per puncto, ubi .° varia in intervallo 
infinitesimo dr, et y et 3 intervallos finito. 
Varia æ inter 7,7, et summa stratos: 
I{j(fin dz) dy] dx 
mete volumen. 
Variabiles .r,,z unde depende puncto p vocare suo « coor- 
dinatas curvilineo ». 


lropositione es considerato in plure libro ut evidente. Non existe demon- 
stratione elementare. Vide infra, integrales multiplo. 


% 63. AREA DE SUPERFICIE NON IN PLANO, 


ne Cls'p. Volume —0 .7). 
areas = lim) Volumjp n:r3{d({r,#) <<]! (2h) |h, Q, O0! Df 


Si - es figura, et suo volumen es nullo, vel # es superficie 
curvo, considera solido formato de punctos que dista de # minus 
que /, quantitate positivo dato ; divide volumen de isto strato 
per 2h, suo spissore. Limite de ratione, si À verge ad 0, vocare 
«area de figura % >». 

Si figura : es in plano, « area x » nunc definito = Area’. 
de Prop. 53. 

Ce definitione de arca es dato per Borchardt a.1854, JfM. t:19 p.369; 
et per Minkowski a.1901. 

Super differentes definitione dato per area de superficie curvo, vide For- 
mulario, t. 4, p.300-301, 

Lebesgue, Intégrale, Longueur, Aire; Ann. di Mat. a.3902. 

Fréquet, Sur une généralisation des notions d’aire, NouvAdM. t.4 a.1904. 

Sibirani, Periodico di Matematica a.1905.. 
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lol iE Yo € (Fr ir )eont. == (11M) A(LE TR YUE Yi y 

. pe (pFe)sim . D,p, D, p E (VFr)cont .)). area p‘r = 

SiS[mod D, p{r,y) a D,p(x,y) 19, Ul Ty |, AS 

Es dato duo quantitate :r, et 2,. et duo functione y,y, de .r 
in intervallo de ., ad x,, continuo. Nos voca c campo de dyades 
(.1,1)) tale que .r es inter «, et à, et y inter y,r ct y. p es 
puncto functione in campo €; ad valores differente de varia- 
biles responde positiones distincto de p. Ce puncto habe deri- 
vatas partiale pro .r et y continuo. Tunc area de loco de puncto 
p, si variabiles varia in c, resulta ut seque. 

Calcula modulo de bivectore super derivatas partiale de »: 
varia y inter y, et 7, et integra. Postea varia > inter :r, et x, 
et integra. 

Vel, area es decomposito in parallelogrammos infinitesimo 

D, p(r°,1) a D, pr, dx dy. 
Summa pro 7, inter limites dato ; nos calcula area de « zona ». 
Summa pro +; et habe area quæsito. 


% 65. 0ep. reQ._). area ipr:ra[dix,o) =r]} = 4m" 

Superficie de sphæra de centro 9 et de radio r vale 47,5. 

| area; pn cs[d. 2,0) =r]i = lim; Volum pa r3[d1x,0) € r+h] — 
Volum pr r3[d(1,0) < r—h]2h)h, Q,0! = D[4xr3,3|r, Q,7] = dar? ] 

In vero, per definitione, area quæsito vale limite de volumen de solido 
formato per punetos distante de superficie minus que h, diviso per 2h, 
quando À tende ad 0. Ce volumen es differentia inter sphæras de centro 
oet de radio r Eh et r—h; et limite quesito es derivata de volumen 
de sphera, ubi varia radio r. 

i ARCHIMEDE t.1 p.156: Z/dons opaioas 1 mipävern tetonzAadia 
fori tod pueyiotov xbxhov Toy èv adr]. | 

‘1 0€p.iev. 1. h,k;reQ . hr I. 

areaipn .r3[d(r,0)=r . RCA r—0)Xi I = 2nr(lk—lo) . 
Volumip 3[d(x,0)<r . » i = nb _-u—1t)]3 

Segmento de sphæra. 

‘2 0Ep. ie vel0.reQ. ae 012.1). 

Volumipr +3[d(r,0}<r . ang(r—0,;)<a]} = 271? (1—cosa) 3 . 
Area)pn r3[d(1,0)=r . ang(r—0, i) <a}! = 2xar*1—cosa) 
Seetore sphærico de radio r et de angulo ad vertice 2a. 


Formn]. t. 5. 22 
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% 66. ue Cls'p.areau —0 . ). 
arcu= lim}Volum[pn æ3[Lmod(x—u) <h]/(xh°)] 1h, Q, 0! Df 


Si x es classe de punctos, que habe extensione superficiale 
nullo, tune «arc v » indica limite de volumen de filo formato 
de punctos que dista de « minus que À, diviso per area de 
sectione xzh°, ubi A Verge ad O. 

Si p es puncto mobile, functione de variabile (tempore) in 
intervallo k, si p es functione continuo, et si nullo arcu es 
descripto duo vice, Arcu(p,k), arcu descripto per p in inter- 
vallo k, ut es definito in pag. 370, = arc(p‘%), id es mensura 
lineare de figura loco de punctos p in intervallo k. 

‘1 0Ep.ievet0.reQ ._). 

Long}p" x3[d(2,0) =r . (x—0)Xi=0]} = 2xr 


2 08p. reQ. ue Cls’'prx3[d(x,o) —7] . areau eQ 1). 
Volum(o u) = rxareau /3 
Volumen de sectore de sphæra, de radio r, et de basi figura « in su- 
perficie de sphæra, vale radio per area basi, diviso per 3. 
‘3 08p.r€Q. ue Cls'pnx3[d(x,0) =r] . arc u £Q 2). 
area (0 w)—=#rx{(arc u)/2 


‘4 ie Vet0 . 0Ep . ve Cls’plan(o, Ii) . arcu £Q ._). 
area(u+0i) = arcu x modi 
Area de cylindro. 
‘5 0€p.ie vel0. ae 012). 
areaipnr3{[ang(x—0,i) —=a.(x—0)xi e Où]! = 2i*sina /(cosa)? 
Cono de revolutione ; angulo ad vertice 2a, altitudo modi. 


‘6 0€p. ie ved. ae 07/2, ue CIS’ pr asfangla—0,i) =a] . 
area © £Q ._). arca[proj plan(o, Ii)]‘u = (area w)cosa 
‘7 AEP,.-0€a.rEQ . he Or .7). 
Volum prx3!d à,an y3[d(y,0) =r]] <A} = 27r°h 
area pr 23 d{r,an y3[d(y,0) =r]] =h} = 4rrh 
} KEPLER a.1610 t.4 p.982: 
« Omnis annulus sectionis circularis... est aequalis cylindro, cujus alti- 


tudo aequat longitudinem circumferentiae, quam centrum figurae circum- 
. . . ”, - 
ductae descripsit, basis vero eadem est cum sectione annuli ». | 
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VIII APPLICATIONES AD GEOMETRIA 
ET COMPLEMENTO 


$ 1-27 es reproductione de Theoria de Curvas per Dr. G. PAGLIERO 
assistente de Analvsi infinitesimale in Universitate de Torino, publicato 
in anno 1905-06. 


$1 Parabola 


oep.a,bev .a'=b=1.axb=0.i=b/a .).. 
p= [(0+2xia+x"a)|x, q .f—0+a.d=recta(o—a, ia) .xeq ._) 
Si o es puncto, a et b es vectore unitario et orthogonale, et si ? indi- 
ca rotatione que porta a in D, et si p habe expressione scripto, tunc 
puneto px, si x varia, et sume omni valore reale, genera curva dicto 
« parabola ». o es « vertice », f es « foco». d es « directrice », recta(0,a) 
es € axi ». 


d 11 per=f+x+ifa 
‘2 dpx,f)=d(pa,d)=x'+1 i PAPPO 1.VII p.1012 | 
Omni puneto de parabola æquidista ab foco et ab directrice. 
[ d(px, o+a) = mod[(e+i)?a] = mod[(x+i)"] = [mod r+i)| = x°+1 
= d(o+2xiatx'a, 0+2xia—a)= d| px, recta(o—a, ia)] | 
‘3 [Symrecta(0,a)] px = p(—x) 
Symmetrico pro recta (0,4) de puncto px es puncto p(—x). Ergo recta 
(o.a) es « axi de symmetria » de parabola. 
‘4 X,Yeq.):0+Xa+Yia e pq =. V=4X 
Conditione necessario et sufficiente ut punto de coordinatas numeros 
reale X,Y es super parabola, es æquatione scripto, que vocare « equa 
tione de parabola ». 


% 20 Dpr =2x+i)a . D'pa=2a 
‘1 rectaTpe=([0+(2x+3)ia+(2°+22x)a]|a‘q 


| rectaT px = recta, px, Dpx) = recta(o0+2ria+x°a, ia4-ca) = ... 


‘2 o+Hiax, o—ax € rectaT px 


Intersectione de tangente cum axi (0,0), (o.ia). 
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_ ms du —— —-- = - ——+—& _ = — — ———-—- —— 


‘3 xe=0 .7). rectaTpx = recta[px, U(px—f)+a] 

‘4° rectaNpx = recta[ pr, U(px—f)—a|] 

Recta tangente et normale ad parabola es bisectrice de vectores a et 
px—f (radio focale. 


‘58. proj(rectaT px) f = 0+ria 
Loco de projectiones de puncto m super tangentes ad curva c vocare 
« podaria de curva c relativo ad puncto m>». Ergo podaria de parabola 
relativo ad foco es recta tangente in vertice. 
‘6 Ceper=0+(24+3xr’—2r*)a 
[ Cepx = px—Dpr/Imag(D’px/Dpæx) 
= = 0+a+(x+i)a—2 2 x—+i)a Imag'2a;|2x+i)a|! 
» » » » ‘Imag l: (Ltd) 
> » » » ‘Imag(re—è)/(x°+1) 
» » » » [—i(2+1)] 
» » —D{x+i(r+lia = ... | 
Centro de curvatura describe parabola de ordine 8/2. Vide $4. 
‘7 Repx = 2Xd(pa, rectaNpx n d) = 2(1+x5N3/2) 
Radio de curvatura es duplo de normale limitato ad directrice. 
% 31 xeQ .). Area U [(6+2xia+ Oxa)|x" Bc] = 40° 3 
|... = S(ér'\x, 6x) =... 
| 2 2 3'1 ARCHIMEDE, 'erpayoviouoe nagaBodijz, P2 P17 } 
2 x€Q .). Arc(p,0x) = x{1+ + loglx+ K1+x)] 
| Are(p, 0x) = S(modDp, 6x) = S[2 mod(x-+i) (x, Ou] = 
2S[J1+23) à, Or] = ... ] 
i HuYyGENS a.1657, vide LoriaB. a.1903 p.4. | 


‘3 Arc(p, —171)/Chorda(p, —171) = 11477935... 


Ratione de arcu de parabola ad chorda normale-ad axi in foco. 


% 4. oep.abev.m,yneq.b=(m+inda .req.a+4m2=ny2. 
D. 0+rbta'a = (0-mnia—m*a/4)+(2iy+yr'a 4 

Puncto functione de secundo gradu de x describe semper parabola, que 
nos reduce ad forma precedente. Vide motu de puncto grave, pag.324. 


Parabola A.H.I.R., F. parabole, D. parabel, G. zagafokr = compara- 
tione, similitudo. (© para (p.204) + bola. 

Gr. bol- balle = pone, jecta. D bol-ide svm-bol-o pro-ble-ma ball-istica. 

Apollonio (tomo I, Prop. 11, 12, 13) voca «parabola, ellipsi, hvperbola» 
sectiones de cono «rectangulo, acutangulo, obtusangulo » secundo Ar- 
chimede. Sectione de cono habe aequatione de forma y? = 2p.r + gr*, et es 
« parabola » si gq=0, « ellipsi » si g<0, « hyperbola» si g>0, id es, si y° 
«aqua, aut defice, aut supera» 2pr. 
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82 Ellipsi 


Hp 81. mneQ .m>n. p= [(0+ macosa + nbsinx)|x, q]. 
= 0+akm—n"). d = recta[o+na Kin—n"), ia] . 
{= O— » «= » “a » . XEQ E } 
x = anomalia de eccentro (Kepler, Astronomia nova, a.1609, Opera t.3 


p.408). Punctos f,f' es vocato « focos » (Kepler), rectas d, d’ es « directrices » 
: De l'Hospital). 


% 10 X,}eq DD: 0+Xa+Yia ep'q =. X"/n°+ Y* n=1 


‘04 rueq ._} f+rea e pq =. 
r= {in —n)/[14(nNGr—n")cos":] 
4 pr =0+[(Mm+ne+(m—n)e-#%)]a/2 
[ $ e P13:4 DD. P | 
Alio expressione de puncto de ellipsi ; resulta de relatione inter func- 
tiones trigonometrico et exponentiale p.251. 


‘2 [Sym recta(o,4)]pr = p(—a) . 
[Sym recta(o,ia)]px = p(a—x) . (Sym 0)px = p(a+x) 
Ellipsi habe pro axi de svmmetria recta (0,4)ct recta(o,ia), et pro centro 0. 


‘3 d(pr,f) + d(px,f) = 2m  } APOLLONIO L. 3 892 et 51! 


‘4 d(px, f) = m—{m'—n)cosx = \(in°—n)/in d(px, d) 
5 d(px,f)= m+ » & » d(p.c, d') 
i PAPPO va P 235 et 238! 


% 21 Dpr = (—msr+incr)a = {[(n4n)et —(in—n)e-Ÿlia 2 
= pla +a/2)—0 
Vectores px—0, p(r+a'2)—0 es « hemi-diametros coniugato ». 


2 (px—0) +[p(x+ 1,2)—0]? = n°45 


‘3 d 'proj (rectaT px) f, 0j = in 

Projectione de uno foco super tangente in uno puncto de ellipsi dista ab 
centro de quantitate constante m. Vel, podaria de ellipsi, relativo ad foco, 
es circulo de centro puncto 0, et de radio m. 


4 xeEna ._) rectaTpr = recta[ px, U pr—f)__U(px—f)] 
5 rectaNpe==recta[ px, U(px—f) + U(p.c—f)] 
‘6 0+(n+)eEag rectaNpr 
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‘7 d(f, rectaT pr)X d(f, rectaT pr) = n° 
i KEILL LondonT. a. 1109! 
‘8 dpr, fx dpr, f) = (Dpr) 
‘9 d{f,(Svm rectaT pa)f"] = 2m 
‘91 (pr—o)a[pix+72)—0] = inuaabd) 
% 30 D'pr=—(pr—o) 
4 Ccepr = 0+{n(cosr)—mi(sinr}) ]a(r 1) (1210) 
2 Rep = (Dpr}/d(o, rectaTpr) = (modDpr) (sr) 
% 41 Areao p'20nr=zamu 
i ARCHIMEDE Lleoi xmvoetdémr PI | 
‘1 re297 ._). Area(o7 p‘6xr) = imnr !2 
2 Arc(p, 207) = 4Si{(msinx) +(ncosx})] |x, 9a 2! 
= 270n)1—S[ I (1/2), Les (—n/m)/(2s—0 |s, N]! 
= in +) X} [C(/2, ©) [(a—-n)/(n+2))?" [r, Na | 
= afin) 1+[(m—2)/(10+n)}}/4+[(ne—-2)/(10+22)}/64+... 
+3 Arc(p, 207) > min+n) 
i KEPLERO a.1609 t.3 p.401 : 


« Tata elliptica circumferentia est proxime medium arithmeticum inter 
circulum diametri longioris et circulum diametri brevioris ». : 


‘4 Arc(p, 202) << 2(in+n)+a(jr—Ji)/2 
ParisCR. a.1889 p.360. 


‘3 Arc(p, 207) < xhn+n {20 +] 2 
i HARTMANN HoffmannZ. t.30 p.256 | 


Ellpsi. À. ellipsis, D.F. ellipse, H. elipsi, I. ellissi, R. elipsis’ 
(CCG. sm. = (in origine) defectu. 
(CC en ‘p.311) + lip(e) (| L. linque) + -si. 


$3 Hyperbola 


Hp sl. m,neQ . p=i[0+H(t+in)ax+(m—_in)a;x}|, qe0( 
f=0+2a$1n*4+n8) . d=recta[o+2n8 + n) a. il . 

f —=0— » .d= » —_ » . 
LEO .). 
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* 10 syeq. i: 0+ratyia pq =. ai n° —4 
‘4 [Swvm recta(o,a)] pr = y +) 
‘2 [Sym recta(o,ia)] pa = p(— à) . (Sm 0)px = p(—x) 
o es «centro »; recta;0,a) et rectao,iad) es e axi »; 04-2ma es « vertice ». 
Punctos f,f’ es « focos », rectas d, d’ es « directrices ». 
% 20 «Dpr=(m+inarxK{m—_in)a > 
qe=0+2(n+in)ae . Tao {nina I. 
‘4  qx,rr € rectaT pr . pr=(qr+ro) 2 
2° Oa(r.r)a(qr') = 4nn(aab) 
recta{[o, (m-in)a] es « asvmptotos »; pæ—0, pr—r.r es « hemi-diametros 
coniugato ». 
% 31 mod[d(pr, f)—d(pr, f)] —=t" 
2 d(pr, f) = mod{(x+/x)(r" +) —2inl = 
Mrbn)onxd(pz, d)= dj pr, d e recta[ pr, Qu + ü)al! 


‘3 d[proj (rectaT px) f 0] = 2 
‘4 d[(SymrectaT pr) f, [1 = din 
‘8 dif, rectaT pr) xd(f, rectaT pr) = 44? 
k 41 sett .). rectaT pr — 
recta[ px, U(px—f) + Upx—f)] 
2 rectaN pr = recta[ px, U pr—f) —U(pr—f] 


Yo 91 Cepa=0+ [nr an nia (+) (un) 
ce 1+Q ._). 


‘2 Arca op‘ 17x = 2mn loga 
i ‘2 GREGORIUS a S. Vine. a.1647 p.994 | 


‘3° Arcp, 1 x) = 
Sur + SL +2(72— 1208) TA + 0008) Ib 1 


Hyperbola A., D. hvperbel, F. hvperbole, I. hiperbola, I. iperbola 
R. giperbola. C G. éxcpBolb. C hyper. || L. super) | bola (v. para bola 

Asymptoto, ADF asymptote, R asimptota. 

CG. dofuxrwro-s (Eutocio) = non coincidente. 
(Ca- (2 A.D.F.H.I.R. a-chromatico a-mnestia a-tomo ... || L. in- D. un-; 
+svn- (p.20) + pto- (D A.—R. svm-ptoma || L. pete: + -to. 
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$i. Parabola de vario ordine. 

Hp $1. mnequ0 . k = qnæa(x" a" Eq). 

p = [(0+x"a+x"ia) |e, k].æek .). 
‘0 ,yEq ._): 0+ra+tyia e pk =. a*=y" 
‘1  o+(m—n)r"a/in e rectaT px 
2 m+n—-2 0 7). Ccpx = 

pa + (n'a Ha") Dpx[mn(m+n_2)a"+"] 
‘8 smn+4neQ ._). Area Jf(o+x"a)-px |x, 0x] = nxe**"/(m+n) 


4 Y,3EQ . y<3 _). Arc(p,y 23) = 
SR En] |, yi 


Parabola de ordine m n. Pro mn =—1 curva es hyperbola. 


$5 Linea exponentiale 


% 1. Hp$sl. p=|{[0+x+ie5)a]|2, qi. ceq 1). 
‘1 o+(x—1)a € rectaT px 
2 lim} d[ po, recta (0, a)] x, q, — 0} = 0 
‘3 Ccpx = 0 + [(x—1—e*") + ie”+e”)|a 
| = px + (e'te ")(i—e”)a 
4 Rcepa = e “(1+e*)N3/2) 
‘8. Rcp(—log2/2) = 33/2 = min(Rcp, q) 
Y,3 Eq.YUZI.). 
‘6  Arc(p, y-2) = SN1+e”)|2, y-2] = 
A(1+e®)+og[Y(1+e®)1]=x [3 7,51 


‘7 Area J[pr-(o+xa) | a 73] = S(e*|x, y7s) = e* — ev 
} ‘1°7 TORRICELLI a.1644 | 





‘8 Volum\Uju(2x caa)[(0+xa)px]|e'y73} 
= aS(e*|r, y) = a(e?—e?v) 2 

‘9 areal J[u(22 oua)pr|ry5] = 2aS[e? 1+e®)|x, 7:51] 
= aXAjet J1-+e®)+logle” +{1+e®7)]|2;w,5! 

Linea vocare et «curva logarithmica ». 

Recta(o, a), de que in P'2, es « asymptoto ». 
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$ 2. Hp$l. meQul.p={[o+(c+im )a]|x, qi. req . 7. 
‘4 0+(x—/logm)a € rectaTpx 


2 limj d [px, recta(o, a)] |x, q, — 0 j=0 





‘3 Copa =o0+|{(x—/login-m*logm)+i[2mF +n-/(logmi)]{ a 
= px + [m® + m-/(logm) (im logi)a 
Y, 3 €q._). 
4 Arc(p,y 3) = Sif1+(n logm)||xe, y73| = (;logmn)x 
A{{1+(m? logm)"]Hlog:y[1+(m? logm)]—1] 
—xlogm |; y,3} 
5 area Jpæ-(o+xa)lx y73] = S(n? |a, y73) = 


(in — mV )/logrn 





86 Catenaria, Tractôria. 


% 1. HpSl. p— |lo+ ax + ia(e”+e")2] |a, qi . meg .). 
‘1 [Sym recta(o, ia)] px = p(—A) 
2 Dpx = a+ia(e—e ‘)2 
+3 mod Dpa = (e"+e ”})2 
4 d(o+ax, rectaTpx) = 1 
ra = 0+ax+a(e*"—e *)/4 . 7). 
+3 rx e rectaNpx 
6 Ccpx = o+axt{(e"+e “Jia—(e—e"#*)4 4 = (Sm pr)rx 
‘1 Repx = d(px, rx) = (e'+e )/4 
8 æxeQ ._). Arc(p, Ox) = Area J{(o + xa)ÿ-pr|r' 6x] — 
S[(e“+e *),2 1x, Ox] = (e“—e ")/2 


9 xeQ . 7). Volum J}u(27 caa)(0+xa) pr]lx' 0x{= 
(2) area J{u(2x oaa)px|x" Or] = (e—e #*+4r)r 8 


Catenaria es positione de æquilibrio de catena grave homogeneo. 


+ LeIRNIZ a.1691 t.5 p.246 | 


P-7. Radio de curvatura vale normale usque ad axi (0,0). 








%e 2. HpP1. g = }[ px—Arc(p,6r)UDpx] | x Qi . reQ, . ). 
0 gr —=0+[x—(e"—e “—2i) (e"+e “)la 
‘01 limjd[p.r, recta(o,a)] | &,Q,, ae} =0 
4 Dax =(e"—e "—2i(e"—e 7) (e*t4e 7") 
mod Dax = (e"—e ”*)(ef4+eT”) 


rectaNq.r = recta(pr,qx) 


Ccqga = px 

Rcqa = d(pa, qa) = (e'—e )/2 

Arc(g, @x) = S[(e'—e ").(eT+e "x, Gr] = log[(e° +e) 2] 
‘9 area\ J[yr-proj[recta(o,a)]g.r] | Qi = x 4 


2 

3 . 

‘4 o+xra € rectaTqg» ‘8 d(gx,n+ra) = 1 
6 

7 

8 


Puneto gx de P:0, si x varia et sume omni valore reale, genera 
« tractoria », evolvente de catenaria. Recta (0,0), de que in P-01, es « asvm- 
ptoto ». Puneto o—+ia que es « vertice » de catenaria, es « cuspide » pro 
tractoria. 

P-3:4 Si nos uni cum filo punto gx ad puncto 0-+xa, que describe recta 
(0, 4), tunc filo es semper longo 1, et punto gr move se in directione de 
filo. Unde vocabulo ori. 

Catenaria A.I. (Jac. Bernoulli Ac.Fr. a.1690), F. chaînette, D. Ket- 
tenlinie. (C catenari(o) + -a (indice de feminile; intellige « linea »). 

catenario ‘L a. + 50 circa) = de catena. (C catena + -rio. 

catena A.I., A. chain, F. chaîne, H. cadena, D. kette. 

Tractoria (Huygens, Joh. Bernoulli). (C trah(e) + -tor + -ia 


$T Sinusoide. 


Hp$l . p = [(0+ ax + ia sinx) |x,q] . eq .). 
‘1 nen.) [Sm(o+nxa)] pr = p(Qna—a) . 
{ Sym [recta(o+(2n+1)xa;2, ia)|{ pa = p[(2r+1)a—x ] 


‘2 Transl(2xa) px = p(2r+xr) . 
Transl(za 2) (0+ar+ia cosr) = p(x'2+:r) 


‘3 Dpæ = «a + ia cx D'px = — ia sx 
‘4 Mod Dpx = ([(1+cx!) 


5 oH(x—trit e rectaTp.e 





‘i Cepr = pr—ia(i+icr)(1+cr)sx 

‘7 Repe =(1+c2*N3 2) sx 

‘8 Arc(p,91;2)=S[{1+c2) x, 07 2] =S\sr" +20] |a, O7 2! 
9 æeOn . ). Areal J(o+æa) pr 
‘10 Area Med p' 07 = 2 


a‘ 9x] = S(s, Ox) = 1—0c2: 





‘11 Volum\Jj}u(227 oaa){(o+xa) px]la* 0x2} = x°;4 
‘42 area J[u(2x oaa)px|x* 07/2) = x[D2+log(1+.ÿ)] 


« Linea sinuum » Wallis), « Cveloidis socia » (Roberval). 
Onni puneto 0+nza es centro de symmetria. 
Sinusoide habe infinito centro, et infinito axi de svmmetria. 


Sinusoide. voce internationale. (C sinus + -oide. 


88 Tangentoide 


Hp$1 . p = [(o+aær+ia tngx)lr, —n 27 7/2) ne 1x2 172.1). 
0 (Sym 0}px = p(_2) 

1. Dpæ = a+ia,ca* 

‘2 o+a+ia € rectaTp0O .  o+axr—as(2:>r) 2 € rectaTpr 

+3 Ccpr = pr+ia(l+i ca) (1+cx) s(2x) 

‘4 Repr = (1+c24)N3/2)/[s(2r)ca] 

re0a;2 2). 

‘3 Area U[(0+x0) pr 0x] = Sita |, O7) = —log ca 

‘6 Volum {Uf/(22 ca0(0+xra) pala Ori = a(tx —x) 


$9 Curva de luce 
Hp$s1.p=|[(0+xa-+ia log cosr)|x, 072,2]. ve 077 2 ._). 
‘1 Dpx = a—iatr | D'pr = —ia cr 


2 modDpr = cr + 


‘3° Cepa = pr—ia—atar 
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‘4 Repe= /cx 

‘8 Area (Jpx-(o+ra)|r 0-72] = S(log ce, 012) = 
(1/2)log2 

‘6 xe On 2 .). Arc(p, 0x) = S( °c, 0x) = log t(x 4+r 2) 


Trajectoria de radio de luce in atmosphæra, si densitate varia se- 
cundo formula de barometro, temperatura constante. 
Es «catenaria æquiresistente ». Vide Cesàro a.1905, p.214. 


S10 Spira mirabile 


Hp$i . REQ. p= [}o+aeN(h+dx]}}|c, q].æeq 1. 
0 A1 I. limp, q, — e) =0 
‘i Dpx=(lh+i(px—0) . D'px = (h+i)(px—0) 
2 rectaTpeo=recta[p.r, (h+i)(px—0)] 
i DESCARTES a.1638, OEuvres, éd. Tannery t.2 p.360 | 
‘3 Cepe=pr+iDpr=0 +hiaeNM{(h+iæ] = 0+hi(pxe—0) 
‘4° Repr = mod Dpr = e*" (14/4) 
‘5 re29a ._). Area 07 pOx = [eN2hx)—1].(4h) 
‘6 Y,5 EU. y ._). Arc(p, 73) = \(1+29)S(e&|r,y7a) = 
OLA) (el: — ev) 7 
‘7 Arc(p,x—-Q= e 14+48)/l 


i TORRICELLI, a.1640; vide LORIA, LinceiR. s.5 t.6 a.1897 | 

i JAC. BERNOULLI, Acta Eruditorinn,a.1692, voca curva < Spira 
mirabilis... quoniam enim semper sibi similem eandem Spiram gignit, ut- 
cumque volvatur, evolvatur, radiet ... Libenter Spiram hane tumulo meo 
juberem incidi cum epigrapho: Eadem mutata resurgo ». 

« Spirale logarithmica » Joh. Bernoulli. 

P:0. 0 es « puneto asymptotico ». 


Spira I.. G. ozsioa, A.D.F. spire, H. espira. 

Spirale non L. classico, L. de Bernoulli, D.F.I., A spiral, H espiral, 
R. spirali-naja. (CC spira + -le 

Mirabile I., A.F.H. ad mirable. 
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811 Spirale de ordine 7 


| HpS$1 . € qu0. p —[(0+x"eiza) |æ, Q].æEeQ I). 


‘1 o-a*'eizia/m E rectaT px . 0o+max" 'eizia € rectaNpa 
2 meQ.xe20n I). Area 0-p'0x = x°"*!/[2(2m+1)] 


‘3 Cepa = px+ a" '(1m°4+2°)/(m°+m+2%) x(im-t+ix)e'fia 
| ‘4 yeæ+Q .7. Arc(p, cy) = Sla" (+2), 2" y] 


$12 Spirale de Archimede 


Hp$1 .p=[(0+xe#a)|x, q] . req ._): 
‘4 Dpx = (1+ix)e'?a k D'px = (2i—xje a 
‘2 o—X'ie'?a e rectaTpx ‘3 o+iea € rectaN pa 
‘4 xe 201. >). Area 0-p'Ox = a°6 

‘2-4 ARCHIMEDE Jleoi ‘Elixwr P20, P28 | 
‘5 x€Q .). Arc(p, 0x) = S[Y{1+2)|r, Ox] = 


|axy1+)Hog[e+{1+2)]}/2 
i ROBERVAL, a.1643; WALLIS a.1655, vide LoriaB. a.1903 p.3 | 


| ‘6 Cepe=pxrti(1+x*)Dpx/2+2%) = 
o+x+i(1+2)]/(2+-09] eira 
| 7 Repx = (142 N3/2) (24) 
$13 Spirale de ordine —I1 
Hp$1.p = [(o+e'® a/2)|x, Q] æeQ DI: 
‘0 lim[d! px, recta(o+ai,a)]|x, Q, 0] —0 
‘01 lim(p, Q, ©) — 0 
‘1 Dpr = (ix—theftaix =.  D'pr = (2—x—2ir}et a/r 
‘2 o-+tie'"a E rectaT pr 
‘3 Cepe=pr+i1+25)Dpr/e — 0—je ir ar )]eta 
‘4 Repe = (14+20)N3, 2) v° 


ce 


Area 0-p'ys = (1 y—1'5) 2 
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6 YSEQLYUZI. I. 
Arc p,y 77) = SNA) e |, y73]) = 
Poterie] |; 15 

« Spiralis hyperbolica », ita vocato per Joh. Bernoulli, a.1710 (Opera 


omnia t.1 p.480). Recta in P0es + asvmptoto ». 
Puneto 0 es « asvinptotico ». 


$14 Cochleoide 


Hp$i . p = [(0+e/7sr ce «)|æ, qet0] . PE quo ._). 
0 px = (G(o+efa | 2, 29x) 

‘1 0+ae%“5e rectaT px 

2 SjArea[o7 pina(n+1)7) |a, Ni = 1/4 

Loco de barycentros de aren de cireulo 07 2r. 


Cochlea I. CG zxoyio-:s. DI chiocciola, F coque. 
Cochleoide C voclea — a -+ - oide 


Q 


$15 Sinus-spirale 


Hp$l . n€Q . p=|{[0+de#(sin2)N1/1)] | 2, Ox ut . 
DE Or in .). 

‘I Dpe=eN(02+1)ixc]a (sinmaæNL'n—t1) 
= (pa—0)eNnir) sin 

D'pr = [eNmix)—meN—mix)]Dpr sinner 

3 Cepe=pxr + i(Dpx) (+1) 

‘4 Repe = (sinmr)NI m—-1) (41) 

3 Area 07p'Ox in = (2°) S(sinsN2)|3, 9a 2] 

‘6 Arc(p, Or) = (2 m) S[sinsNl wm—1)|5, 9a 2] 


De la Goupillière, AnnN. a.1876 p.97. 


id 


1 « Angulo de tangente cum radio vectore es nur ». 
‘2 « Radio de curvatura vale normale polare diviso per mel ». 
Pro m=1 curva es circulo: pro m=—1 recta: pro m=2 « lemniscata de 


Jac. Bernoulli ». Pro m=—2 hyperhola. Pro m=12 cardioide. Pro 
m=—12 parabola. 
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$16 Cycloide 


% 1. Hp$i. p=[(0tra+e'Zia) |x, q]. eq): 
‘0 pQ1+2x) = pr+2aa 
‘4 nen.) Sym recta(o+nxa, ia)px = p(2na—2) 
2 Dpr = a(l—e*) — —2sin(x 2)iaeNixr,2) . D'px = —e'ia 
‘3 xe 207. ). mod Dpx = 2sin(r'2) 
4 o+xa—ia € rectaT pr . o0o+xa+ia e rectaN px 
5 Ccpx =Px+2iDpr = (0+2ia)+(x—icia 
= p(a+x)t2ia—na 

‘6 xe 207. ). Repr = {sin(s/2) 
‘7 Area Med(p‘ 201) = da 

i ROBERVAL a.1634; vide LORIA a.1902 p.461 | 
‘8 xe 207. _). Arc( p, Ox) = 8 [sin(2/4)]? 

i WREN a.1650; vide WALLIS, Opera, t.1 p.538. | 
‘9 Arc(p, 207) = 8 


o+ia+2nxa es cuspide, o—ia+{(2n+1;7a es vertice. Omni recta'o-nxa,ia) 
es axi. 


% 2. Hp$i./heQ. p = [(o+xa+thc#ia) |r, q] . | 
4 Dprx = ai—he") . D'px =—heFia 
2 mod Dpr = 1+h"—2}cosr 
‘3 o+zra+ia € rectaN px 
4 Area[(0+hia) p'201: = al'+2ah 
‘8° Cepa =Pr+(14+/7"—2/cose)iDpa/(°—Ncosx) 
‘6 Arc(p, 201) = 
SAI(—h)ex* + (1+/4)*se] |, 207! | PASCAL t.3 p.441 | 
Cycloide cum punctos duplo si A>1, et punctos de flexu si A<1. 


cycloide, nomen dato per Galileo a. 1599. F. evelofde, A. cycloid, 

. cicloide, R. tsicloida. € cyclo + -ide. 

cyclo G. x0x40-5, A.F. cycle, D. cyclus, R. tsicl’, H.I. ciclo. = circulo 
C E. qegqlo, A. wheel, S. c'acra = rota. . 


Lam) 


Formul. À © 
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$17 Evolvente de circulo 


Hp$i .p = [(0+ae# —xaiei) | x,q].xeq .). 


wo OL » € 


‘4 


Dpx = xae” 

Cepa = Hair 

XEQ 7. Arc(p, Or) = 232 

Areal J{(o+ae) px | x*Ox] = 2°/6 
proj(rectaT px)o = o—xrinei? 


Podaria de evolvente de circulo relato ad centro es spirale de Archimede, 


Evolvente D.I., A. evolvent. (C e (=ex) + volve (p.379) + -nte. 


$18 Asteroide 


Hp$1.p=0+(Be+e#7)a[r, q] DI. 


‘0 


1 
‘2 
‘3 


p(2r4+x) = pr ‘01 DT = o+4{(cx)+i(sr)]a 
Dpu = 3i(er—e “Ta = —Gae-sin2x 
XE 01/2 ._). mod Dpx = 6sin2x 


rectaTpe = [0+4(cr)}(cx—-3ssr)a+4(8x)(sr+3zca)ia]3'q 


gx = 0+4acx . re =o+4iase I. 


‘4 
‘5 
*6 
‘7 


‘74 


gx, rx e rectaT pr 
MEG.) inqge+(1—n)re =0 + 4[macx + (1—w)iasx] 
d( YL, TX )= 4 


Cepx = pr—iDpr = 0+2(3eiz—e-#)a 
= 0+2eNia/4) p(a—x;4) 


xe On/2 ._). Repx = 6sin2x 

xe 01/2 ._). Arc(p, x) = 6S(sin2x|x, Ov) = 3(1—c0s22) 
Arc(p, On;2) = 6 

Area o p'Oxr = 3[x—{(1/4)sin4x] 

Area 07p'On,2 = 3x/2 
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‘10 Volum | J}u(2x 0aa)[[0+4A(ca)a}  pr||æ, 02/2} = 
2" (3X9X 7) 
‘44 areal Ju(2x oaa)px|x, 01/2] = 967/5 


ne0- 3.1). p(na/2) es cuspide . recta[(o,aeNina/4)] es axi. 
Puncto considerato in P:5 describe ellipsi, de semi-axi 4ma, 4(1-m)ia. 
P:7 « Evoluta de asteroide es asteroide ». 


Asteroide A.D.F.H.I.R., (C G. doreoouôrn-s. (C aster + -0- + -ide. 
Aster G. adorno, àotép- 7) astr-o-nom-ia A.D.F.H.L.R. ... 
C E. ster D L. stella (C ster-ula), A. star, D. ster-n. 


$19 Epicycloide 


% 1. Hp$l. meN+1.p=[(0+metate"a) 2, q]. ceq 1). 
‘0 ke0(m—2) .. 
Sym rectajo, aeNkai (m—-1)]} pe = p[2ka(m-1)— e] 
‘1 Dpr = mia(ev+e"”) = 2miaeN(n+1)ix/2] cos[(—1)æ/2] 
‘41 xe Ox(m—-1) 7). mod Dpx = 2in cos[(n—1}r/2] 
O+(in—ljeira € rectaN pa. o0+(n+1)e'7a € rectaTpa 
proj (rectaT px) o = 0 + (m+1Ye!+e”)a 2 
xe Onxf(n—1) .D). Arc(p, 0x) = [4m/(m_—1)] sin[(m—1)x/2] 
Arc[p, Ox/(m—1)] = din (in—1) 
Arc(p, 207) = 8 
xe On'(m—1) ._). Arca(o  p'Ox) = 
[mnGn+1)/2]{2+[/Gret—1)] sinf(— tr]! 
‘8 Area o  p‘Ox.(nm—1l) = mn+l)x [2(n—1)] 
‘9 Area o p201 = un (m+1) 
‘10 Cepa = px+ 2iDp.e (12+1) 
—= 0+[(n—-1);(12+4+1)](mate'—e"*%) 
= 0+[(a—1)/(2+1)}eN—zi(n—1)] {Dx+ 2/(m_-1)} 0} 


generato per puneto de cireumterentia de radio 1 que se evolve 


dd è dt + cd w 


Curva 
supra allo cirettinterentia tixo de radio ri]. 
Pro me? « cardioiile 


Pro mei) + canstica per retlorione ile rado cirecumferentia 


i 
n 


Ì)” = 
Pro m=- j, «lecina, Lro Weeeg A vsteroide 
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2. Hp$1.h,kEq. meQ . .nem—Q.. 
p= [(0+he"Za+ke"a)|x, q]. req I 
4 rectaN px = [0+HM(1+ms)ea+k(1+n3)e"a]|s‘q 
‘2 0+k(1—n/m)e"%a, o+)(1—m/n)e""a e rectaN px 
‘3 Ah=k .). pr — 0+2h cos[(m—n)r/2]JeN(n+nj)ix/2] a 
‘34 A——Rk , ). pr = 0+2hsin[(m—n)x/2]eN(n+n)ix/2] ia 
‘4 mh=+nk.). Cepx = pat+2iDpx;/(m+n) 
xre0n/(m_n) .). 
‘8 Arc[p, 9x(m_n)} = 
/m_n) Sitrh+nk) ce* + (nmh-—nk) sx*][x, On! 
‘6 mh = nk ._). Arc(p, Ox) = 4lun sin[(nm—n}x/2]/(n—n) 


‘64 mh=— nk ._). Arc(p, 09) = 
4hm)1—cos[(m—n)x/2]}/(m_n) 


‘7 Area(o p‘Ox) = 
(mh+n18)x /2 + [hk(in+n)sin(mx—nx)]|;/(2in—2n) 


Pertine ad genere « epieveloidale ». Si A = + k, vocare «rosa», D rhodonee. 
Si mh=-+nk es « epicycloide proprio », secundo PI. 
Si m=—n=1, ellipsi. m=1, n=2, limace de Pascal. 


820 Limace de Pascal 


Hp$i . meQ . p=[0+(c LEQ). 
p(22+-1) = pa 

px = 0 + a;/2 + (mer +et;2)a 

[Sym recta(o,a)]pæx = p(21—4) 

Dpx = (e!i*+m)eizia . D'px = —(2e'7+m)e'7a 
rectaNpæ = [0+(px—0)(1+2) + zisx e'“a|3‘q] 
o—isxe'"a e rectaNpa 

Cepe = 0+[14+m°+2incx +meï'(sr)]a (2+3mcæ+m) 
Areao7p'201 =12+am® 


Arc(p, 207) = 45) {((+s)srPæ+{[(1—m)ex}ilæ, 02/2} 





D dè è ue * dè © +» è 
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Puncto p describe conchoide de circulo de centro puncto o+a/2, et de 
radio /2, relato ad o, et ad segmento m. Es podaria de circulo de centro 
o+-a et de radio m. Es epicycloide. Pro m=1, curva es cardioide. 


Limace L.F., I. lumaca, A.L. limax, F. limaçon. (CC lim(0)  -ace. 
Nomen dato ad curva per Roberval, CR. a. 1708 p. 78. 
limo H.I., F. limon. C E. limo (p.161) D A. loam lime, D. lehm leim. 


821 Cardioide 


HpS$1.p=[0+(ce+1)e'7a|2, q].æeq .). 

‘0 p(2r+x) = px 

4 px —=0+2[c(x/2)jefta 

‘2 gæ—0o+2creia . ). Proj(rectaTga)o =p(22) 


‘3 Ccpæ = 0 + 2a/3+2[s(x/2)j'et7a/3 
= 0 + 2a]3 — [p(x+x)—0]/3 


‘4 Areao-p‘Ox = [3ex+sx(4+cx)]/4 
‘3 Areao7p201=3da/2 

‘6 xe On .). Arc(p,0x) = 4s(x/2) 
‘7 Arc(p, 202)=8 


Puncto pato es cuspide. 
P-3 « Evoluta de eardioide es cardioide ». 


Cardioide es «cpieveloide », « sinus-spirale », « conchoide de circulo >», 
« podaria de circulo », «caustica per reflexione in circulo », « inverso de 
parabola relato ad foco ». 


Cardioide (Castiglioni, Phi).T. a.1741) (C cardia — -a + -oide. 


cardia G xaoôia || L corde. 7) L cor, F coeur, H cor-azon, I cuore. 
|| A heart, D herz, R serd-tse. 


$22 Cissoide de Diocle 


Hp$1 . p —{o+{(sr)exacæ |, —n'2—n/2]. me —af2772 .). 


‘4 [Smrecta(0,a)]px = p(—x) 


1ò 


Lim}d{p.x, recta(o+a, io] |x, —x;27 x 2, 1,24 =0 
Dpæ=| {ce —clia “31 D'pe=2iDpe+2e'a (ca) 


‘ 
Ca 
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‘4 0+8S0e*[1+/(ca)]ia erectaNpa 
‘8° Copa=px+[3(ca)"+1]iDpx/[6(ca)?] 
‘6 Area(o+a)-p‘(—x/2-x/2) = 3a/4 } WALLIS t.1 p.545 } 


L.D.F.I. Céssotde, A. cissoid, R. tsissoida. 
G xiooo-eôn-s = hederi-forme. (C cisso (=II L. hedera) + -ide. 


823 Podaria 


0€p . ke Intv . pe pFk. q= [proj (rectaT px) o |x, k]. xek.. 
Dpæx € V0 . D'px Ev ._). 
‘1 g@ = pæ + [(0o—pæ)xXUDpx]UDpæ 
‘2 Dax = Imag(D'px/Dpæ\qgæ — proj (rectaNpæ) 0] 
‘3 (0+px)/2, proj (rectaNpæ) 0, proj (planNpx)o € planNga 


Dato puncto fixo 0, et puncto mobile p, functione de varabile in inter- 
vallo Æ, nos voca gx projectione super tangente ad p in x de o. 

Puncto g describe « podaria, relato ad o, de linea p». 

Podarias de epicycloides es rosas. 


Podaria, F. podaire (Laurent, non in vocabulario). 
C G. pod- (=]|| L. pede) + L. -aria. (Vide caten-aria). 

Aliquo seriptore non ama vocabulo hybrido « podaria » composito ex duo 
elemento de lingua differente, et ute forma minus diffuso in Mathematica 
sed multo in Musica: 

L.H.I. Pedale, F pédale, A.D. pedal, R. pedali. (C ped(e) + -ale. 

L. pede, F. pied, H. pic, I. piede. 7) A.D.F.H.I.R. ped-ale ex-ped-itione 

G. pod- xzoû-i D) A.D.F.H.I.R. anti-pode poly-po pod.agra. 

E. pod, S pad, A foot, D fuss. (R. pada-tr = cade). 


824 Conchoide 


o€p . ke Intv . pe (peto)Fk. leQ. q=}|[pxax + l'U(px—0)] x, ki 
x ._). plan[o, I(px—0)] » planN px >) planN qa 
+ DESCARTES a.1637 Œuvres, t.6, p.323 | 


q describe « conchoide de p, cum « polo » in o, et «regula» p‘kx. 


Conchoide L.scientifico, A conchoid, F conchoïde, I concoide. 
C concha — -a + -oide. 
concha L C G xéyyn, H concha, F conque, coqu-ille, I conch-iglia. 














VIII. 407 


825 Conchoide de Nicomede 


Hp$i .meQ . p = |[o+(/cx+imjeisa]|x, (2/2) (x'2)} . 
xe Variabp ._ }: 
[Sym recta(o,a)]px = p(—x) 
Dpæ = |/(cx)" +me*]ia 
o+e'"sx/(cae)'ia e rectaNpa 
limjd[ px, recta(o+a, ia)]|æ, Variabp, +x/2j=0 
xe 01/2 .). 
Area o p‘0x =tx/2+mlog[t(2/4+x.2)] + 2/2 


Puncto p describe conchoide de recta (0+a, ia), relato ad o. 


è è è À è 


$26 Helice 


0€p . a,b,cev. a=b'=c'=1.axb=bxc=cxXa=0. 
r,heQ.u= b/a . p = [(0+re""a+hxrce)|xe, q].xeq 1). 
‘1  o+re""a—rxue""a E rectaT pr 
‘2 o+hxc € rectaN px 
‘3 Copa = pr e" (h°+:%)a'r = 0—e"" ha r+hxc 
‘4 yex+Q .) Arc(p,x y) =(y_a\e"+49) 
r vocare e radio de helice », 27h « passu », À e passu reducto ». 


L. Helice, G. 24x-, F.H. hélice, L.A.D. helix, I. elice elica. 


$27 Inversione 


ke Cls'q.k_)òk.pe pFR. 0€ p=p'k.. 
q= }[o+(pæ—0)/{(px—0o)]|x, A} nek Di 
‘41 Dqa =}Dpx—2[U(pex—o0)xDpx]U(pa—0)/(px—0) 
‘è Dprevet0 ._). (UDpæ+UDax)X(px—0) =0 
‘8 Ccpr € peo ._). Ccqa e recta(o, Cepe) 


Nota. Vide tractatione diffuso de curvas precedente, et de alio, in G. 
Pagliero, Applicationes de Calculo infinitesimale, Torino, Paravia a.1907. 
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$28 y? 
0 y=limix /(1°n) — logn! in Df 
4 neN, . ). ya ue > y > x/(1"(n+1))—logn 


‘9 y — 0: 
57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59335 93992 
35988 05767 23488 48677 26777 66467 09369 47063 29174 67495 
14631 44724 98070 82480 96050 40144 86542 83622 41739 97644 
92353 62535 00333 74293 73377 37673 94279 25952 58247 09491 
60087 35203 94816 56708 53233 15177 66115 28621 19950 15079 
84793 14508 569... 


Pro x vergente ad x, summa de primos 7» termine de serie harmonico 
(pag. 223 P23-1) verge ad w, ut logn. Differentia verge ad limite finito, 
que vocare y. 

Numero y habe in analvsi maximo importantia, post numeros x et e. 

Vocare « constante de Eulero ». 

Euler, PetrC., a.1734-35 t.7 p.156 indica illo per C et per 0; Masche- 
roni per A. Signo », (que non occurre in Euler, et ne in Mascheroni) 
es adoptato per Encyclopidie, et plure Auctore. 

Euler, ibid. calcula E:105 y), post Et10% >) in a.1744 CorrM. t.1 p.283; 
et E.10!y) in PetrNC. a.1769 t.14 I p.154. 


Mascheroni, a.1790 calcula E(10N19 >) 
Gauss, a.1812 Werke, t.3 p.154 » » 23 » 
Ni colai, p » » » 45 » 
Glaisher, LondonP. a.1871 t.19 p.54 » » 100 » 
Adams, » »  a.1878 t.28 p.88 » » 263 » 
3 y= XN, 7/2 —5N, °/3 +. = S5(—1)"(xN,7/n) |n, N,+1! 


‘4 y= SI SIND (2—1)/4 |a, N,+1! 
} ‘34 EULER PetrNC. a.1769 p.154 | 


80 1-y= SN S(N+1) “/u in, N41, 
i EULER PetrA. a.1781 t.5 II Po 

‘6 el = ZI[(eN7) (1+ x) |2, N 

‘7 y=—Sfe “logr |u, Q) 


‘80 aeN,.neN+1 .D. (la) e loga + y + /(2a) + 
DB, Pre) |», L(a—1)] + 4—D"B, na”) 
» EULER PetrNC. a.1769 t.14 1 p.153 | 
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"0 neN, .7). Cn —= Cxn Def 
4 » .xe€Cn.rel“n ). Ex =x, Def 
1 » LL U,TE Cls'On. uw _)v.re l''n . 7). Eu_)Eov 

2 » .ue Cls'Cn.lu=u.rel"n .). AE ‘u =E u 


Nos abbrevia in Cr, « campo ad n dimensione », numero 
complexo de ordine n. 

Dato numero naturale 7, et complexo x de ordine x, (vide 
p. 144), si » indica uno ex numeros inter 1 et #, tunc Ex, 
lege : < elemento vel coordinata de loco r de x », indica 
ipso 2,. Signo E es signo de præfunctione (p. 73). Tunc, si 
u es classe de complexos, E ‘x indica coordinatas de loco 7 
de complexos « (p. 77). 

Si classe « continere in ©, et coordinatas de loco r de x 
continere in coordinatas de ». Si classe # es clauso, et classe 
de suo coordinatas de loco 7, es clauso. 


‘3 neN,.xeCn ._). mx = modr Def 
‘4 neN, .). w, = Can r3(Mmre < 1) Def 


Nos abbrevia symbolo mod in m. 

ur, indica complexos de ordine n, de modulo minore de 1, 
vel « sphæra ad 7 dimensione, de centro puncto zero, et de 
radio 1 ». 


5 neN,.ue Cls'Cn ._). 
Au = CnnazlreQ ID 4 UM (Gr +ru,)] Defp 


Classe limite Z de dato classe «, jam definito supra (pag. 139 
pro numeros reale, citato in pag. 145 P4 pro complexos), pote 
es expresso per novo symbolo tu: 47 es classe de complexos 
de ordine 7, et s tale que, pro omni radio ?, semper existe 
elemento de classe w, in sphæra de centro x et de radio r. 
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do 2. 

‘0 neN,. fe Cls'Cn F N,:reN, .),. Afr . l'mfr £Q . ifr=fr 
A+) D fr (ID. 1 Cnnzraire ten Y,.x,=1[l' E‘fpr 
33[se 1°"(—1) 3). 3, = 2x, IPN EM FD 

4 Hypo DANN, 

Dato numero naturale #, si f es classe de complexos de or- 
dine 7, functione de numeros 0, 1, 2,...; vel si /0, f1, /2,... es 
successione de classes de complexos de ordine 7; et si pro 
omni valore de indice r, semper: 

classe fr existe, vel non es vacuo, 

es limitato, vel limite supero de modulos de fr es finito, 

es clauso, vel classe limite de fr coincide cum se ipso, 

et classe /ir+1) sequente fr es parte de fr, 
tunc P'1 dice que existe elemento commune ad omni classe 
fr, et in modo plus preeciso, P'u dice que uno elemento com- 
mune .r es ita determinato: 

Sume numero 7», considera classe fp, suo coordinatas primo 
E,‘fp, suo limite supero l'E,‘fp, varia p in campo de numeros, 
et sume limite infero de limites supero; isto es x,, primo coor- 
dinata de x. 

Sume in fp individuos que habe ut primo coordinata .,, 
et opera in modo analogo super coordinatas secundo; resulta 
secundo coordinata de x. Et ita continua. Isto elemento x es 
commune ad omni classe fp pro omni numero 7. 


Dem. 
Si n=1, theorema sume forma : 
fe Cls'qFNy : reNo Dr. fr. l'mfreQ . ife = fr. fr+1) D fr :2. 
L[A'fss No) € DN 
Isto theorema es simile ad theorema super existentia de classe limes 
(Lim) de omni successione de quantitates, exposito in pag. 213, Prop. 2-14; 
et uno es reductibile ad altero. Demonstratione que seque et propositiones 
(12314) es analogo ad Dem. de pag. 218, et ad Prop. correspondentes. 


Hp. m,seNo (Di fim+s) D fm I. l'fim+s) S l'fm (° 

In hypothesi dato si m et s numeros, tune fins) es parte de fm, nam 
primo classe seque secundo de #s loco. 

Ergo, limite supero de primo classe es minore aut æquale, de limite su- 
pero de secundo. Resulta ex applicatione de operatione |’, secundo regula 
pag. 116 Prop. 11:38. 
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MENo . (1) DD. 11/8 s*No] = L[l'fim+4-8) |r‘No] (2) 

Ergo limite infero de valores sumpto per l’fs, ubi s sume omni valore 
numerico, æqua limite infero de valores sumpto per fs, ubi s varia de m 
in post. 


MEN . (2) .D. 1,[1'f8 '8No] € 4 I'[Am+-s) |sNo] (2') 

Ergo limite infero dicto, es valore limite de limites supero de classes 
fim+-s), ubi varia s; nam limite infero (1,) de classe es valore limite (4) 
de classe, secundo pag. 140 Prop. 1‘5. 


M,SENo .D). l'ftm+s" e Afim+s). Afim+s) = fim+s). flm+s) D fm I). 
l'flm+s) e fm (3) 
Dato duo numero m et s, tune limite supero de classe fim+s) es va- 
lore limite 2 de classe /{m-+s); ce classe es clauso, et suo classe limite 
coincide cum fim+-s), que continere in fm. Ergo limite supero de /(m+-s) 
es uno ex valores de fm. 


MEN DI. l'fim+s)'s No D fm (3') 
Ergo, dato m, classe de limites supero de classes flm—+s), ubi varia s, 
continere in fm. 


meNo . (2°). (39) .D. 1[l'fs s'No] e dfm . fm = fm LI). 1,[1'fs 8‘No] e fm 
(4) 
Nunc, per Prop. (2°), limite infero considerato in theorema es limite À 
de valore considerato in (3'), que continere in fm; ergo illo limite infero 
es elemento de omni classe fm; quod es theorema demonstrando. 


Dem. pro n=2. 

g= Exfr r (Di ge ClsqF No: reNo Dr . 4 gr. l'mgreQ . Agr=zgr. 

gir+1) D gr D. mi e (VEx°f8 ]8°No 

In vero, si nos voca g classe de primo coordinatas de fr, ubi varia r, 
tunc g es successione de classe de quantitates; et pro omni indice r, ce 
classe existe, es limitato, clauso, et omni classe continere in præcedentes. 
Ergo, per theorema in casu n=1, quantitate vocato x, es elemento com- 
mune ad omni gr. 





h= Egyfr n 23(z2,=2) [er (Di reNo ID. hr. l'mhr eQ . hr = hr. he +1)D 

hr :D. ae (NE frnzs sir) |r' No 

Nunc, si nos voca À classe de secundo coordinatas de elementos de fr, 
que habe ut primo coordinata x,, À es novo successione de classes de quan- 
titates; omni classe es non vacuo, limitato, clauso, et continere in prace- 
dentes. Ergo quantitate vocato x, es commune ad omni hr. 


TEN CD) A fra) 23379) DID. A frnzazze) (7. ae fr 

Si nos elimina signos (), E, resulta: si r es numero, tunc existe ele- 
mento in fr que habe ut primo coordinata x,, et ut secundo vg, vel que 
es æquale ad x, id es, x es elemento commune ad omni fr. 

In modo simile, pro omni valore de n. 
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Nota. 

Theorema P2:1 es ab aliquo auctore demostrato ut seque : 

Divide toto spatio ad n dimensione in cubos de latere 1. 

Tunc existe aliquo cubo, que habe proprietate que, pro omni valore de 
r, aliquo elemento de classe /r es commune ad isto cubo. Divide isto 
cubo in novo cubos de latere 1/2, 1/4, 1/8, ...; semper existe aliquo cubo 
partiale, que habe idem proprietate. Resulta successione de cubos, de 
latere vergente ad 0; ergo cubo verge ad puncto limite, que satisfac 
thesi de theorema. 

Isto tvpo de demonstratione occurre in Bolzano, a.1817, Cauchv, 
Cours d'Analyse, a.1821 note 3 (Œuvres s. 2, t. 3 p. 378), et sæpe in Weier- 
strass. Vide MA. t. 23 p. 455. 

In isto demonstratione occurre elige, in numero infinito de vice, cubo 
inter plure cubo; quod non lice, si nos non da lege generale de electione. 
Vide infra, $30 P4:1. Ergo nos da lege de electione, et nos seribe expres- 
sione de puncto limite, in Prop. 2-1; id es pro demonstratione de existentia 
de classe, nos da expressione de uno individuo que pertine ad classe. 


2 Hypt .DANfNENIN: | 
Classe commune ad omni classe de successione /0 fl f2 
considerato in Prop. ‘1, es clauso. 


Dem. neNo DI NANI fn DANFN ID dfn fn (1) 
(DD INANSLINFN D. P 


21 neN,. fe CISCREN,:rEeN,. ),. Tfr .Imfr EQ. 
Afr+1) D fr 2). AIN 


Dem. 
P1.2. 4 040 (1) 
reN, . $4 (pag.139) P:1 9. +1) D 4fr +1) D fr (2) 
D. NA Hi SN D NP Ar HD) END NN . 
\ frHD ir N = ÉNo Di NAN = No (3) 


(D).13) (DD). P 


Theorema P‘1 ad nos occurre (830 P5‘1-2) sub forma: 
‘3 neN,. fe Cls'Cn FQ: heQ da fl. l'mfh eQ. 
h,keQRZk dik Ah I fd ANFfQ 

Si f es classe de complexos de ordine »; functione de quan- 
titates positivo; et si pro omni valore de quantitate positivo 4, 
classe fh es non vacuo et limitato, et si pro omni AKKR, classe 
limite de fh continere in fà, tune existe elemento commune 
ad classes fh, pro omni valore de }. 
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Dem. g= [/1j#)|r, Ni] -Di ge Cls'Cn FN, : reN, (D. 4gr . l'mgreQ. 
Ag(r-+1) Dgr: he0 7). gE l'R +1) DfRDDYgE 1/h) : 
P2-21 5. 49 Ni. NgNi=N/Q.D.P 


Tribue ad À valores 1, 1/2, 1/3, ..., et es in casu de P:1. 


Theorema P2:1, fundamentale in plure theoria de Analysi, pote sume 
vario forma: 


4 neN, fe ClsCuFN,: EN.) Afr.l'mfreQ. 
f(r+1) D fr DD. A AUS |sN) 
Si nos tace conditione que classe fr es clauso, tunc existe elemento 
commune ad classes limite de classes dato. 


8 neN,. fe CIS'CR FN, :reN,.). fr. A+) fr. 
aM(Afs|s, N) 
Nos supprime hypothesi que classes de suecessione es limitato; suffice 
scribe 1 (classe limite generale), in loco de À (classe limite finito). Vide 
pag. 139. 


‘6 neN, . fe (CIC st A) FN DI INTAY(S4+N0) SN, 

Nos elimina hypothesi que omni classe contine sequentes; tune nos con- 
sidera signo |) de summa, in sensu logico, de classe que seque classe de 
loco 8. 


‘7 Hyp 6 .). Lmf = [AU HN,) [Nol Def 

Classe que figura in secundo membro de P:5 vocare « limes » : Lin: de 
successione f. Si omni classe de successione consta ex uno solo individuo, 
resulta ut casu particulare Def. de p. 211 P 1-0, pro quantitates reale ; de- 
finitione generale jam occurre in (reometria pag. 237 P 71:4, et es adoptato 
in pag. 331, pro definitione de figura tangente. Tune Prop. sume forma: 


‘8 Hyp 6 D.qHLmf 
analogo ad p. 213 Prop. 244, pag. 231 Prop. 40:4, pag. 331 Prop. 68:3. 








‘9 nEN,. we CISCISCn : uun ED =. UEW à. PEW : UE. 
l'm # EQ :}). q4Aunrs[reQ DD 0+rm, e] 
Dem. = ;U[N+90 F ln 28 non z3(4 anr)l ls, Nol D. 4 NF'No (1) 
Hp(1) . ace (No. 780 DI. re du. r--run Et 

Es dato numero naturale n. Nos considera w, que es classe de classes 
de complexos de ordine n; id es, # es proprietate de classes de complexos 
(non es proprietate de individuos de classe). 

Nos dice que ce proprietate es distributivo, quando, si summa in sensu 
logico de duo classe w et v habe proprietate w, tune uno ex classes v et v 
habe proprietate w; et viceversa, si uno ex classes u et v habe proprie- 
tate «, tunc summa de duo classe habe idem proprictate. 





414 VIII. 829 








Nunc, si aliquo classe # habe proprietate & et es limitato, tune existe 
aliquo individuo in classe limite de «, et x tale que, si nos fixa ad arbitrio 
radio r, sphæra de centro x et de radio r habe proprietate vv. 


In vero, figura composito ex cubos de latere 1/25 , que es è, et que habe 
aliquo puneto commune cum tw, ubi varia numero integro s, habe 
proprietates dicto in P'0; ergo existe elemento commune ad omni figura, 
pro omni s. Nunc, si nos voca x elemento commune, illo satisfac thesi. 

Presente forma de theorema P2:1 occurre in G. Cantor, Veber unen- 
dliche Punktmannichfaltigkeiten, Math. Ann. t. 13 a. 1884 p. 454. 


Exemplo. Propositione «classe x contine infinito individuos » es pro- 
prietate de classe «, distributivo; ergo si w es classe cum infinito indi- 
viduos, et es limitato, tune existe elemento x, prope #, tale que omni 
sphæra de centro x contine infinito individuos de clas-e x. Vide p. 141 
Prop. 51. 

Alio applicationes de proprietate distributivo es in meo libro a. 1893 
t.2 p.48. 


D. De (derivata generale) 
8 & 


‘0 neEN,. ue Cls'q.fe Cu F n.xe undu . 7). 
Dg fr = LmiDifir y) |Y, 14,0] Def 


Dato functione f, complexo de variabile reale, in hvpothesi 
de definitione de derivata (pag. 275 P1:2, pag. 284 P 15), tunc 
Dg fr, lege « derivata generale de f, pro valore 2 », indica 
classe limes (Lm) de ratione incrementale. de f, pro valores x 
et 7, dum varia y, in campo ubi es definito f et verge ad -r. 

Classe limes (Lm) es definito in pag.230 P40, pag. 259 P 51, 
et supra p.4153 P2°-7. 

Ergo omni functione complexo de variabile reale, pro valore 
a in campo de variabilitate de functione, et in suo campo de- 
rivato, habe semper derivata generale, que es classe non nullo. 

Operatione D es ligato ad Dg, ut lim ad Lm (p.214 P3:0): 


‘1 Hyÿp'0 ._). Dfr =: Dgfr 
id es, sì classe Dzfr consta ex uno solo individuo, illo es de- 
rivata de fr. 


Regulas de derivatione subsiste cum pauco modificatione, si 
nos substitue Dg ad D, vel Lm ad lim. 
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2 Hyÿpo.geCnFu.lm Dg fr, l'm Dg gx eQ .). 
Dg [(fa+92) |x, ulx ) Dg fr + Dg ga 
Si derivatas generale de duo functione es limitato, tunc 
derivata generale de summa continere in summa de derivatas. 
Vide $D p.279 P5'1, $Lm p.217 Pé:2. 


‘3 Hypo.geCnFu.Dgx Eq ._). 
Dg [(fx X gx) |a, ule = fx X Dga + gx X Dg fx 
Si uno factore habe derivata in sensu proprio, tunc derivata 
generale de producto es dato per regula jam explicato in p.280. 


‘4 Hyp'0 SI Dg mod fx ) +9 mod Dg fr 


3 ue Clsq. du. neN, . fe CnFu:reu. 7). Dg fe Da 
:_). fe cont | 
Si » es classe de quantitates, condensato (p.160), vel que 
continere in derivata, et si f es complexo de ordine n, func- 
tione definito in campo «; et si pro omni valore æ in campo , 
derivata generale de fx es classe de quantitates (finito), tunc 
functione f es continuo. Vide pag. 279 P 33. 


‘6 a,beq. ae=b. neN, . fe Cn F ab ._). 
(fb—fa) (b—a) € Medio LJ De fat 


Theorema de valore medio (pag. 288 pro functione reale, 
pag.312 pro funetione complexo) sume forma: 

Si f es complexo de ordine », functione definito de variabile 
ab a ad D, tunc suo ratione incrementale, pro valores a et b, 
es medio inter classe de classes de derivata generale de f, in 


intervallo dato. 








416 VIII. 


8 30. 
Æquationes differentiale. 


1 Theorema 


neN, . ae Ch. req. r,seQ . fe Cn F(a+4ru, : æ—+isui,)cont . 
= l'mf‘a+4ru,, { x+isu,) . = min(es 4 070) I). 
A [Ca F(x+iwu))] n g3jge=a . Dg = [f(g3, 3) |3, x + tu, || 


n indica numero naturale ; a es complexo de ordine n,; x 
es quantitate reale ; 7’, s es quantitate positivo ; f es complexo 
de ordine », functione continuo de duo variabile, uno in interno 
et in superficie de sphæra ad x dimensione de centro a et de 
radio r, altero in intervallo de xr—s ad r+-<s, extremos incluso. 
Nos voca / limite supero de modulos de valores de /, ubi 
variabiles varia in campo dato (causa continuitate de f in campo 
clauso, / es finito); et voca € minimo de duo quantitate s et r/jl. 

Tunc existe complexo de ordine », functione definito in 
intervallo de x—{ ad x+/4, et 9 tale que, pro variabile = x, 
sume valore a, et que pro omni 3 in intervallo dato satisfac 
æquatione : : 


D 95 = f\95, 3). 
Si nos voca 9,3, 9,5, … elementos de 93, et f,, f, … elementos 
de /, tunc æquatione præcedente vale systema de n « æqua- 
tione differentiale » : 


Dg,5 = f(915, 925, + J,8,3) 
Dg,5 — A » » ) 


Dg,3="f,( » » ) 

Complexo g vocare in aliquo casu « puncto mobile » : varia- 
bile 5 vocare « tempore ». Theorema dice que existe puncto 
mobile functione de tempore, que pro tempore x habe positione 
a, et que habe velocitate Dg: dato in functione de gs et de 3 
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Demonstratione. 


In vero, nos nosce positione gx = 4 de puncto mobile; ergo 
es noto suo velocitate Dgx = (9,7); vel es noto puncto suc- 
cessivo de gx, vel puncto ad distantia infinitesimo. Noto novo 
puncto, es determinato suo velocitate, vel tertio puncto suc- 
cessivo ad secundo ; et ita continua. 


Isto demoustratione, vel explicatione, plus aut minus diffuso, 
occurre in libros de Analysi ab Euler, Znstiluliones calculi 
integralis, a. 1768, t.1 p.493, usque ad Lacroix a. 1810 p. 2. 

Sed in illo tempore, vocabulo «infinitesimo » non es definito. 
Cauchy defini « infinitesimo » ut <quantitate variabile que 
verge ad 0»; et isto definitione es secuto hodie in generale 
(et si aliquo puncto mane obscuro, et existe alio interpretatione). 
Ergo Cauchy a. 1840, Krercices p. 327, evolve demonstratione 
præcedente ut seque: Integra per approximatione æquatione 
dato, et transi ad limite. Analvsi de demonstratione pone in 
evidentia plure propositione intermedio, non exposito in modo 
explicito ab auctores. Isto analysi, vel demonstratione completo, 
es multo longo. 

Nos indica per B solutione approximato de æquatione dato, 
vel solutione cum errore minore de quantitate positivo /; et 
in P2-3 nos stude proprietates de B. Nos voca A limite de B, 
quando errore À verge ad 0; et in Prop.4-5 nos stude pro- 
prietates de A; P7 da expressione explicito de functione que 
satisfac æquatione dato. 

Nam demonstratione de propositione existentiale « existe 
aliquo a » semper consta ex constructione, per symbolos de 
Analysi et de Logica (vel per lingua commune), de aliquo 
elemento x in ciasse «, secundo regula pag. 12 Prop. 24. 


ke 2. B 


Hyp P1 . }: 

‘0 ye (c+u,s) ne. kEQ 2). 
B(a,x,y,k) = Cnn be 4 (a+rux.) F (x y) n 93 [gx =a . gy = bd : 
3EXTY di Dg gs _) 93,5) + kw, | Def 


In hypothesi de theorema supra enunciato, si y es valore 


Formul. t.5 27 
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in intervallo de x—s ad r+-s, differente de x, et si k es quan- 
titate positivo, tunc signo B(a,r,y,h), lege « valores de solutio- 
nes de æquatione dato, que i ex a, de x ad y, cum errore mi- 
nore de À» indica omni complexo d tale que existe complexo 


g sumente valores in sphæra de centro a et radio », functione - 


definito de variabile in intervallo xy, que pro valores .r et 
y de variabile sume valores a et b, et que pro omni valore 
3 in intervallo xy, satisfac æquatione differentiale dato cum 
errore minore de À; id es, derivata generale de gz continere 
in f(g5,5), plus complexo de modulo minore de È, 


‘1 keQ .). B(aa,2l) = ta Def 
Si y=r, classe B es reducto ad solo elemento a. 

‘2 Hypo. de B(a,r,y,k) . ). ae B(b,y,r,l) 

»  .3€xTy. ceB(4,0,3,k) . beB(c,3,y,k) .D. beB(a,r.y,h) 
» |. » . beB(a,r y) .) A B(a,xr,2, RD, 5h) 
‘3 » _. heQ .D. B(4,7,4k) DI B(a,r,y,k+1) 


>= 


% 3. HypPi. 
4 ge xl. keQ I. 4 Bia,r, gl) 


Si y es valore in intervallo ab :—{ ad :r+é, et k es quantitate 
positivo, tune classe B(a,r,7.k) non es vacuo, id es existe func- 
tione, dato in intervallo «7 ‘y, que pro valore . de variabile 
sume valore «4, et que satisfac æquatione ditferentiale dato, 
cum errore minore de È, 


Dem. 
keQ D. 4h, Rs ht h'eQ : y,ze rtf. miy—z <A. b,ce a+rum . 
m'b—ci KR use. mlfc,z--fb,y)] <Ki (1° 


In vero, funetione /\b.y) es continuo in campo clauso considerato pro b 
et pro y; ergo habe continuitate uniforme (pag. 239 Prop. 1‘3), id es, nos 
pote determina duo quantitate positivo X' et A in modo que, si y et z es 
duo valore arbitrario in intervallo de x—t ad x+#f, sed differente in va- 
lore absoluto minus que ', et si b et c es duo valore in sphæra de centro 
x et de radio r, differente inter se in valore absoluto minus que 4‘, semper 
differentia inter valores de functione f(c,2) et fidb,y) es minore, in valore 
absoluto, de K. 


. ©INito in tol 


ww 
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radio p, et 2 varia in intervallo de centro x et de semi-am- 
plitudine g, es minore de /, et que producto de q per modulo 
de /(a,x) plus À plus À es minore de p; et si y es valore in 
intervallo de x—g ad x+q, tunc classe B, pro elementos a, x, 
y,k, continere in sphæra de centro a+(y—x)f(a,x), et de radio 
h+k. 


Dem. 
ge (a+puwn )Fa Ty. gra à zen y DD. Degz D figs,2)+kum I 
» Dg 9g: D fia.x)+hun +kun : 
$29 P3:3 D. gy e Aa+Yy fa, ri +(h+kjun ] (1) 


Si g es funetione definito in intervallo de x ad } y, que sume valores in 
sphæra de centro a ct de radio p; que pro valore x, sume valore a; et 
que pro omni valore in intervallo de x ad y satisfac æquatione differen- 
tiale dato, cum errore minore de Æ; tune pro omni valore z in intervallo 
xy, derivata de g differ de f(a,x) de quantitate minore de h+X. Unde, 
per theorema de valore medio, yy es in sphæra de centro at(y—r)fia,x) 
et de radio (y—x(h+%. 

be B(a,x,y,k) . ge (ar )E 2 y. gx a . qy=b : 

ze TY Da. Dgg D figs.z)+kun : 
e= [m(gz—a)—p |3, ay] Di ve (qFaTy)cont. ve =—p<0 :2) 
Hp(2) . c'exTy i zen x Ia. v: K0 :2 
» . 92 e a+ pu : (1 DI. 
mi gr — a <gxImia nh CR] <A D). rr <0 (3) 

Nune si d es uno ex valores de B(a,:r.y.k), et si nos determina 9g, com- 
plexo sumente valores in sphæra de centro a et de radio r, funetione de- 
finito in intervallo de x ad y, que pro valores x et y sume valores a et b, 
et que in intervallo de x ad y satisfac æquatione differentiale cum errore 
minore de Æ; nos demonstra que valores de g es in sphara de centro a 
et de radio p. Nam nos voca v funetione mod g:—a) — p, ubi varia z, in 
campo x y; tune » es quantitate reale, functione continuo in intervallo 
de x ad y, que pro x sume valore negativo; et es tale que si in interno 
de aliquo intervallo æ—x', es semper negativo, resulta etiam negativo 
‘pro extremo +’. 


L,YEQ . ey. ve (q Fa yjcont. ve<0.. r'ertTyizextao Dda. v:<Q 


De. ve 0.7): ze y Da. 2 KO (4) 
Hp{2} . (3). (4) Di ze 27 Da. vz 0 :. ge (a+pun )F € y. (1) .2D. 
be a+(y—x{fa,x)+(Rk+kitun ] (5) 


Ergo (per Prop. 2*1 de pag. 239, transformato), illo es semper negativo 
in toto intervallo; id es valores de gz es semper in sphæra de centro a et 
radio p<r; unde, per Pil, gy = 0 satisfac conditione scripto. 

(5) . Elim g . Oper da .D. P 

Si nos elimina g, que existe in hypothesi scripto, et no» opera per bs, 
resulta theorema. 
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‘3 hkeQ.yex+tu, ._). 1B(a,x,y,h) >) B(a,x,y,ht+4) 


Dato duo quantitate positivo À et /, et y in intervallo de 
centro x et amplitudo 2/, tunc classe limite de B, pro errore 
h, continere in B, pro errore h+k. 


Dem. 


be AB(a,x,y,h) . peQ . ze y. l'imfftb+puum i z y) — fd,y]j<K kB. 
(y—z)X[m/b,y)+h+xk] < p.ceBa.x,y,h). m(c—b) < K(y—2)/3 : P'2. 
D. Bic,y,2,h) D+ (2—M[Ad,N+(A+4c'3)u |. ce db+(z—1)k/3 mn ID. 
Benzi) DI bte) fly LOT | (1) 


Si b es valore limite de classe Bi #,0/,/4), et si nos determina quantitate 
positivo p, et valore 2 in intervallo de a ml y, in modo que limite supero 
de modulos de differentia inter valore de / pro valores in sphiera de centro 
b et radio p, et im intervallo + y, cet lb), es minore que 4/3, et in 
modo que y—# multiplicato per m/f by fi4-Kk es minore de jo (et semper 
lice determinatione de p et de #2), ct si nos sume valore e in campo 
B'a,r,y,h), que differ de limite 4 minus que Ki —5)/3 (quod lice), tune, per 
propositione precedente, 1 e,:,2,/t) continere in eda) (6,44 (A- -Ri 3) utt |; 


vel, per relatione inter b et e, continere in dHz—)|f/ba)+(/-2#/3) n | 


Hp{1)} . P4 7. "n bag, ia benz) (10. 


| | r him D if fl Î) / li LT RTL > 
Hpi{1) . de Bla,r,z he hey )f by HR Ut 
ge | dib—iu—ay Bi lt, 4. diga. UN Db; 
UE T n7 + Ju | Lu — {lil Yz) E fih.4 di Ae vera ï 
ra I defi fi (ftt, te) "ll Î RSR Rini A N) 


Si literas serva valore precedente, existe valore commune ad classes B 
de us nd DS. GI de 1} al a sis send classe Loantiere ill cinsse SU pra 
scripto, ergo, si nos sume nliquo valore d'in classe B, de e ad &, et tale 
que m (Ah) zi Î N34) | SAS, CE si nos voen 4 Innetone Imeare, 
que pro valores = ct y de variabile + sume valores dd et 4, isto iInnetlone 


satisfne æquatione differentiale eum errore minore de APR, 


Hp 53) pa? be EF d,3,4 AA ile lé... 5. di £ be Win, tp. VA | 
Ergo è pertine ad classe B. ox d, de 2 ad y, pro errore minore de #--k; 
sed cl pertine ad classe BH, ex «i, do in al #, eum srrore minore de A, or 0 


cuir errore minore ci LE Ari {Apri ho cs valore IL solutions de muatione 
into que I CX fd, (le a au LE Un MP PFOTE FT (lu | 
i). Elim psc, , Oper ba Di V 


Si ex (4) nos elimina literas ps, que fau an hwvpattiesi et non in 


thesi, et que represse tti slementos existent prep Tivpttiest «de theorema, 


+ f N; = ET | | 
UE Si ns Opera [RT 27, TI MIT | MLT, 
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* 4 A 
Hyp P1 . ): 
‘0 yextu,t . ). A(a,x,y) ={ \{B(a,x,y,k) |kQ] Def 
In hypothesi de Prop. 1, super fa,r,r,l, tune, si y es in inter- 
vallo de x—f ad x-+4, nos pone A(a,x,y) = parte commune ad 
omni classe B(a,x,y,k), ubi varia k, et sume valores positivo. 


‘4 A(a,x,x) —=1a [ P-0.P21.7. P | 
‘2 Hyp'0. de A(a,x,y) . ). ae A(b,y,x) [ P2:2 D P] 
‘3 Hyp'0 . }). 2A(a,x,y) = A(a,x,y) [ $29 P2-2 D.P] 


‘4 Hyp'0.3e x y. ce A(a,x,z) . be A(c,3,Y) ._). be A(a,r,y) 
[P283DP] 


% 541 HypP40.). 4 A(a,x,y) 
In hypothesi supra scripto, existe aliquo individuo in classe 
A(a,x,y). 
Dem. 
keQ . P31 9. q B(a,x,y,k). B(a,x,y,k) D a+rum 
» .heO0k. P2:5 9. 1B(a,x,y,h) D Bia,r,y,k) 
$29 P2:3 (DI. 4 ( Bia,x,y,k)l&Q .D. P 
In vero, pro omni k, classe B existe; et si AK, classe limite de B pro 
h continere in B pro * ; ergo, per propositione de $ precedente, existe 
elemento commune ad omni B. 


‘2 Hyp"1. be A(a,x,y). 5e x y ._). A A(a,x,2) N A(b,y,5) 
Dem. 
keQ . Def À .7). be B(a,x.y,k) (1) 
keQ . Bk = B(a,x,2,k) . B'k = B(b,y,2,k). (1). P24 9. 4 BknB'k (2) 
Hp(2) . heQ. A<Kk . $4 (p.140) P1:4. P3:3 .. AfhnB'h) D ABhediB'h . 
ABh D Bk. AB'RD BEI. d(Bhe P'hYD Bk n B'k (3) 
(2) . (3). $29 P2:3 (D. T((Bhnp'h|hQ). 
QNGRnB'Rh 1h Q1D (NF Q)niNL''Q) = A(a,x,z)n A(b,x,z) D. P 


8 heQ DD. 4 On ksfye «+ku, . D, . 
A(a,x,y) D a+(y—x\f(a,x)+ hu, 


| P32 9. q@takaye v+kuy .Y. Bia,x,y,h]2) D aHy-2\Aa,x)+hmn 
A(a,x,y) D B(a,x,y,h[2)] D. P_] 
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X 6. 
1 neN,.ue Cls'On .). ou = 3 Cnnzæxaire ln.) x, = 
l'E‘ un z3[se 1'(r—1).),. 3,= x.)i Def 


2 neN,.ue Cls On .mqu. l'mueQ . lu —=u i). œu eu 


In PT nos debe elige uno individuo in classe determinato, 
que contine plure individuo ; et hoc per numero infinito de vice. 
Forma de ratiocinio, ubi occurre electione de elemento arbi- 
trario, per numero infinito de vice, se præsenta in plure libro; 
observatione que isto electione non es licito, occurre in meo 
articulo de MA. t. 37 p. 210, et alibi. Vide RAM. t. 8 p. 145; 

Jourdain, Quarterly Journal a. 1907 p.352, 

Zermelo MA, a. 1908 t. 65 p. 111, etc. etc. 


Ergo nos da lege, que, ad omni classe satisfaciente aliquo 
conditione, fac corresponde individuo in ce classe. 

‘4 Si n es numero, et « es classe de complexos de ordine 
n, tunc wu indica illo complexo x tale que suo primo coor- 
dinata x, aqua limite supero de primo coordinatas de indivi- 
duos de %; suo secundo coordinata æqua limite supero de 
secundo coordinatas de individuos de classe «, que habe ut 
primo coordinata x,; et in generale, suo coordinata de indice 
r vale limite supero de coordinatas de individuos de classe 
u, que habe omni coordinata præcedente æquale ad coordinata 
jam determinato de +. 

‘2 Si classe x es existente, vel non vacuo, et limitato et 
clauso, tunc ww indica individuo in classe w. 


Dem. pro n = 2. 
Hp .D. Eu e Cls'q.q Eu. l'mE,weQ. 4Exu = E, DI. 
ax = l'Ejfu e Eu DI. A Un ya Yi x) (1) 
(1). u,  =unyay=x) D. Am. Du. lu = uw ID. 
La = l'Est e Ex, D. HA Mi NY Yet a) DI A UN YAYI= TA + YI) 
7). AUuNyYAYy—=X) ._). xeu 
Si nos considera successione composito ex classes æquale ad x, tunc li- 
mite de successione es ipso classe «. In isto casu, theorema de $29 P2-:0 
determina uno individuo in classe u, que es ipso ww. Sed nos prefer 
demonstratione directo de theorema. 


‘3 meN, ._). Z, =x+{(y—x)(0""2")/2" Def 
‘4 Z = U(Z, 


m'N,) Def 
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me —_ _—_—_ ————_——— — 


d 7. 
Hyp Pl1. ye x+uw,î. be A(a,r,y) . g=1(Cn Fa y)n 92 
\gr=a . gy=b : 
MEN. 3€ Ze,  s= sy) 2". = 3H (y—a) 2, 
>). g3= w[A(g3,, 3, 3) N A(93% In 2)] : 
3E A y eZ I. gz —=I(NIA(gu,u,s)lu* Z] | 
._). ge On Fay . Dg = [f(g3,3)|5, x y] 


Si n,4,%œ,fr,l habe sensu ut in Prop. 1, si y es valore in in- 
tervallo de x—/ ad æ+é, et b es complexo in classe A(a,x,y), 
et si nos determina g, complexo functione definito in intervallo 
de x» ad y. per conditiones sequente : 

Pro variabile =x et y, g sume valores a et b. 

Si nos divide intervallo de x ad y in duo parte «quale, et 
pone s=x+(y—)/2, tune existe classe commune ad A(g2,,5) 
et A(gy.y,:); sume in isto classe individuo w; isto es valore de 
g3. Nos divide intervallo partiale in novo partes; ita functione 
g es definito pro omni valore de classe Z; vel pro omni puneto 
de divisione de intervallo a" y in numero potestate de 2, de 
partes «quale. 

Si s es in intervallo xy, sed non es aliquo puncto de di- 
visione, tune 95 es elemento commune ad omni classe A(92,1,5), 
ubi 4 sume omni valore in classe Z. 

Tune g es in realitate complexo functione dato in intervallo 
xy, vel conditiones scripto defini functione, et g satisfac 
æquatione differentiale dato. 


Dem. 


(a) sEZ, ._). ge € Cn 
[ 36/0 :Di ea a. 2=y : genza gy=b : D) Ths | 
Si z es uno ex extremos de intervallo ay, tune 92 es complexo deter- 
minato. 


(a) #,7€Z .). 93 E A(g5,5,5) 
[ » “Di sed. Z'=Y A 2. ZX A. SZ ET NM 22 SY : 
P#2. P41 :D P | 
Et, si z et z° es extremos (coincidente aut non), 92’ pertine ad classe A 
de yz; nam hoc significa aut deA:d,7,), quod es hypothesi ; aut as A:b.y,x), 
quod resulta ex hypothesi per P4:2; aut ae A(a,r,r), aut beB(b,y,7), quod 
resulta ex P41. 
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(8) men, : seZ, Di gr Cn : 2,52, Daw 95° E A(93,4,8") 
DI zeZ, 4. gr E Cn : 5,5'E2,,, Dda 93 E A(93,3,3") 
[ze Zm+1eZm . = 2—(Yy—)2m+ 1, ag z| (40) + 1 DID. 
Zi 3e 2m <D. 3e € AlYZ4,24339) DI HI A( 9311212) N A(GZ8,392)] . 
l'mf » » |eQ . 





P3-3 . Si (pag.140) P141 .D. À[ » » ]=[» »] 
P6-2 9. «| » : » ]eaCn 
‘DD. gz e Cn. g3 8 Ad gzi,Z;,3) < 92€ Au re 7e?) (1) 


ue Zmnx 5 DI. gaie A(gu,u,z,) . 92 E A(gz,2,3) -D) gze A(gu,u,z) (2) 
UE LnN IT Y D). GE > SRE. 39292) «D. » » » (3) 


UE Zm . (2). (3) (DD. gze A(qgu,u,z) (4) 
2,2 E Pimti=-Zm . 3° E Zmnz 8 7). gz" 8 A(gz,2,2") . gz e A(g3”,2",2°) 
D. g2 8 A(gz,3 2) (5) 


(1). ©) .D. P_] 

Si functione g es definito pro punctos de divisione de intervallo xy in 
2Mn partes, et semper, si z et z’ es punctos de divisione, gz es A de gz; 
tune functione g es etiam definito pro punctos de divisione successivo, 
et satisfac idem conditione. I 

In vero, si 3 es puncto de divisione in 2Nm+1) partes, distincto ab 
punctos de divisione in %\m partes, et si nos voca z, et 3, punctos de 
classe Zm que contine 7, tune gz4 es À de gz,; ergo classe commune ad 
À ex g, ab z, ad z, et ad A ex 9723, ab 3, ad z, es non vacuo, limitato, 
clauso: ergo operatione © da individuo determinato in classe. 


a 13 11 (D demonstri secnndo parte du theorema 


y) #eEZ. \gzeCn : d.0eZ.) gs € A(g3,3,s) 
I o | 


ä).læa').(#). Induetione . >. | 
Ergo, pro omni puneto de divisione de intervallo #7 # in partes, in nu- 
mero arbitrario, SOIENT es determinato 4, et omni valore ide fumetione 7 
es Ade omni alio, pro variabiles in campo 4, 
(0) sex y ee! 3 E£E Ch 
| se n nr PT ue PNA EVE FN l'E. Uh que Ai CIR, TPE 
Po:2 DD). qlA(gu,u,z er Al gu, 
MEU DL A net IDA gui LE, 
Sì T fi UE AME N“). | MIACquu,a lus (Zn à "A gr, s 
EU yeZ i Mi (A guuast n° 14m a AU AUTRES CAMES 4 
DAMA qu ua e £ 
e,de MAI gr) lu ZT], eZ D. le Aligi ata) D qu his —ulum D. 
veti) € A tu il 
) ne if © | ru HW) |" 2 
i. tal ff. ==IJ À. = j{ 3 
CAS 1° 
Nune nos demonstra que pro om valore de intervallo de x al 1, 


Tuncetione fm es determinitto 
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(€) 3,57€ XY . D. g3 E A(93,3,3) 


| 2eZ.zex y-Z. Defg: I. Ths (1: 
ZE XL Yy=L.2'es 2nZ D). gz'e A(gz,z,z''). gz'e A(gz'',z"',z') 
D). Ths (2) 


(7). ().(2) 2. P ] 


Et que omni valore de functione es À de omni alio. 


(@) ze x y .). Dgs = f(92, 3) 
[ heQ. P5:3 9. x Que Ty n (+) LI. 
A(gz,2,4) DI g:+H(u—2)[fg2,2)+huw ] DI. i 
qu E » » » ._) 
nj(gu—gz (u—-z) — f\gz,z)) < hi DI. P 

Ergo functione g satisfac æquatione differentiale dato. 


(9) . (3) .). P 








de 5. 
‘4 Hyp Pl. ye ax+tw,. be A(a,r y) . ). A (CnFaTy) 93 
ige=a .gy=b.Dg = [fg5,5) |, ay]! [PT D.P] 
In hypothesi dato, si b es uno ex valores in classe A(a,x.y), 
tunc existe complexo g, functione definito in intervallo ab x 
ad y, que pro extremos x et y sume valores « et b, et que satis- 
fac æquatione differentiale dato. Seque de Prop. precedente. 





2 HypPl1 ._). T[CaF(rx+/w,)]) n g3iga =a.gy=bd. 
Dg = [fl9 7,3) |z, x +tur,]{ 
| Pl. Elimb.P5:1 I. P2 =. P1 |] 


Ergo, existe complexo g, functione definito in intervallo ab 
x—t ad «+4, que pro valore .r sume valore a, et in toto in- 
tervallo satisfac æquatione differentiale dato ; quod es theorema 
Pi, demonstrando. 

Si A(a,x,y), que es classe non vacuo, ut es demonstrato in 
Prop. 5‘1, contine plure individuo, nos pote sume plure valore 
b in illo, et resulta plure functione que satisfac æquatione 
dato, et que pro variabile => sume valore a. 

Ut isto functione es unico, id es, ut functione es determinato 
per æquatione differentiale, et per valore initiale (a,x), es ne- 
cesse et suffice que classe A(a,r,y), pro omni y, contine uno 
solo individuo, 
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de 9. 
Hyp P1.l'm\JDg/la+ru, ‘ +) £Q . g,g'e CnF (x+tu,) . 
gr=ga=a.Dg=[/(93,2) |3, x+tu,]. 

Dg' = (fg'2,3) |3, &+tu,] .).g=9' 

Ad hypothesi Prop. 1, nos adde novo conditione. Considera 
f(a,x) ut functione de suo primo elemento; et fac suo derivata. 

Isto derivata es derivata partiale, indicato per D,/(a,x), in 
pag. 328. Sed a es complexo; ergo nos es in casu de pag. 330, 
et D,fla,x) repræsenta substitutione de ordine n, id es substitu- 
tione expresso per matrice que habe pro elementos derivatas 
partiale de x coordinatas de f pro x coordinatas de a. 

Pro majore generalitate, nos non suppone existentia de deri- 
vatas; ergo nos considera derivata generale, supra definito. 

Nos adde conditione que limite supero de modulo de omni 
valore in classes de derivata generale de /, pro primo ele- 
mento, ubi duo variabile varia in compos dato in Prop. 1, es 
finito. Hoc significa que omni derivata generico partiale de coor- 
dinatas de f pro coordinatas de a, es minore de quantitate de- 
terminabile. Id es, m[f(d,u) — fid',u)] / m(d—-d’) 
pro omni systema ddea+ru,, ue x + tu, 
habe limite supero finito. 

Tunc, si g et g' es duo functione, que habe idem valore a 
pro variabile = æ, et ambo satisfaciente æquatione differen- 
tiale dato, illo es semper identico. 

Id es esiste uno, et uno solo complexo functione definito in 
intervallo de x— ad x+/, que pro variabile = x, sume valore 
a, et que satisfac æquatione differentiale dato. 


n? 


Dem. 
Hp. p=l'm|/Dg,/...). d,d's a+run . ue +fu I. 
m[/(d,u) — fld',u)] S pxm(d—d') (1) 


Hp(1) . ue x+0f (YI. Dg m(gu—g'u) D m(Dgu — Dg'u) —Q,; 
D m{f(gu,u) — flg'u,u)] —Qo 
D PXm(gu — g'u) —Q 


D. [Dg migu—g'u) -- pxm(gu—g'w|]xeN—pu) D —Q 
D. Dg [m(gu—g'u}XeN--pu) ju, x+06t]u D —Q 

D. 4 » » » lu; ryu] SO 

D. migu- g'u)xeN—pu) <0 .7). migu—g'u) =0 

D). gu=zg'u (2) 


(2) DP 





- >  —— = tn 
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In vero, si nos voca p limite supero de modulos de derivata-substitu- 
tione de /f, pro primo elemento, in toto campo supra considerato de duo 
elemento, limite supero que es finito, tune mod(gu—g’u), ubi varia «, 
es nullo pro u=x, et suo derivata generale es classe de valores minore 
de pxm/(gu—g'u). Ergo isto functione satisfac in-æquatione differentiale 
lineare, simile ad aquatione differentiale lineare, tractato in pag. 323. 

Nos tracta in-æquatione in modo analogo. 

Multiplica per eN—pu), resulta functione que habe derivata generale 
negativo aut nullo ; ergo suo incremento es negativo aut nullo; sed pro 
u =, functione es nullo; ergo illo, que non sume valores negativo, es 
semper nullo; id es, pro omni valore de «x, es gu =g'u; quod significa 


gI=I°. 
Se 10. Exemplo. 


‘1 feqFq.Df=[B(f0)N23) |, q] =. 

f = (10°) d. 

A q'asif = (0{a—Q,)uf(r—a)lx, a+Q,ll ». 

A qnasif = {(r-a) le, a-Q (0: a+Q,)t 

“ (a,b} ja,beq . ab. f = [(x—10) x, a-Q] v (0 : ab) è 
[ID |, b+-Qli 
Omni /, functione reale de variabile reale, que pro omni «, satisfac 
æquatione | 








Dfr = 3fx)N 2), 

aut es semper nullo, 

aut es nullo de —c0 usque ad aliquo valore finito a, et de isto valore 
in post, habe forma (r—a?, 

aut habe forma (x—a)? pro valores de — ad a, et es nullo de a ad +00, 

aut de — ad valore finito «a habe forma (x—a, de a ad valore maiore 
b, es nullo, et de b ad + babe forma (r—a«f. 

Ergo existe infinito functione, que satisfac æquatione differentiale et 
que pro valore arbitrario a, sume valore 0. 





2 fegFa. Df= fn + le, gt =. 
U q n Cf = [ere +) |a, ql! 


Oni solutione de æquatione differentiale seripto in primo membro habe 
forma scripto in secundo, ubi c es constante arbitrario. 

Si per c>0 nos sume radicale cum signo —, et per c<0, radicale cum 
signo -L, resulta solutiones, in numero infinito, que satisfac caonditione 
10 =0. 

Dfr es dato ut funetione continuo de - et fr, si ad expressione, pra 
r=0, fr =0, nos tribue ut valore suo limite 0. 
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Historia. 


Caucliv, Exercices a.1840 p.327, demonstra theorema P1 et P9, in hypo- 
thesi de existentia et continuitate de D,f, id es, de derivatas partiale de 
coordinatas de f pro coordinatas de «. 

Lipschitz, Ann. di Mat. a.1868 p.288, BD. a.1876 p.149, expone theo- 
rema æquivalente ad P9. 

Me habe reducto in svimbolos demonstratione in: 

Démonstration de l'intégrabilité des équations différentielles ordinaires, 
MA. a.1890 t.37 p.182. Vide: 

TorinoA. a.1886, AnnN. a.1892 p.289. 

G. Mic, MA. a.1893 t.43 p.593. 

Enevelopiidie t.2 p.197. 

Ex demonstratione resulta que, pro existentia de solutione, suffice que 
functione f es continuo. 

Demonstratione in pag. 416-428 es reproductione de demonstratione nunc 
citato, post aliquo reductione de ratiocinio et de scriptura. 


Ch. de la Vallée-Poussin, BruxellesM. t. 47 a. 1893, et 

C. Arzelà, BolognaM.t.5 a. 1995 p.225, t.6 a. 1896 p. 131, 
demonstra que in hvpothesi de continuitate de f(a,r) pro a, et integrabili- 
tate pro x, classe B verge ad limite A. 

W. F. Osgood, Monatsh. t.9 a. 1898 p.322 demonstra que solutione de 
æquatione differentiale es univoco, non solo in hvpothesi de Prop. 9, sed 
et si m{fid,u)—fd',u)] / m[(d'—d) log m:d'—d)] 
vel » | mj(d'—d) log m d'—d)loglog m d'—-d] 
etc., ubi d,d',u varia in campos indicato in Prop. 9, habe limite supero 
finito. 

Univocitate subsiste et in alios casu. P. ex. æquatione Dgx = figr), si f 
non es nullo, habe solutione unico, ut resulta ex P11:2, et nullo hypothesi 
es facto super derivata de f. 

Vide: Bliss, The solutions of differential equations..., Annals of Math. 
8.2 t.6 a.1905 p.49. 

Bolza, AmericanT. a.1906 t.7 p.164. 


% 11. 
‘4 ue Intv./fe (qFujcont . 2,6. MEI ._): 

ge qfu.Dg=f.9r=Y =. = YEN do) 
Den. $S p.343 P121D P 





x, ui 


Si f es functione reale, definito in intervallo «, et continuo, 
et es dato duo quantitate x, et y, tunc omni functione g 
definito in intervallo w, que pro valore +, sume valore %, et 
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que satisfac æquatione differentiale 

Dax = fr, pro omni x in «, 
habe forma gx = Y+S LL), » | 
ut resulta ex relatione inter integrale et derivata. 


‘2 ume Intv. fe (qu0F cont. xjeu . yet . gevFu. gxr,=% 
«De. Dg = fg =: xeu Di. Dgx = fgx 
» (Dgx)(/9gx) = 1 
» DI{S(1/75 Yoge)'x, ujx = 1 
» S(1/f; Yo,9X) = E— Lo 
? [S(1/F Yo14) PE v]ga =L_-Lo 
» xe [co-S(15 1,00] 100+S(1/5 yo.l'0)]. 
gx = [SCIA Yo) y, v}!(x—x0) 
= u_) [e _S(1/f Le,Y)I Lao + (1/5 Yo t)] . 
g= ISLE Yo 9) ly, Tana) |a, «i 


« et v es intervallo; f es quantitate non nullo, functione de- 
finito in campo ©, et continuo; ergo f habe signo constante; 
nos sume x, in «, et y, in ©; et nos considera functione g, de- 
finito in campo w, que sume valores in campo , que pro va- 
lore @, sume valore y, et que satisfac æquatione inter func- 
tiones Dg = fg. Ce æquatione vale 


Dax = figx) pro omni x in w. 

Divide per fgx, quantitate non nullo; primo membro fi de- 
rivata de integrale de 1/fy, ubi varia y, de y, ad gx. Ergo ce 
integrale vale 2—x, Tune primo membro contine gx, et es 
reductibile ad functione de gx. Ce functione es invertibile, per 
theorema p. 282 P10*0‘1, nam suo derivata habe signo con- 
stante. Inverte functione ; resulta valore de gx; opera per |a, 
et resulta functione 9g. Intervallo # debe es parte de intervallo 
inter x, + integrale de 1/7 de y, ad limites infero et supero 
de ». 

Si functione f es semper continuo, nos pote sume per inter- 
vallo #, intervallo inter duo radice consecutivo de æquatione 
fy=0, vel superiore ad maximo radice, vel inferiore ad mi- 
nimo, vel toto campo de numeros reale, si functione f semper 
es differente de 0. 

Si fin=0, plure casu pote occurre. Vide exemplo in P10'1. 
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% 12. ÆQUATIONE DIFFERENTIALE LINEARE. 


4 geqFq . } 
fe qFq . Df—=(gæxfe |x, q) =. f=[f0 e\S(g; 0,x) |æ, q] 


Dato g functione reale de variabile reale, tune functione f, 
que pro omni valore de x, satisfac æquatione 
Dfx = grXxfr. 
es dato per formula : 
fx = f0 e integrale de 9, de 0 ad x, 
ubi varia 7. 


Dem. 
Df = l(grxXfrilr, q] .=: eq Da . Dfr = grX fr 
=: » Le —S: g50,)]x(Dfc—ga X fx) = 0 


=: » DijeN —S g50,.2)] Xx fir fr, qia = 0 
=: » LIN —Stg;0 r)] XX fr rs O, = 0 
—: n NS g:0,7) x fr = f0 
=! » fr = (10) XeNS(4;0,.r) 
=. f= [fO X NN —-S(g:0,x) x, q] 

In vero, transporta in primo membro, et multiplica per e—S(g;0,x); 
primo membro fi derivata de expressione scripto; unde incremento de 
functione es nullo, vel valore de functione vale suo valore pro x = 0; 
unde nos deduce valore de fr, et infine functione f. 


2 gheqFq .D: fe qFrq. Df=[(geX/fr+hr)|e, q] =. 
f = 1eS(g; 0. M){f0+S[eh-Sg; 0,1 ]X Ar; 0, 1], qi 
+ LEIBNIZ A.Erud. a.1694 Math.S. t.5 p.313 | 
Dato duo functione g et /%, :equatione, identitate in numero 
reale x, conditione in functione f: 
Dfir = grxXfr+hr 
vocare in f « :equatione differentiale lineare », Si gx es con- 
stante, et /i.r es nullo, resulta æquatione considerato in p.323. 





Calculo de functione f: xeq De. Dfr = gx fa—-ha 
Transporta : 2594 Dr. Dfr—gr fx = ha 
Multiplica per eN—$S.9:0,x: 
284 Der. DIN —S g 0,2) Xx fac]. qe = eN—Sig;0,x) Xx ha 
Integra ab 0 ad x: 
reg De. eN_Sg 30, MX fe—-/0 = S[eN-S'g:0,r)XArlx ;0,x] 
Trahe fix: 
xceq De. fe =eNSg0,%4/04+S[eh—S(7,0,r7)XAx]xc;0,] 
Unde nos deduce f= secundo membro, ubi varia x in campo de nu- 
meros reale. 
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‘3 JhE Ai. E qett) MD (e 4F4. DJ =; 4£Xfetiwnfey®] ce. qi 
=. TN Sg: Or SEX gi 0,0 0,1 ] 
iz, gi € (qFq)const | 
> JAC. BERNOULLI AErud. a.1695 p.553: JOH. BERNOULLI 
Opera t.1 p.119 | 





Æaquatione in functione f: 
Dfr=gYSXfx+hy(f.r)"" pro omni +, 

vocare « aquatione ditferentiale de Bernoulli », nam tractato 
per ce fratres. 

Solutione. Divide per ‘fu m+1; æquatione fi 

(fan Dfe = qu fr} hr 

vel Dfrm=z_-m yr fr-»-_mhr 
que es aquatione differentiale de forma ‘2, si nos sume fr -m ut functione. 





‘4 nEN,. dENubst e. he Cafq ._} fe CaFq . Df = 
[afe+hx o, q) =. f= [eY7}f0 + Sle-vhxlrs 0,r]t or, q | 

Si x es numero naturale, et 4 es substitutione de complexos 
de ordine #, et À es complexo de ordine » functione de nu- 
meros reale, tunc functione f complexo de variabile reale, que 
pro omni . satisfac æquatione 

Dfr = a(fir) + ho 

es dato per formula scripto. 

Casu Ar =0 es tractato in pag. 327 P65. 

Dem, [Gai | g] P29D9 P 





‘8 AEN,.ue (Substa F q)eont . ae Cxn Dire Cxn Faq. 


Dr = ur. x0 =u =. = Xi {S(er, 0,5) |51 [ri fr, Noa 


f 








n es numero naturale. »# es substitutione de ordine x functione 
continuo de variabile reale. 4 es numero complexo de ordine n. 
Nos considera .r, numero complexo de ordine » functione de 
variabile reale, que satisfac æquatione Dr = r, id es systema 
de » æquationes inter variabiles reale: 


Dr, = ++ +U,,9,, 
Dr, = tr it att al 


Dr, — Usa Ut + Ù “" Te 
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Si a es valore de +, respondente ad valore 0 de variabile, 
tunc valore de +2 respondente ad valore 5 de variabile = 


a + S(ua; 0,5) + S[nS(ua; 0,3)|3; 0,5] + 
S'uS[uS(ua; 0,3)|3;0,3][3; 0,z!+... 


id es, x: es summa de serie. Primo termine es «a. Pone a in 
loco de x in secundo membro de æquatione dato, et integra 
de 0 ad 3; resulta secundo termine. Pone secundo termine in 
loco de x in secundo membro de æquatione dato et integra 
de 0 ad 3; resulta tertio termine; et ita continua. 

In generale, si 7 et #0 es duo termine successivo de serie 
de x, vel 73 ct 105 es duo termine successivo de serie de 22, 
resulta : 





wi = Su; 0,3), vel 10 =S(40; 0,5) |3, 
et w es functione de »: 
[SG 0,5)[5]le. 


Dem. 
seq. m= max modu‘ Os. e= X}|Sf6; 0,2)zljeir |. Nola DI: 
mod.r: < X[m” (modz ” /r!|r, No] moda = eNmmodz) moda . 
De = Sw} [S(0; 0,2)|3] 0021 re, Nila = 
uS|:|Siwv; 0.2 2] vir, Nola = ux 





In vero, si z es valore de variabile, et m es maximo inter valores de 
modulo de substitutione « pro valores inter 0 et 3, et si nos voca x summa 
de serie considerato, tune ce serie, pro valore z de variabile habe suo ter- 
mines non majore de termines de serie que exprime eNmzia, que es 
convergente. Unde serie considerato es convergente. 

Derivata de primo termine de serie æ vale 0. Derivata de secundo ter- 
mine vale primo termine multiplicato per 4. Derivata de tertio vale secundo 
multiplicato per &. Et ita porro. Unde Dr = ur. 

Functio x es evoluto in serie semper convergente, ope «integrationes 
successivo » vel « approximationes successivo ». 


Methodo de approximationes successivo oceurre in Astronomia, ab longo 
tempore. Cauchy expone theorema precedente in casu particulare (Moigno 
Traité t.2 p.702). Coqué JdM. a. 1864 t.9 p.189, et Fuchs AAM a.1870 t.4 
p.36 extende ad alios casu. Me enuntia illo in generale in; 

TorinoA. a.1887, MA. a.1888 t.32 p.450, Torino A. a.1897. Vide: 

Encvelopädie t.2 p.199. 

M. Bôcher, AmericanT. a.1902 t.3 p.196. 

Picard JdM. t.6 a.1890 p.145 da novo :oplicationes de theorema. 


Formul. t.5 ; 28 
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$51 INTEGRALE ELLIPTICO. 


41 abeQ. n= (0-46) ._). SN(a'ex*+sx")lr, 207] = 
2 (a+) 2} 1 nn" (4) T1) 15,1" (—D)/7,N, +1]; 
= 2ali(a'+0%)/2)} 14-81-40) 
n‘12 #(1— AMI 83-16 1-4 1-8 1-12) — 
= 2[(a*+0%) 2]}1—-0625n°—-0146,*—-0064n'— -0036n*- —... | 
i EULER, PetrNC. t.18 a.1773 p.71 (edito a.1774); 
Integrale considerato vocare «integrale elliptico de secundo specie »; 
vide p.392 P4:2-5 
Si a>b, et si nos pone sin y = (e?—b?) Ja = «eccentricitate», vel 
cos 7 = bla, tune perimetro de ellipsi de semi-axi a et d vale 4Ey, ubi 
Ey es dato per tabula sequente : 


TABULA DE Ey = SfN1—(sin y} (sin .r)] e, 02/2! 


y = (0 50 10° 15° 20)0 250 300 350 409 490 
Ey = 1570 1567 1558 154 15523 1°498 1467 1432 1:393 1:350 
y = 50 DOO 60° 65° 700 10 800 850 90° 
Ey = 15305 17258 17211 116% 1°119 1-076 1:040 1-012 1:000 


2 abeQ.r—=(a+b)f2. d= ab) I. 

S'Alacz) + (bsr}l e, 03/21 = Si Atrer) + (dsx}] |, 02/2) 
Y LAGRANGE Torino. a.1784 t.2: Œuvres t.2 p.272 { 

Integrale dato es « integrale elliptieo de primo specie » 

Gauss t.3 p.560, voca aSiNfa cr ?=21ibsr ?] |, 07/2: « Arithmetisch- 
geometrisches Mittel » inter « et d. Ce medio ne varia si nos substitue ad a 
et h valore medio arithmetico et geometrico de illos. 

3 abeQ I. Sis2rN(a sr) + (bcp, O7 2{ — 

Ae +ab +0) 34 +b)] 


S32 PRODUCTO DE DUO SERIE. 


a,be TN, (mode, N), S(modb, N) €Q DD. 
Maxb, N) = Sisma et re, N) Xx(be ES, N 7, 20, (2a) 
i PARSEVAL a.1805 ParisSE. t.1 p.639; Id. a.1894 p.196 | 
[ Hp .D. SE eriz e, N) XKX ds e-sir[s, No], 202: 
= SXfar bs eU=siri ris (NoîNo ]jr, 204! 
—_ N'ay Db. S[ersic, LE, 207] (7°? "SÌ, (Ni: No ! i — Xi ‘Gr br 27 |, No) ] 
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$33 FUNCTIONE DE VARIABILE IMAGINARIO. 


‘4 reQ.f,Dfe q F[q"xz(modx Sn). veg. mode <r .7). 

fr = En S[reitf(ve!') (rer) Ia] 

Si f es functione imaginario de variabile imaginario, cum 
derivata, pro omni valore de variabile de modulo minore, aut 
æquale ad r, id es in circulo de radio r, si x indica valore 
interno ad circulo, tunc formula exprime fr ope integrale 
extenso ad circumferentia de circulo. 


‘2 Hpt. neN, DI. D"fe = n! 122) S[rei' frei! )/(reit —r)®"!!/,207] 
+3 Hp.) fr = Sf” D"f0 00 n, N] 
i *1-:3 CAUCHY a.1841, œuvres s.1 t.6 p.348 | 


Hp de continuitate de Df ne es necessario. Vide 
Goursat, AM. t.4 a.1884 p.197-200. 
Pringsheim, AmericanT. a.1901 p.413. 





$34 SERIE DE FOURIER. 


‘1 feqF20x. Arcuf, 207) €Q.gr=o 
Sf, 292) | (27) + NISI[fs air) (3, 207] ln, Ni! x Di 
xe 201 I). gx = [lim(f, Or, r)Hlim(f, e 227, )] 2: 
g0 = g(2x) = [lim(f, 207, 27) + lim(f, 207, 0)} 2 

Si f es functione reale detinito in intervallo de 0 ad 2x 
et ibi suo variatione (indicato per Arcu in p.371 P47) es finito, 
et si nos voca gr: serie scripto, tune, si .«« es interno ad inter- 
vallo considerato, gx equa valore medio arithmetico inter li- 
mites de f, pro variabile tendente ad +, per valores minore, 
aut majore de .. 

+ FOURIER ParisM. a.1807; a.1822 p.212: 

« Ces théoremes conviennent à toutes les fonctions possibles, soit que 
l’on en puisse exprimer la nature par les movens connus de l’analvse, 
soit qu’elles correspondent à des courbes tracées arbitrairement ». : 

Hvpothesi de ‘ variatione limitato » es in Jordan. 


2 feq F20x./f(22) =). Arcu(f 20) eQ . ve 201). 
fr = See fs s, 202, n] 
f indica numero imaginario functione de variabile reale in 
intervallo 0" "27. Functione sume valores æquale in extremos 





pe 
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de intervallo, et suo variatione es limitato. Tunc fir es summa 
de serie scripto. Si nos repræsenta numeros imaginario per 
punctos in plano, fx repriesenta puncto mobile. Motu de puncto 
ae“ vocare < motu harmonico ». Ergo omni motu periodico 
es summa de motus harmonico. 


‘8° heQ.0<hsa2:feqF Oh. Arcuf, 0h) € Q :_). 
lim S{(fx) s(ax)'sr |, Oh] |a = 72 lim(f, Oh, 0) 
i DIRICHLET a.1829 JfM. t.4; Werke t.1 p.127: 
« Quelle que soit la fonction f.8), pourvu qu'elle reste continue entre les 


limites 0 et A (A étant positive et tout au plus égale a =), et qu'elle 


croisse, ou qu'elle décroisse depuis la première de ces limites jusqu'à la se- 
sin 8 de a 

im} dB finira par différer constamment de 5 fi0) 
sin 





“h 
conde, l'intégrale | lp) 
“ 0 
d'une quantité moindre que tout nombre assiswnable, lorsqu'on y fait croitre 
i au delà de toute limite positive ». | 
‘4 Hp'3.ke 0h .Y). lim S{(fr)sQur) ‘sr |e, ATA] |)a =0 
i DIRICHLET id. p.128 | 


$39 LIMITE DE INTEGRALE. 


‘1 ue Cls'q.u—=ôu.aeu. re Intv. fe [af (r)cont .D). 
lim! S[f(,mM)|y, ©] Lx, à, al = S[f{(a,y)ly, ©}  Commdiim,S) 

x es classe de quantitates, perfecto ; a es puneto in 7; v es 
intervallo ; f indica quantitate reale functio continuo de systema 
de duo variabile, uno in campo , altero in intervallo e. Tune 
si nos integra f{r,y) pro y, in intervallo », limite de integrale, 
ubi x varia in # et verge ad a, vale integrale, ubi in loco de 
æ nos pone a. Exprime proprietate commutativo de operationes 
limite et integrale. 
Dem. æœeu.SS P181 9. mod;S[f(r,y 7,0] — Sant S 





Simodl f{x.yi — fia.y)]ly,r! (1) 
heQ . $cont P1:3 .7). HH Qn ksireu . modtr—a)<k . yet Day 
mod'f'(x.y)—f\a.y)] <A (2) 


he. (1 . (2.7. T Qnkacreu . mod(r—a) <Ek De . 
modiS[furgy 4.8] — S[ftaus gr <hXLongr) .D. P 
In vero, modulo de differentia de integrales de f{r.y et de fia,y) es 
minore de integrale de modulo de differentia 7'x,y: — fia,y). 
Nunc, dato quantitate positivo 2, causa theorema de continuitate uni- 
forme (pag. 239), lice determina alio quantitate positivo %, ut pro omni 
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valore de x in «, differente de « minus que X, in valoré absoluto, et pro 
omni valore de y in », differentia f(x,yY) — f(a,y) habe modulo inferiore ad A. 

Tune, modulo de differentia de duo integrale es minore que À multiplicato 
per longore de intervallo de integratione ; ce producto es parvo ad arbitrio ; 
unde seque theorema. 


‘2 Hpt .D. S[f(,y) (y, r1|x € (qfu)cont [P1DP] 
Ergo, integrale de funetione continuo de systema de duo variabile, facto 
pro uno, es functione continuo de altero. 


Nos suppone continuitate composito de fix.y). Non suffice suo continu- 
itate in sensu diviso, pro x, et pro y. 
Exemplo de integrale discontinuo (pag. 395 P22:1) : 
aeQ I. Sfaha?+x®|x, q] = 2 
Si a<0, integrale = —x ; ergo es functione de ‘a discontinuo pro a=20. 
Lm{af'a* Lx?) (e,a), (qiq), (0,0)] = quito 
Classe limes de functione integrando, si varia dyade (x,a) in campo de 
dvades de quantitate, et verge ad dvade (0,0), es classe totale de quanti- 
tates finito et infinito. Functione integrando non es continuo in (0,0). 
Integrale (pag 361 P34:1) aeq D. 1/x S[siniax; [x |, q] = sgna 
es functione discontinuo de a. Campo de integratione es infinito. 
‘3 (nEeN,. ue CISCr) | (4e Cls'q) $S P51 
Definitione de extremos oscillatorio, dato ‘in pag. 374, pro 
functione reale de variabile reale, subsiste pro functione reale 
de variabile complexo. 


‘4 ne Cls'q. ae pu. ve Intv. fe qf(e) . fuir), 1/17) €Q 
D. max LS plus Lr, à, a SUN, 1). 
min — ——————T—T—-S$S/Jl———-— 

Si « es classe de quantitates, a es valore, finito aut non, in 
classe derivata de e, v es intervallo, f es functione reale de 
duo variabile, uno in #, altero in e, cum limites supero et 
intero finito, tune classe limes de integrale es inter integrales 
supero et infero de extremos oscillatorio (que P*3 defini pro 
functiones de duo variabile) de functione f pro (0,y), ubi varia 
y in r. Si ce duo integrale coincide, existe limite de integrale 
dato, æquale ad valore commune de illos. 

Si f es summa de primos + termine de serie, et termines depende de 7, 
resulta novo conditione pro integrabilitate de serie, plus generale de regula 
in pag. 364, P4U. Vide : 

Osgood, Non-uniform conrergence and the Integration of Series Term 
by Term, American]. 5.19 a.1896 p.15. 

Richardson, American B. a.1907 p.431. 
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$36 DERIVATA DE INTEGRALE. 


u,ve Intv . feqF(uic) . D.fe qF(uir) cont. yer ._). 
DISIf09) Le, e] ly, ojy = SIDACH) le, i 
Comm(D,S) 


Si f es functione de duo variabile in intervallos « et ©, cum 
derivata pro y continuo, tune derivata pro y de integrale pro 
x de /(x,y), æqua integrale pro x de derivata pro y de /(x,y. 


Dem. 
a,zeu ._}). D'S[fix.y)lx; «,x] x, uix = fix,y) 
D. DDS{fa pes ae] le, ue ‘y, my = Dafir, y) 
D. DID'S{fx,y)|x; a,x] l'y, v'y ‘x, ua = D,fx.y) 
D.  DiS[Ar,y) x; ax] ly, y = S[DA,y)le; a] 


Sume integrale inter duo limite a et x. Tune derivata pro « de integrale 
pro x de ftr.y) vale (x,y). Vide pag. 348 P12*1. Ergo derivata pro y de 
derivata pro x de integrale pro x vale derivata pro y. Commuta derivatas 
(pag. 329 P‘4) : Derivata pro x de derivata pro y de integrale pro x vale 
derivata pro y. Integra : Derivata pro y de integrale pro x vale integrale 
pro x de derivata pro y. 


837 COMMUTATIONE DE INTEGRATIONES. 


u,ve Intv . fe [qf(#:e)]cont .D. SIS[f(®,m x, «] |yu, el = 
SISI, |y, ©] |, ul 





Dem. 


a,ret De D(SIS[fir,y'!x; a,x] |y. è le, x = 


SID'SIAX, y: 23 ar] le, te |y, è) S[/e,yy, ©] Di P 


Sume integrale pro x ab a ad x. Tune derivata pro x de integrale pro 
y de integrale pro x vale integrale pro y de derivata pro x de integrale 
pro x, id es vale integrale pro y. Integra pro .r, et resulta propositione. 


Si hypothesi non es satisfacto, commutatione de integrales pote es non 
licito. Exemplo :Cauchy a.1814 Œuvres t.1) : 


SSI ay fr, 0] y, 0 = +14 
» » » » DA 0] wa OÙ = — 74 


Vide alios theorema in : 
O. Stolz, Grundziize der Differential- und Integralrechnung, t.3 a.1899. 
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$38 INTEGRALE MULTIPLO. 


neN, .). 0, = OF(1:») Df 


Si x es numero naturale, 0, indica successione de # quan- 
titate inter 0 et 1, id es numero complexo de ordine », de 
omni coordinata es 9; id es cubo ad » dimensione de latere 1. 


$ 1 
neN, . fe qF Cn . l' mod r3(fx =—0) £Q . l'mod f‘Cn €Q II: 


0 heQ DI. SC = ASI Mp+9,) |p,nF 1a]  Df 


(ee OE A a na 
4 S7T= Ls(£Ah) |k'Q Df 
44 S——Ts———— —- 
2 Sf= KSfniSf) Df 


Es dato numero naturale 7, et f, quantitate reale functione 
definito de complexos de ordine », vel in spatio ad » dimen- 
sione. Id es, f es functione reale de » variabile reale. Nos 
suppone que, pro valores satis magno de variabiles, functione 
es sempre nullo; id es, limite supero de modulos de com- 
plexos x tale que fx non es nullo, es finito. Et nos suppone 
que limite supero de valores absoluto de f es finito. 

Tunc fixa quantitate positivo , et divide spatio ad » di- 
mensione in cubos de latere . Uno vertice de uno cubo es 


(ph, Dh, .... PN) = IMP, Ds np.) = NP 

ubi ,,7y----D, es numero integro, positivo aut negativo aut 
nullo; id es pe nFl**7;, p es successione de n numero integro. 
Cubo, que habe pro vertice de coordinatas minimo, puncto 
præcedente habe pro expressione A(p+0 ). 

Nos indica per s(/,/#) producto de 2° per summa de limites 
supero de functione f in singulo cubo. 

S(/,h) es producto de 4%" per summa de limites infero. 

Sf, « integrale supero de functione definito f» es limite in 
fero de s(f,/X), ubi varia /, et sume omni valore positivo. In 
modo analogo, nos defini integrale infero, et integrale proprio. 
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Functione f es « definito », repræsentato per symbolo F; 
ergo nos pote loque de campo de variabilitate de f (vide p.80): 
Variab f= Cn. 

Si in idea de functione (f) non es implicito suo campo de 
variabilitate, ut es casu commune in Analysi, nos pone defi- 
tioneS sequente: 


% 2. neN,. ue Cls'Cn. l'modu eQ . fe qfu . l'moef‘u £Q I). 
‘0 Su) = S[(fu) vu (40! Cr =v)] Df 
4 S|SPo . S]|S Po 


Si x es classe de complexos de ordine »#, vel campo in spatio 
ad n dimensione, et es limitato; et si f es quantitate functione 
dato in campo », et limite supero de valores absoluto de fin 
‘ampo # es finito, tunc: 

S(fu), «integrale de functione f, in campo «» es integrale 
de illo functione definito, que in campo # vale f, et in campo 
de complexos non * vale 0. In modo analogo pro integrales 
supero et infero. 

Integrale in campo ad ,% dimensione vocare « integrale mul- 
tiplo de ordine » ». Plure theorema super integrales simplice 
mane pro integrale multiplo : 


$S (p.341) P3:2 (p.342) P4°1°2 (p.345) PT'0°1°2 (p.346) P'3°4:5 
(p.347) P9 (p.348) P10°1°2 (p.375) Pol‘ 
P6°0 (p.344) sume forma (vide P3) : 

nuce Clin. SUrA ic) =A LI. SÙ cc) = Sir) + Su) 


% 3. IHypP2 .). 


0 Su=Niuliu)  S,S IS Po Df 


Si, ut in P2, # es classe de complexos de ordine », limitato, 
integrale de functione que habeivalore constante 1 in campo , 
{et 0 ex 7) responde ad volumen (p.379) pro spatio geometrico. 
Me indica illo cum notatione Sw « integrale de campo « ». Si 
illo non existe, tunc nos considera integrales, sup2ro et infero. 


1 Su—$S nr = Same 
Responde ad P48:3 (pas.375). 
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2 Su—=Sin . Su—=Sins 
3 SueQ .). Slu = Sôu = Sinu =Su 


Volumen supero de « æqua volumen supero de campo li- 
mite; volumen infero aqua illo de campo interno. Si # habe 
volumen proprio, isto æqua volumen de campo limite, de 
campo derivato, et de campo interno. 


Signo de integrale multiplo habe forma S (non f) in Lagrange Œuvres 
t.11 p.85, et in Jordan Cours d'Analyse a.1892 t.1 p.37. 

Suo definitione symbolico es in Formul. t.3 a.1901. Novo- propositiones, 
que nunc (a.1907) me adde, es in: 

J. Pierpont, On multiple integrals, American T. a.1905, t.6, p.416-434. 


% 4 HypP1. ).… 
4 Sfeq.=: heQ da. S'r3(0Ofr >) =0 


Ut functione f definito de complexos de ordine 7, es inte- 
grabile, es necesse et suffice que, dato quantitate positivo , 
volumen supero de punctos x tale que oscillatione de functione 
f in puncto x supera À, vale zero. Responde ad criterio de 
integrabilitate de Riemann et Du Bois-Revmond, scripto in 
pag. 375 P51°2. 


2 pen. p+q=n D. SPS SISTr9y) |, Cp] |y, Cal 
SR = So 


Decompone numero naturale » in duo parte p et q. Com- 
plexo de ordine # pote es scripto (r.y), ubi x es complexo de 
ordine p, et y de ordine q. 

Integrale supero de /, in campo de complexos de ordine 
P+4 es majore aut iequale ad integrale supero, pro y in campo 
Cg, de integrale supero pro in campo Cp, de 1.9). In modo 
simile pro integrales infero. 

Resultato de plure integratione successivo vocare « integrale 
iterato ». Propositione liga integrale multiplo cum integrale 
iterato. 


Dem. 
heQ . re nF1:--p.senFl'"o. 48 his 9 DI. 
Sfar) hr, Ih(r-+-09p | Ar VARI Op, y] 
< hr Vf [lr 09) )tMs-970)] DI: 
SSP 7,9) Le, erp à] ty, his Oy Vi SIIT | 
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D. SISTA:.y) le, Cp] y, Cgi £ SUA) 

Di SUST » <Sf 

Sume À quantitate positivo, r successione de p integro, s successione de 
de q integro. Tune 

[(r--@p )A * (6-49 DA] 
representa cubo ad n = p-+< dimensione de basi ad p dimensione et de 
altitudine ad 9 dimensione. 

Sume y in altitudine de ce cubo. Integrale (x,y) ubi x varia in basi 
es minore de dimensione de basi 2? per limite supero de valores de fi.r,7) 
ubi x varia in basi; ergo es minore de hr per limite supero de valores de 
f(x,y) ubi x varia in basi, et y in altitudine. . 

Integra pro y in altitudine; integrale iterato es minore de producto de 
duo dimensione À? Xhr =", per limite supero de valores de f in cubo. 

Summa pro r et s: 

Integrale iterato es minore de summa, indicato (pag.417) per s'(/,h). 

Sume limite infero pro 4; resulta theorema. 


% Di 

m,neN, . fe Cin F Ca .l'mod.r3(fre=0) £Q . l'modf‘Cn €Q ._). 

Sf=1Cxnn 33}heQ . di. 3e hR°S[Medf*|k(p+9)]jp, nF 1°]! 
Df 


Si f es numero complexo de ordine m funetione de complexos de ordine 
n, integrale supero et infero non habe sensu. Tune pro defini integrale, 
fixa quantitate positivo 4, parvo ad arbitrio, et divide spatio ad x dimensione 
in cubos de latere A. Forma summa de valores medio (Med) de funetione 
in totos cubo, et multiplica per A, volumen de cubo. Si existe uno et uno 
solo valore z pertinente ad ce summas, 2 es integrale quæsito. 


2 ae Subst 7 ._). Sa0 = mod Dtrn a 


Si a es substitutione de complexos de ordine 7, vel homo- 
graphia (pag.148), tunc volumen de parallelepipedo que re- 
sponde in homographia a ad cubo de latere 1 vale modulo de 
determinante de homographia. 


‘3 mneN,.ue Cls Cr. mod €Q . ge Cn F« sim. 
Dg € (Subst ,)F cont. fe Con f(g‘u). S(f g'u) € Cm I). 
Sf. gu) = S(fg.r X mod Dtrm Dy.£ ir, 0) 
y LAGRANGE BerlinM., a.1773, pro n=3; 
JACOBI a.1833. JfM. t.12 p.1, Werke t.3 p.233: 
Sint S,, £a, ... datae functiones quaelibet variabilium €,, te, .…., 
habetur: 


- Je we 75105 
di, di, 06. — += TT 


_ - sso de de soa » .! 
07,0 la 1 3 
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Si v es campo ad x dimensione limitato, et si g es corre- 
spondentia simile inter complexos « et alios complexo, que 
habe derivata, substitutione de complexos de ordine x, ut es 
definito in pag. 330, continuo, et si f es complexo de ordine 
arbitrario m functione de campo g'‘u, id es in campo imagine 
de « in repreesentatione g, et es integrabile, tunc integrale de 
f in campo g‘u vale integrale de fg.” X mod Determinante Dgr, 
ubi varia x, in campo ww. 

Dtrm Dg dicere « determinante Jacobiano ». 


% 6. vet S 


4 ue Cls'p.l'm(s—u)eQ . fe gf. l'mf'u eQ .). 

Su) = 1qn33[0€p . i, j,hev = ==] . iXj = jXk = AXI—=0 

. REQ Doi, j,k,h. 3e RS Medf* un 04+(x+0)hi4(y+0)hj+(:+0hk 

[(x,9,5), (4,y,5)8}2,y,5en . A un[0o+(+0)hi+(y+0)hj+ (+086) 
Def 

Si « es classe de punctos, vel figura, et si distantia inter 
duo puncto de « habe limite supero finito, vel si figura « non 
se extende ad infinito, et si f es functione reale dato in campo 
u, et limite supero de suo valores absoluto es finito, tunc nos 
defini integrale de functione /, in campo # ut seque. 

Sume puncto-origine 0, tres vectore-coordinato ài,j,k unitario 
et orthogonale, et quantitate positivo %. Divide toto spatio in 
cubos de forma 0+{(r+0)hi4{y+0)hj+(24+0)hk,ubi :r,y,5 es nu- 
mero integro, positivo aut negativo. 

Considera classe de valores medio inter valores sumpto per 
f in parte de campo « que es in cubo precedente. Summa ce 
classes, ubi varia r,}),3, ct sume omni terna de valores tale 
que cubo correspondente habe aliquo puncto commune cum «. 

Si existe uno et uno solo quantitate 7, que pertine ad classe 
præcedente, pro omni electione de elementos 0,i,j,k,h, illo 3 es 


S(/,%). 


2 Hypt .D. Sfr) = 1 33/4 (0,Î,j,hMM)3a[0ep . ij kev . =) 
== 1 .iXj=)X = Xi . hEQ . IR [04 +OMit 
(y+0)hj+(5+0)hRT (r,y,5), ut in PI, Def 


‘3 (S,1,1) | (581,1) Pra Def 





‘4 (pnt, vet, Cx) | q Pi 

In modo analogo pote es definito integrale supero, et inte- 
grale infero. Definitione P‘1 de integrale proprio subsiste si f 
es puncto, aut vectore, aut complexo, functione in campo +. 


‘3. Hyp't.oep.i,j,kev. af=P=1. iXf=jXki=zkXi=0 
Di St) = SIf(0+2i+y+31) |(x,Y,3), (2,y,5)8 (x,y,5€q . 
o+rity+2k € nl 


% Ti ueCls'p.lm(t—-n)eQ . 0Ep ._). 
Sjarea (44) n 23[d(r,0)}=r] |r, Qi = Volum'u > Volumu = 
Starea intnx3[d(r,0) =] |, QI 


Volumen de figura # pote es calculato ut seque. Centro in 
puncto ad arbitrio 0, nos imagina superficie de sphæra de 
radio ». Integrale infero de area suo sectione cum figura limite 
de «, volumen externo, volumen interno, et integrale supero 
de area sectione cum figura interno ad #, ubi varia r, et sume 
omni valore positivo, es disposito per ordine de magnitudine. 
Si primo ct ultimo integrale coincide, valore commune es 
volumen de figura. Solido es decomposito in stratos sphærico. 


2 0€p,. "E£Cls'p ._). Ths Pi 
Decompositione in stratos evlindrico (funicae cylindraceae de Kepler 
a.1615 t.4 p.bB4.. 


cep . heQ. "e CIS’ p . 7): 
‘8 arc uw £Q .D). arc [Homot(c,h)]= Ah arc nu: 
‘4 areas €Q .7). area[ Homot(e,h)‘#] = area 
5 Volum/eQ . ). Volum[Homot(c,/)f] = h° Volumw 


CAVALIERI a.1635 12 P15, PIT: 
« Omnes figurae planae similes sunt inter se in dupla ratione linearum, 
sive laterum homologorum, earundem. 
Omnia similia solida sunt in tripla ratione linearum, vel laterum homo- 
logorum, quae sunt in eorundem homologis figuris ». | 


‘6 Ep, . VEL. reQ. e Cls'prr3[d(1,4) =r]. area £Q .). 
Volum(o #)= # X areas [3 


Volumen de projectione de area w in superficie de cxlindro ab puncto 
de axi vale radio per arca de #7, diviso 3. 
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‘7 ocep.a,b,ce Vat0 ._). arca}[(0+Q1+Q0+Q 
=ang(4; b,c) + ang(d; Ca) + ang(c; a,b) —: 
: HARRIOT, a.16053; LoriaB. a.1902, p.1: 

« Inveni rationem accuratam mensurandi superficies 
ricorum 18: sep. 1603. 

« Et est talis; Adde simul omnes angulos trianguli il 
superest fac numeratorem ad 360. Dico quod illa fra 
haemisphaerii quae continet triangul: vel tot gradus 
magno quot sunt in numeratore et a polo illius circuli 
drantes terminantes illos gradus dico quod hoc triang 
gulo sphaerico praedicto ». 

GIRARD, a.1629 fol.38v; CAVALIERI, 4.163: 

Dato puncto 0, et tres vectore «&,b,c, non n 
figura commune ad triedro 0o+Qu+Qb+Qr, ic 
vertice o, et de lateres parallelo ad a,b,c, et 
sphæra de centro 0 et de radio 1, id es al 
sph:erico, vale summa de angulos de triangu 
differentia vocare « excessu sphær1co » de tr 


%% 81 ocep.i,jjhev.d=f=kR=1.ixj=jX 
a,b,c EQ . abc .0).  Volumi(0+xri+ajto 
Lex Ja) + D + (rc) <1]! = Arabe, 

2  Hp'1. ÆEla,b,c) = area)(0+xri+x,j+%) 
+{(r fo) + re) =1]f. ÆE(a,b,c) = 420) . 

4ab (a+c)]2 . E{a,b,c) = 4x (abtac+be); 
E(a,b,e) = Ea,b,c) [2E(a,b,c) . Ea,b,e) 

4/15 aMa—c)/c = Ka,b,) — E(06,0) = 
Volumen et arca de ellipsoide; vide LinceiR. a.1890 : 


Ugo Dainelli, BattagliniG. a.1878 t.16, p.291 da ] 
ximato de area. 





N 


‘3 0€p.a,bev. moda =mnmodb=1 . 4xXb =0 


Volum pn xr3[d(7,0) 1. d[x, recta(o+a/2, b)] < 
areapnæ3zl » —=l. » » < 
area p73 » <1. » » = : 

arCpnxgl » —=1I. >» —=/2] = Sile! 


i VIVIANI, Vide ActaErud. a.1692 p.274 | 


Dato puocto 0, et duo vectore unitario et 0 
tunc nos considera solido loco de punctos que 





EE — ce —_—=- 


-—_———__—_____—_———_t_ i: 
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que uno, vel in sphtra de centro o et de radio 1, et que dista 
ab recta que i per puncto n+a 2, et es parallelo ad d, minus 
que 1'2, vel es in cvlindro de dato axi. Tunc formula exprime 
volumen de solido, arca de sphæra interno ad cylindro, area 
de cylindro interno ad sphæra, et arcu de curva intersectione 
de cylindro cum sphæra. 


dv 9. CENTRO DE GRAVITATE. 
‘0 ue Clsp.Im(u—u) £Q. fe qfu. S(f,1) € que II). 
G(f) = SIfrhe 7, 4] SL) Def 


Si ad omni puncto :z de figura limitato x responde numero 
fa, que nos voca « densitate de figura in puncto  », tunc 
barycentro,vel centro de gravitate de figura «, cum densitate 
f, indicato per Gi/,), vale integrale de puncto .r, cum massa 
fx, ubi æ varia in campo v, diviso per massa totale de figura, 
que nos suppone non nullo. 


‘1 s£Cls'p.Im(i—v) £Q. Volume €Q 7). 


Gu = Gt) = Slidem, ») Volumu Def 
« barycentro de solido homogenco & ». 


2 ne Cls'p.Im(—) Q . Volume —0 .7). 
( = lim[G|pn .r3[d(.r, u) jh, Q, 0] Def 
« barycentro de superficie et de linea +, es barvcentro de stratu de spissore 


infinitesimo 24, vel de filo de sectione infinitesimo de radio /, circa super- 
ficie aut linea dato. | 


3 «bep Gab = (a+) 2 
4 ODED.UTEV I). G(o4+0u+0r) = o4(u4r)/2 


Barveentro de parallelogramaino super vetice 0 et vectores w et r. 


‘5 a,b,cep DD. Gb) = (a+b+0) 3 
Baryeentro de triangulo, ut figura, es barvcentro de vertices. 


‘45 ARCHIMEDE Kérroa Pauoov P 10, 14. 


6 abedep DD. Gaec) = (A+b+c+d)'4 





‘7 0Ep.reQ. ev. mi=1 7). 
G porsllitoxi DO. (rog < 3] = 0+43ri/8 


Barveentro de semisphiera de centro 0. radio 7, secundo vectore i. 
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‘8 aep,. "e Cls'a. Area u £Q. iev .). G(u+0ì) = Gu+i/2 
9 » » » . 0EP DI) G(07#) = (0+3Gu)/4 


GALILEI, dialoghi t.13 p.283 : 
Cujuslibet coni, vel pyramidis centrum gravitatis axem dividit, ut pars 
ad verticem reliquæ ad basin sit tripla. 


dg 10. MOMENTO DE INERTIA. 


4 ueClsp.feqru.aEpupivPi +). 
Inertia(f,1,1) = Sifr{d(r,a)} |a, cl Df 

«momento de inertia pro puneto aut axi aut plano a, de figura x, cum 

densitate fx in puneto .r». 
i EULER a.1765; a.1790 p.166: 

« Momentum inertiae corporis respectu cujuspiam axis est summa omnium 
productorum, quae oriuntur, si singula corporis clementa per quadrata di- 
stantiarum suarum ab axe multiplicentur ». ! 


2 nEeCls'p. fe gfa. Se E qu. dep I). 
Inertia(f,r,4) = Inertia fs, G(f,1)] + dfa,G(f)} S(fu) 


3 Hp2.iev-0 .), Inertia(f, v, a+gi) = 
Inertia[f 2, Gfr+ui] + dia, G(f:0+qi}} X S(f 4) 
i EULER id. p.168: 
« Si... detur momentum inertiae respectu cujuspiam axis per centrum 
inertiae corporis transeuntis, momentum inertine respectu alius cujusvis 


axis illi paralleli superat illud producto ex massa in quadratum distantiae 
hujus axis a centro inertiae ». | 


‘4 Hp2 .). sl(i,j.ba[ij, le U'vet0 . iXj= jXR=kxi=0: 
he Uv-00 . Da. Inertia(f, #, a4+qh) = 
(Xi Inertia(f,4+q) + 
(A X jŸ » » À) + 
(MX » 9 là) ] 
) EULER id. p.116 ; 
Euler p.17, voca « axi principale de inertia» rectas 4-Lqi, ... a-Lak. 


‘DO 0€p.reQ. ie vet ._). 
Sì[d(a, 0+qd)]? lo, por! d(.r,0) <r]} = 877 15 
S}(aet—o)|r, po.r3[d(1,0) Sri == 47/7 


% 11. VARIATIONE DE INTEGRALE 
‘1 £D.f, DI, DD, DD, Df € qF(qiqiO)cont . 

u, Dt, Du, DEU € qF(9:0) cont. ye9 1). 

D[Si/12,Y), Doré, y), 1] |, {| y, Aly 

= 4;Dy/T14,7), Dir, y). IX Due, y) |; 0, 14 

+ STD flur, y), Der), x] — D'Dflutr,y), Diu(r,y), xl, 6x] 
XD,uix.y) |2, 9) 





f es quantitate reale functio continuo de tres variabile, 
que nos infra voca «,w,.x. Variabile w et uw’ sume omni 
valore reale, et x varia in intervallo determinato, per exemplo 
de 0 ad 1. Nos suppone existentia et continuitate de omni 
derivata de f que occurre in calculo sequente. Nos substitue 
ad « functio reale de duo variabile x et y, ambo in intervallo 
de 0 ad 1; et ad «' derivata de « pro :r. Nos suppone con- 
tinuitate de «, et de suo derivatas que occurre in calculo, y 
indica aliquo valore in intervallo ©. 

Nos considera integrale de f de variabiles (1,y), de suo 
derivata pro x, et de ». ubi integrale es pro variabile æ, in 
intervallo de 0 ad 1; illo depende de valore de y. Derivata 
pro y de integrale praecedente, vale summa de duo quantitate: 

1°. fac derivata de f{u,u',r), pro u'; multiplica per derivata 
de 1(17,3)) pro y; et calcula incremento si © varia de 0 ad 1. 
2°. fac differentia inter duo quantitate À et B: 

A: deriva flu,u,x) pro «. 

B: deriva /(#,114) pro uw’: considera « et # ut functiones 
de .«, et deriva pro à. Multiplica ditferentia A—B per D,u(r,y), 
et integra pro x, in intervallo 0. 

Variabile y, pro que nos deriva integrale, vocare « parame- 
tro ». Derivata de w» pro y, et derivata de integrale, in ce casu, 
sume nomen de « variatione ». 

Dem. 
D[S.f... pr, 00/y, O]y = SIDIF... ly, 9]y |r, I 
= S[D,f...X Du. + Daf...XDyDe..}|r, 0: 
N. > + DIDyf...XDau.. Le, Or — Di Daf... x, 0]r XDsu..]|lr, 0) 
= LD fx Da. 1250, 1! + SUD,f.—D:iDyfi. |, 6:r]XDiu.. |e, 0) 

In vero, derivata pro y de integrale pro x de fiu,u',x) vale (pag. 438) 

integrale pro » de derivata pro y de f, et per regula de derivatione de 
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functione composito (p. 329:, vale integrale de derivata pro w de f per 
derivata pro de «, plus derivata pro &’ de f per derivata pro y de uw’. 

Nune, per regula de derivata de producto, et per commutatione de de- 
rivationes (p. 329), secundo termine vale derivata pro x de produeto de 
derivata pro «' de f per derivata pro y de «, minus derivata pro x de 
derivata pro u' de /, multiplicato per derivata pro y de u. 

Integra ; primo et tertio termine mane invariato ; in secundo, S pro x 
de D pro x vale incremento de funetione, unde theorema seque. 


‘2 a,beq.f, D, D f, D,D/f, DiDaf € qfqigia Td)cont . y,Dy € 
(qgFa b)cont . S[Ayx, Dyr, x)lx, a,b} = max S[A(9e, D9x, x)[x; 
a,b) | g‘ 93;9,DgeqFa Td cont . ga=ya. gb —=yb} I. 

ID fur, Dyx, x)lr, a bi = DD, fiyx, Dyx, 2)} 2, a TDI 
) EULER a.l744 p.42: 

« Si Z fuerit funetio ipsarum «x,y et p [x, ye, Dyx] determinata, ita ut 
sit dZ = Mde--Ndy+Pdp; invenire inter omnes curvas eidem abscissæ 
respondentes, eam in qua sit fZdx maximum vel minimum. 


2 
Solutio :... .Equatio pro curva quæsita... erit... N— di = .» | 


Nos considera S[/(yx, Dyx, x)|x; a,bi, ubi y es functio reale 
definito in intervallo «a b, et f es functio reale de tres variabile, 
cum derivatas que occurre in calculo. Si in loco de y nos pone 
plure functione g, que coincide cum y pro valore extremo a 
et b, integrale sume plure valore. Si valore de integrale respon- 
dente ad functio y es maximo inter valores de integrale 
respondente ad omni functio g, tune derivata de /(y2,Dya, x), 
facto pro yr, ut si Dyr et 2° es constante, vale quod resulta, 
si nos deriva f pro Dyx, ut si yr et a es constante, et postea 
deriva pro 2, que occurre implicito in rr et in Dyr, et expli- 
cito in tertio loco. 








Dem. 
fi = Difiye, Dyx, æ)lr . fa = Difiy, Dye æi |x . 
h = ;(x—a) 1—-xifie — Dfor)lr . 
g =Sifiyx+the, Dyx + tDhr, n) (rs ad] tI. 
hO = hl =0 . 90 = maxh‘q ._7. Dg0 20 . 
Dg0 = Sixr(i—xr) fix —Dfar pes ab] D. f—DA = (40: ab) 

In vero, nos voca /, et fa derivatas partiale de f pro primo et secundo 
variabile respondente ad valores yr, Dyr, x, quando varia x, et nos con- 
sidera valore de integrale respondente ad functio gr = yr+thx, ubi 
he = (x —ajb—x)f,r-Dfart. Io depende de parametro £. Pro f=0, functio 
g = y, et integrale fi maximo. Ergo derivata de illo vale 0. Derivata, 
secundo P:1, vale S[(x—-a\b—x) (fur — Dfg2)}|c; a, b], que es nullo solo 
quando f,x-Dfyx =0 pro omni valore de x in intervallo de integratione. 


Formul. t. 5. 29. 
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do 12. VARIATIONE DE ARCU. 


4 pepF(0:®). D,p,Dp,D,pe (vFO)cont . yeO ._). 
DiArcu[p(x,y)|x,0) | y, {y = D:S{modDiptr,y)lr, 0], 914 
= S;,DimodDipirx.y) y, 9]y 7, 0: 
= S[UDipie,y) X DDinir,y)x,0] 
= S DU Dipr,y) X Dpr] {DI UD, pr,y)] X Dpt, y), 0) 
= AUD, n(r,y) X D,p(r,y) |r, 0) . 
— Sicurvatura[ p(r,y) | 7] X D, p(x,y) X modD, p{xr,y) |æ, 9} 


Sì p es puncto mobile, functio de variabile x et de para- 
metro y, tunc variatione de arcu descripto per puncto, id es, 
derivata pro y de arcu descripto ab p(r,y) dum varia uv, vale 
‘incremento de projectione super tangente de variatione de 
extremos de arcu, minus integrale de producto interno de 
vectore-curvatura de curva per variatione de puncto, per valore 
absoluto de derivata de puncto. 


In vero, arcu vale integrale de modulo de derivata de p pro x (p. 370 
P:3); ergo D pro y de arcu, vel D pro y de S pro x, vale (p. 438: S pro 
x de D pro y de mod. de D pro x de p. Calcula derivata de modulo (p. 
285 P16:3:; commuta derivationes. Tune uno termine es integrale pro x 
de derivata pro, que vale incremento de funetione. Secundo termine es 
expresso per curvatura de curva «ip. 318 P49), 

Nos pote etiam deduce ce theorema de P11:1; nos præfer demonstratione 
directo. 


2 «E Cls'p. pe “FO. Arcu(p,0)= min | Arcu(g,9)| q‘ (F6) 
nq340 = D0 . ql = pli. re0 . ae Tang(,pr) ._). 
(«—p»r)Xcurvatura px < 0 


Si « es figura, et p puncto mobile in «, et si arcu descripto 
per pes minimo inter arcus que pote es descripto per puncto 
g, mobile in #, que habe commune extremos cum precedente, 
tune vectore-curvatura de pr fac angulo recto aut obtuso cum 
omni vectore a—pr, ubi a es puncto arbitrario de figura tan- 
gente ad » in pr. 

Vectore a—p.r, ubi a es puncto arbitrario de figura targente 
ad v in pr vocare « variatione virtuale » de puncto. 
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| Si figura « es superficie regulare, id es, es loco de punctos 
| que satisfac ad Hp de p.332 $D P70, tunc habe in omni suo 
puncto plano tangente, et omni vectore in plano tangente es 
variatione virtuale de puncto. 
Linea inter duo puncto de superficie, et de longore minimo, 
vocare «geodetica », nam occurre in Geodæsia. 
Ergo vectore-curvatura vel normale principale, de geodetica 
es normale ad superficie. 
i JOH. BERNOULLI t. 4, p. 108 | 


geodaetica, A geodetical, D seodätische, F géodésique, I geodetica. 
C G ge = Terra. Vide: geometria, pag. 202. 
+ -0-, litera de unione in G. Vide p. 202. 
+ dæ-, G dale = divide. 
+ -tico (vide: aritme-tico p. 65) — -o 
+ -a (p. 21 N. 37), intellige : linea. 
geodaesia, G yewdacia, A geodesv, D Geodäsie, F géodésie, HI geodesia, 
R geodezià. = divisione de Terra. 


‘3 feqFp.Dfe(vFp)cont. re pF(0:0) . D,x, Dx, Dx € 
vF(0:0) cont. reO .7). DIS[fx(#,2)XmodD,x(w,7) |u,01] |r, Ofc 
= d{fr(u,r) UDa(u,r)XD,x(u,n) |; 0, 1] 

+ S[j [comp]! D,x(#,©)]Dfx(#,2) — four) curvatura[a(u,r)lu, u]} 
XD,x(,7) modDx(u,r) |:,0] 


‘4 fe qFp. Dfe(vFp)cont. ve pFO . Dr, D'x € vFO. 
S[(facf x mD.ef) |t, 0] = max |S[(fyt x mDyb) |é, 0] [y (pFO)n ya 
(JO = x0.y1=«1.Dy e vFO)(. t£0 ._). 
(cmpl Dré)D(f, 24) = fat x curvatura x 


Si f es quantitate functione de positione puncto, vel poten- 
tiale (p.334), que habe ut derivata vectore functione continuo 
de puncto, et si x es puncto functione dato de tempore in 
aliquo intervallo, p. cx. ©, et si integrale de potentiale fil per 
valore absoluto de velocitate, dum varia in dato intervallo 
es maximo inter valores de idem integrale respondente ad 
omni alio motu y, que pro extremos de tempore coincide cum 
x, tunc pro omni valore de tempore % sempre componente 
normale ad curva de vectore-derivata de f in puneto a'{ aqua 
fxl per vectore-curvatura de linea xt. 
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P. ex. si /æ es pretio per metro lineare de constructione in 
puncto x, de ferro-via, et si puncto x describe linea tale que pretio 
de constructione de ferrovia per linea x es minimo inter pretios 
respondente ad omni alio via y, cum extremo identico ad priore, 
tunc, in omni puncto xÉ de linea, componente normale ad linea 
de vectore derivata de pretio, vale pretio multiplicato curvatura 
de via. Id es, curvatura de via aqua componente normale de 
derivata de logarithmo de pretio. 


$ 39. SUBSTITUTIONE DE VECTORES 


% 10 H= (vFv)lin Df 


H, lege « homographia », indica « vectore functione lineare 
de vectores », vel « substitutione de vectores ». Symbolo « lin » 
es definito in pag. 148. Satisfac conditiones : 
aeH .u,cev. heq ._). 

‘1 quer . a(u+v) =autav . a(hu) = h(au) 

Conditiones 1 et 2 es scripto in definitione. Conditione 3 
seque de definitione de «lin », sed non de 1 et 2. 

Si 1,j,k es vectore non complanare, id es iajak == 0, et si 
i = ai,j = aj, kl = ak es vectores respondente in functione a, 
tunc a pote es scripto (pag. 149) : 

a= (i,$,R)i,j,h), 
ut ratione de duo triade de vectores correspondente. 

Substitutione de vectores, ut substitutione de complexos de 
ordine 3, habe tres invariante. 

Determinante de a, vel invariante de gradu 3, pote es 
definito ut ratione de duo trivectore (parallelepipedo) corre- 
spondente. Ergo nos sume tres vectore x,y,5 non complanares: 

X,Y,ZEV. Xayaz == 0, 
et considera ratione 
(ax a ay a az)/(rayas). 

Si nos varia æ,y,3 et tribue ad illos omni triade de valores 
non complanare, ratione precedente habe valore constante, 
determinante de substitutione a: 


‘2 Dtrma = (ax a ay a az)/(cayaz) |(x,y,3) ‘ (x,y,2)3 
(X,Y,3EV . X'ayasz ==0)] Dfp 
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Si À es quantitate reale, determinante de substitutione a+ 
es expresso (vide pag. 151 Prop.5'4) per: 

‘8 Dtrm(a+h) = Dtrma + hlnv,a + kInv,a + RR 

Coefficientes de h et de 4° es invariantes de gradu 2 et 1 de a. 
Nos deduce definitiones possibile de ce invariantes: 

‘5 Inv,a = D{Dtrm(a+h)h, q]0 Dfp 

‘6 Inv,a = (1/2)D*[Dtrm(a+%4)|k, q]0 Dfp 

Si nos evolve Dtrm(a+/) cum regula ‘3, post facile reduc- 
tione, nos deduce alio definitione possibile: 


‘7 Inva = (ax aayas + ayaazax + azaaxay)/(xayaz) 





(x,y,5) ‘ut in P*2 Dfp 
‘8 Inva = 1(axayas + ayazax + azaray)/(xayaz) 
[(2,y,5) ‘ etc. Dfp 


Ex tres invariante, illo de secundo gradu habe pauco appli- 
plicatione. Determinante occurre saepe in Geometria. Inva- 
riante de primo gradu, vel « invariante » es de uso continuo 
in Physica-Mathematica. Me indica illo cum signo plus breve : 

9 Sa=Inva Df 

Lege Sa «scalare de a». Vocabulo « scalare » es de Hamilton; 
vide pag. 186. Hic habe usu plus generale, nam nos applica 
illo ad omni substitutione de vectores in spatio, et non solo ad 
quaterniones, que es substitutiones speciale. 


% 2. ij, kev. iajak a—0 . ve qf(1°°3:1**3). a= 
OME MUNIE SUP > Uni titaadt tati, ni tnititaQ) CRE ED | 
1 SAaZU,ktUat, 


Invia = Mya ialat!rallast l'art ss Uistlar 


© 


‘3. Dtrma = Dtrm[t@,,% 91042} Uoustlog les 3 War! lan tra] 

Si 2,j,k es vectore non complanare, et si es quantitate func- 
tione de duo indice que ambo sume valores 1, 2, 3, et si nos 
voca a substitutione que ad tres vectore dato fac corresponde 
functiones lineare de illos, cum coefficientes #, tunc formulas 
precedente exprime invariantes de a, ope 9 numeros «, que 
vocare « coordinatas » de substitutione. 
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+ 3. V 
‘0 aeH 1). Va=1v0 calu,vEev Div 
(au)X®v — (av)xu = rauar/y] Df 


Dato homographia a, tunc, si « et © es vectore, quantitate 
(au)xv—(av)xu es functione lineare de « et de ?, et functione 
alterno de (u«,v). In generale, omni functione lineare et alterno 
de duo vectore vu et », es functione lineare de bivectore wav. 

In nostro casu, expressione es reductibile ad ratione de tri- 
vectore xavav ad trivectore unitario (pag. 196); ubi x es vec- 
tore que depende de a. 

Nos indica vectore x per Va, lege « vectore de substitutione 
a ». Ita nos produce coincidentia cum notationes de Hamilton. 

‘1 a,be (VEvilin .}). V(a+b) = Va+Vb. S(a+b) = Sa+Sb 

Operationes S et V super substitutiones es distributivo pro 
summa. 

2 HypP2. #=j=R=1. ixXj=jXk=kxi=20 ._). 

Va = (Un Usa) + (0,2) FU TUE 
Expressione de Va per coordinatas orthogonale de a. 


‘8 UEv ._). V{l(uax) |x, v] = 2%. 





S——- ———-—0 
Inv, ——————=t" 
Dtrm——————0 


Si u et x es vectore, var es bivectore; suo indice [(uax) es 
vectore (vide pag. 198), dicto « velocitate de vectore à:, in motu 
rotatorio repræsentato per vectore a ». Motu hic considerato 
es relativo ad vectores. Si nos introduce origine o, resulta casu 
particulare de velocitate et de motu considerato in pag. 269. 


‘4 2a = Df(au X ujlu, v] + [I(Vaau]e, v] 
Si 4,7 es vectore, exprime identitate 
2(au)Xo =(au)Xr+(ar)Xu]+[(ar)xr—(av)xu], 
id es; decompone functione bilineare 2(ax)X® in functione sym- 
metrico et in functione alterno de duo vectores. 
Ergo omni homographia es summa de derivata de functione 
de secundo gradu (a1)X4, plus velocitate de rotatione. 
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Primo parte, que habe vectore | 
tione vocato « dilatatione ». Punctos 
constante, forma superficie de secuì 


+ 4 

Nos habe definito, in pag. 330, : 
aut complexo de ordine wm, function 
secundo JACOBI et GRASSMANN. 

Si complexo variabile es p. ex. d 
tione, tunc derivata es functione li 

(Du, Du, ] 
que habe ut elementos derivatas par 

Si functione « es quantitate real 
scalare » secundo Hamilton, et vai 
tore, vel puncto, tunc derivata de 
in pag. 334. 

Si « es vectore functione de ve: 
tione de puncto, vFp, vel puncto 
tunc Du es substitutione de vecti 
et VDu. 


Nomenclatura et notationes super ente 
in differente Auctores, ut semper fi in o: 
idem tempore ad Auctores que tracta th: 
tationes non depende solo de substitutio: 
modo speciale, de differente campo ubi 

Si « es functione de puncto de coordi 
quaternione coordinato (vide p.200), Han 

e =iD, + jl} 

Derivata de Grassmann a. 1862, pot 

D =:iD,, D, 
Si « es numero, vel si « es functione 
pu = —Ï 


Du, jam vocato « parametro different 
habe accepto ab Maxwell a. 1871 nom: 
ligato ad A. «slip» = « gradi, es lubri 
manico, parallelo ad Teutonico « schleit 
de Indo-Europæo, que habe producto L 
« gradiente » nomen adoptato ab nume) 
citate, et reducto ad svmbolo « grad & 
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Si w es vectore funetione de puncto, tune pu de Hamilton es quater- 
nione, que habe 4 coordinata et non coincide cum Du de Grassmann, 
que habe 9 coordinata, id es 9 derivatas partiale de 3 coordinatas de vec- 
tore functione pro 3 coordinatas de puncto variabile. Sed subsiste relati- 
ones sequuente : 


SDu = --Syu de Hamilton = — convergentia de «, secundo Maxwell 
= divergentia de w, secundo Clifford a. 1878, nomen adoptato per Elec- 
tricistas, et reducto ad symbolo « div w ». 

VDu=Vyu de Hamilton,= « curl », « versione» de Maxwell = 
« rotatione » de Clifford, nomen adoptato ab Electricistas, et reducto ad 
svimbolo « rot uw ». 


% 5. m,neqFp.u,re vFp .). 
‘ad SDmu = mSDu + DnXu 
‘1 FDinu = mm VDu + IDinjau 
2 SDIuav = uX VDe — rx VD 
‘3 Din e HFp cont. pep . ). VD'np —=0 
‘4 SDFDu—0 
‘3 SD’) = n SD°n + n SD'in + 2(DinX (Da) 
Vide Heaviside, Z/ecfromagnetic Theory a. 1893 p.199, 201. 


Indicationes historico et bibliographico de præsente $ es tracto ex: 
C. Burali-Forti e R. Marcolongo, Per l’unificazione delle notazioni 
vettoriali, PalermoR. a.1907 t.23 p.324, Nota I, et sequentes. 


‘6 aep.re pera ._). SD*[1/d(r,a) |, plr = 0 
‘7 aEp,. E ped . _) SD'log d(r,a) Lr, pre = 0 


% 6. INTEGRALE DE LINFA ET DE SUPERFICIE, 


Si # ces vectore functione de puneto, vel # es «campo vec- 
toriale » et si p es puncto functione de uno variabile ;r, in in- 
tervallo /, tunc 

S|(#pr)XDpr|r, ©] = labore de fortia #, vel 

= circuitatione de vectore #, pro linea 


descripto per p, in intervallo /X (Heaviside), 
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Si p es puncto functione de duo numero, in duo dato inter- 
vallo A et k, tunc 


S[p(2,y) a D,p(x,y) a D.P(1,Y) | (0,4), RIE) 
= fluxu de vectore «, trans superficie (p, /‘k). 


4 ve vFp. Due HFp cont. a, b,c,deq. pe pF(a bc d). 
— D,p, D,p, D,D,p € VF(a Td! c Td) cont .7). 
4}S[up(2,y) X DD(-£,Y)|Y; c.d] Ha a,b! 
— AiSlp(,4) X D, p(.7,Y)|.c; a,b] 
= SID Sfup..xDap.. |y; cd] r; ad! 
S:D S[up..xD,p.. |x; ab] ly: c,d! 
= S:S[Dup..D, p..)XDap.. + up.. DiD,p.. 1; cd] |x:; a,d! 
— SiS[(Dup..Daip..)XD,p.. -+ up.. DiD, p.. |x; a,b] |Y; cdi 
= SiS [(Dwp..D, p..)XDaip.. — (Dup..Dap..)}XDp.. [xs ab] ‘y; cd! 
= SISIVD«p(w,y) a D,p(r,y) a Da (1,9) jy la; ab] |Y; c,d} 
i STOKES, Cambridge University Calendar a.1854 | 
Sì x es campo vectoriale, et si p es puncto functione de duo 
numero, primo in intervallo de a ad b, secundo in illo de c ad 
d, tunc circuitatione de vectore «x pro perimetro de superficie 
de , in ordine (a,r) (b,c) (b,d) (a,d), vale fluxu de vectore de 
derivata de «, id es fluxu de rotatione de «, trans superficie 
de p. Transforma integrale pro perimetro ;in integrale pro 
superficie. 
Dem. resulta ex calculo. Incremento de funetione inter duo limite vale 
integrale de suo derivata :p.349 P12-2). Commuta derivata cum secundo 
integrale (p.438, commuta integrationes et derivationes. Differentia de duo 


termine es nullo. Differentia que remane, per definitione de vectore de 
homographia, habe valore scripto. 





2 vevFp. Du € HFp cont. pe pF(0:0:9).D,p, D,p, D,», 
D,D,?, D,D,p, D,D,p € vF(0:0:9) cont ._). 

A4}S[(#p a D,p a Dip}(r.y,s) (yi; 0,1 [35 0,1] |; 0,14 
+diS!tup a D,paD,p) » 5 » br» [y » 
+ Ai :S[(vp a D spa D, 7) » BA » y » 
= SSS[ (Dup D ip a Dep aD,p + Dup Dip:a D,palin + 

(Deep Dip) a Djp a Dip!y, 60:06:09] 
= SISDWpX{(D,pa D,p a Dip) y, 9:90] 

i OSTROGRADSKY, Mém. Ac. Petersb. t.1 p.39, a.1828 } 

i Gauss _ a.1840, Werke t.5 p.199 | 


es » 


« 
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Si x es campo vectoriale, et si p es puncto functione de 
tres variabile in dato intervallos, p. ex. 9,0,09, tunc fluxu de 
de vectore « trans sex superficie que limita parallelepipedo 
curvilineo descripto per p, id es sex superficie descripto per 
pP(x,Y,3), ubi singulo variabile sume valores 0 et 1, vale inte- 
grale de divergentia (SD) de «, in volumen campo de 7. 

Transformatione de integrale pro superficie de solido p‘(0:0°0) in inte- 
grale pro solido. 


% 7 ceCIsp.). 
‘1 cecont, .=:7,yer ._ jy A (cFO)contnhs(h0=xr.hl=y) Df 
Classe de punctos, vel figura, €, vocare «continuo de or- 
dine 1», vel «continuo lineare » vel «continuo », sì nos pote 
uni duo suo puncto arbitrario per linea continuo } in figura c. 


2 cecont,.=:f.ge(cFO)cont. g0=/0.91=/1 Ia 
A [cF(0°0)|cont n Re;[7(,0)|1,0]=f. [tr fr, 9)}=9 : 
yEO IDy. [hr y}la", Oui] = (f, (04.1) Df 


Figura c vocare «continuo de ordine 2», vel « continuo su- 
perficiale » vel « acyclico », si, dato duo linea f et 9g, inc, 
cum extremos commune, nos pote uni ce duo linea per serie 
continuo de lincas, formante superficie in c, cum extremos 
commune cum f. 


+3 cecont,.=: f,9€ [cF(0:O)]cont. :g, (Oui ‘OMO! 10u1)] = 
LA (ON (OM O! OUI) pg 
"[ [CF(0:0:0)]cont a X33[/7(2,7,0)](1,1/,0:0] —=f. 
[/(2,,1)[(,y),0:9° =g 39 DI. [h(x,y,5) {try}, (01 SOL 
(0: (04 1)] = [f, (OUL'ON(O! 10u1)] Df 
Figura c vocare «continuo de ordine 3», si dato duo super- 
ficie in c, cum peripheria commune, semper lice uni duo su- 
perficie cum serie continuo de superficie in c, cum peripheria 
commune cum priecedentes 


‘4 Mede=c ._). c E cont, A cont, » cont, 
Si omni puncto medio inter c pertine ad c, id es, si figura € 
es convexo, tunc es continuo de omni ordine. 
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‘8 0cEp.ie vel. abeQ. a>b.u= pras[(e—-0)Xi=0 . 
d(x,o)}=a| ._). prrs[d(a,v)<b] € cont, =cont, 2 cont, 
Si nos voca «x circumferentia de centro puncto 9, et de 
radio a, tunc anulo vel toro formato de punctos que dista de w 
minus que db<a, es continuo de ordine 1 et 3, et non de ordine 2. 


‘6 0Ep.a£Q._). prrs[d(x,0)>Aa] € cont, n cont, n =cont, 
Solido ex sphæra de centro o et radio a, es continuo de 
ordine 1 et 2, et non de ordine 3. 


‘7 a,be(Cls’p)cont, . Hand ._). ab € cont, 


% 81 ce(Cls’p)cont, . uevFc. VDu= (10'c). 
f.g€ (CF O)cont . fo=g90.fi=gl .}). S[ufxDf, 0] = S[ugXDg, 90] 
Si figura c es continuo superficiale, si ad omni puncto de 
campo c responde vectore, vel fortia uw, et si vectore de deri- 
vata de u es semper nullo in campo €, tunc S(ufXDf,9), que 
Vocare «labore» de fortia «, quando puncto de applicatione 
f sume motu arbitrario, non varia sì nos muta trajectoria de 
puncto, servato suo extremos. In ce casu ufXD/ vocare « dif- 
ferentiale exacto », et campo c « irrotationale ». 


‘2 ce(Cls’p)cont,. evFr.SDu= ((10‘c). fige[cF(9:O)cont. 
fi, (OUL OL (D IOU1)] = 7, ((0 410) (O10U1)] DI. 
S[ufa D,f a D.f, 0:0] = Slug a D,g a D,g,0:0] 


Si campo c es continuo de ordine 3, et si ad omni suo puncto 
responde vectore «, et si scalare de derivata de wu es semper 
nullo in c, tunc si puncto f describe superficie, 

S[ufa D,faD.,f, 9:0]), jam vocato « fluxu de x trans superficie », 

non varia si nos muta superficie, servato perimetro. In ce casu, 

functio «, vel distributione de vectore uv, vocare « solenoidale ». 
solenoidale (Maxwell, A treatise on Electricity and Magnetism, Oxford 


a.1881 p. 20) indica motu de liquido secundo canales impermeabile. 
CC solenoide — -e + -ale. 


solenoide = in forma de tubo. (C solen + -0- + -ide. 
solen, G 0@4:v = canale, tubo. 





LS 


See xt 
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